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Préface 


Les applications de la programmation linéaire à l’économie, 
à la technique et à d’autres domaines ne cessent de s'étendre. Des 
problèmes pratiques nouveaux nécessitent la formulation et la 
résolution de nouveaux problèmes théoriques et numériques, d’où 
la nécessité de perfectionner les manières d'aborder les méthodes de 
programmation linéaire. Les voies que suit la programmation linéaire 
sont définies essentiellement par les particularités des problèmes 
spéciaux et les moyens propres aux ordinateurs modernes. 

[871 donne un exposé assez détaillé de la théorie et des méthodes 
finies de résolution du problème général de la programmation linéaire 
et d'importants problèmes particuliers. 

L'ouvrage proposé à l'attention du lecteur est consacré à l'étude 
de branches caractéristiques de la programmation linéaire. Des 
conceptions et des méthodes nouvelles y trouvent leur expression, 
de même que certains problèmes importants auxquels les cours de 
programmation linéaire accordent généralement une attention 
insuffisante. 

Le présent ouvrage doit être considéré comme faisant suite à [87]. 
Dans leur exposé les auteurs se sont adressés au lecteur familier 
avec notions fondamentales, les résultats qualitatifs et les alco- 
rithmes de calcul donnés dans [87]. 

L'ouvrage compte sept chapitres. 

Le premier chapitre traite des généralités et des méthodes d'’ana- 
lyse de la théorie des réseaux de transport. Les formulations en 
termes de réseaux des problèmes du type « transport » sont assez 
étoffées et' concrètes, et rendent possible dans de nombreux cas 
l'utilisation de méthodes plus économiques par rapport aux formu- 
lations matricielles correspondantes. Les applications des méthodes 
de réseaux dépassent le cadre des problèmes du type « transport ». 

Le chapitre 2 est consacré à la liaison fructueuse de la ptogramma- 
tion linéaire et de la théorie des jeux, liaison qui permet d'appliquer 
les méthodes de l’une de ces disciplines à la résolution des problèmes 
de l’autre. Les méthodes de résolution des jeux sont associées aux 
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méthodes itératives de programmation linéaire. On considère égale- 
ment des méthodes itératives spécialement adaptées aux problèmes 
de programmation linéaire. 

Le chapitre 3 a pour objet des corrélations entre les composantes 
du programme optimal d’un problème de programmation linéaire 
et la variation des paramètres de la forme linéaire, du vecteur des 
contraintes ou des vecteurs des conditions. Les méthodes de program- 
mation paramétrique exposéés ont des applications théoriques et 
pratiques variées. Dans certains cas elles permettent d'obtenir des 
estimations qualitatives des solutions des problèmes, dans d'autres, 
de simplifier la procédure de calcul. 

Les méthodes exposées dans le chapitre 3 constituent la base 
d’une analyse sommaire des familles de problèmes de programmation 
linéaire à un paramètre. 

Le chapitre 4 est consacré à la programmation par blocs. La 
nécessité pratique de disposer de méthodes spéciales de résolution 
des problèmes structurés en blocs est déterminée par la grande taille 
des programmes extrémaux conditionnels dont l'intérêt réside dans 
les possibilités de les utiliser pour les applications, äinsi que par 
le volume limité de la mémoire opérationnelle des calculateurs 
digitaux. 

Les méthodes de programmation par blocs conduisent souvent à 
des schémas de calcul efficaces pour la résolution des problèmes 
de grande taille. Ces méthodes permettent également de construire 
des algorithmes spéciaux de programmation linéaire et d'étendre les 
méthodes bien connues de l'exploration des modèles particuliers 
à des classes de problèmes plus larges. 

Le chapitre 5 examine les problèmes et les méthodes de program- 
mation en nombres entiers. On donne ce nom à la branche de la 
programmation linéaire dans laquelle toutes ou une partie des varia- 
bles du problème ne peuvent prendre que certaines valeurs fixées 
d'avance. De nombreux problèmes extrémaux linéaires et non linéai- 
res, ayant d'importantes applications, peuvent être énoncés en 
termes de programmation en nombres entiers. 

Le chapitre 6 est une tentative de systématisation de la docu- 
mentation disparate relative à la programmation stochastique. 
Dans les modèles de programmation linéaire auxquels se ramènent 
de nombreux problèmes pratiques de gestion et de planification, 
l'information sur la valeur de certains paramètres (ou de tous les 
paramètres) des conditions du problème peut s'avérer incomplète. 
Les moyens de formaliser la position de tels problèmes et les métho- 
des de résolution constituent l’objet de la programmation stochasti- 
que et du chapitre 6. 

Le chapitre 7 qui traite de la programmation linéaire par mor- 
ceaux se situe à la limite entre programmation linéaire et programma- 
tion convexe. Ce chapitre expose les principes théoriques, les métho- 
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des d'analyse et les algorithmes de calcul pour diverses classes de 
problèmes extrémaux linéaires par morceaux. Les méthodes de 
programmation linéaire par morceaux]sont des généralisations logi- 
ques des méthodes finies de programmation linéaire. 

La plupart des chapitres de ce livre constituent un exposé systé- 
matique et suffisamment détaillé des problèmes particuliers de la 
programmation linéaire. Cet ouvrage traite d’une série de nouveaux 
résultats (méthodes de résolution de certains problèmes de réseau; : 
exploration schématisée du problème général à un paramètre de la 
programmation linéaire et quelques applications de la programma- 
tion paramétrique; nouvelles attitudes, suffisamment générales, 
devant les problèmes de structure par blocs; théorie, méthodes et 
algorithmes de résolution de diverses classes de problèmes linéaires 
par morceaux, etc.). 

Nous conservons dans ce livre la terminologie, les notations et les 
méthodes adoptées dans [87]. Les différents chapitres de ce livre 
sont très peu liés entre eux, et le lecteur familiarisé avec les principes 
de la programmation linéaire peut aborder l'étude des « Problè- 
mes particuliers » par n'importe quel chapitre. Les auteurs expri- 
ment leur gratitude à V. Bokova pour la présentation du manuscrit 
et la mise au point de nombreux exemples donnés à titre d’illustra- 
tion. 

Les Auteurs. 


Chapitre premier 


RÉSEAUX DE TRANSPORT ET PROBLÈMES 
DE TRANSPORT . 


Ce chapitre est consacré aux éléments de la théorie des réseaux 
de transport et aux méthodes de résolution des problèmes extrémaux 
les plus typiques formulés en termes de réseaux. 

Le $ 1 donne la définition d'un réseau de transport et des notions 
qui lui sont associées. Le paragraphe suivant traite de la méthode 
de résolution du problème de réseau le plus simple, celui du chemin 
le moins cher. Ensuite ($ 3) vient la description de la procédure 
de calcul du flot maximal, qui est à la base de la méthode hongroise 
de résolution du problème de transport. Les trois derniers paragraphes 
ont trait au problème de transport sur un réseau. Le $ 4 donne les 
différents énoncés de ce problème et explique ses relations avec 
la formulation matricielle des problèmes de transport. 

Pour résoudre le problème de transport sur un réseau on recourt 
à la méthode des potentiels et à sa modalité ($ 5), ainsi qu'à la 
méthode hongroise ($ 6). 


$ 1. Réseaux de transport 


1.1. Dans les représentations matricielles des problèmes de 
transport TZ et 7, décrites dans les chapitres 12 et 13 de [87], on 
suppose qu'il n’y a dans chacun de ces problèmes que des points 
de fabrication et des points de consommation, les transports des 
points de consommation vers les points de fabrication étant impos- 
sibles. Comme nous l'avons dit au chapitre 13 de [871], les problèmes 
de transport peuvent être représentés graphiquement. 

La figure 1.1 est la représentation graphique d’un problème 
de transport à deux points de fabrication et trois points de consomma- 
tion où chaque couple de points (fabrication et consommation) est 
lié par une communication: La figure 1.2 illustre un problème de 
transport qui comporte des points de fabrication et de consommation 
entre lesquels le trafic est impossible. Dans le premier cas aussi bien 
que dans le deuxième les communications sont matérialisées par 
des flèches allant des points de fabrication aux points de consomma- 
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Lion, ce qui traduit le fait que dans le sens inverse le transport est 
impossible. Or, si l’on examine une carte ferroviaire (ou routière), 
il saute aux yeux que la plupart des points peuvent assurer l’entrée 
et la sortie de la production. 

Il est donc naturel d'étendre l'énoncé du problème de transport 
de façon qu'il puisse couvrir les modèles de transport dont le système 


B B "8 

| | p° B, B, B, B, 

À À 4: 42 Â3 

Fig. 1.1 Fig. 1.2 

de communications à, par exemple, la structure représentée figure 1.3. 
Ce système de communications comprend 8 points dont 2 seulement 
possèdent la propriété supposée dans les modèles du type 7 et Ti. 
Le point p: ne peut qu'importer la produc- 
tion et le point p., ne peut que l'exporter. 
Les autres points peuvent assurer indé- 
pendamment son entrée ou sa sortie. 

1.2. Voici quelques définitions dont 
les termes facilitent la formulation des 
extensions des problèmes de transport qui 
nous intéressent et certains autres modè- 
les similaires. 

La notion de réseau de transport est 
fondamentale pour ce chapitre. 

Soient P un ensemble fini quelconque 
des éléments p;, À un ensemble constitué 
de certains couples ordonnés k;; = (p1, p;) (pas nécessairement de 
tous), dont chacun est composé de différents éléments de l’ensemble P. 

Nous appellerons réseau de transport (ou simplement réseau) 
(P, K) la collection de deux ensembles P et Æ et nous dirons que 
ce réseau est défini ou engendré par ces ensembles. 

Les éléments p; de l’ensemble P s’appellent points du réseau de 
transport (P, K) et les éléments k;; = (p;, p;) de l’ensemble X, 
communications du réseau. Nous conviendrons de dire que la commu- 
nication k,; relie les points-p; et p; en commençant en p, et en se 
terminant en p;. Ainsi, donner un réseau de transport signifie indi- 
quer l’ensemble de ses points et les communications qui les relient. 


Un réseau de transport quelconque peut être représenté graphi- 
quement. Dans ce but il faut associer à chaque point du réseau 
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un point du plan, puis relier chaque couple de points (p;, p;) qui 
correspond à la communication du réseau par un segment orienté 
allant de p; à p;. L'orientation du segment est indiquée par une 
flèche. Si pour certains à et j le réseau comporte à la fois les commu- 
nications :;; et À, dites alors opposées, le segment qui relie p,; 
et p; ou bien est affecté de deux flèches dirigées en sens opposés, 
ou bien ne comporte pas de flèche. 

Les figures 1.1 à 1.3 représentent trois réseaux de transport diffé- 
rents. À chaque couple non ordonné de points du réseau de la figu- 
re 1.1 correspond une communication unique. Le réseau de la figu- 
re 1.3 comporte des points liés par deux communications opposées 
(par exemple, les points p, et p.). Comme on le voit d’après les figu- 
res, les communications relient non pas tous les points, mais seule- 
ment certains d’entre eux. 

Les réseaux de transport peuvent être également représentés 
par des matrices. 

Supposons que le réseau (P, À) compte W points. Considérons 
la matrice carrée À d'ordre dont les éléments a;; se calculent sui- 


vant la règle 
a, — 1, si la communicaction #;; € X, 
i 0 dans le cas contraire. 


La matrice À définit univoquement le réseau de transport (P, K) 
qui l’avait engendrée; elle s'appelle matrice de ce réseau. Ainsi, les 
matrices À’ et À” des réseaux (fig. 1.2 et 1.3) ont la forme 


Ai À: À3 Bi Be Bs B, 


4110 0 0 1 0 O0 1 
4:10 0 0 1 4 0 0 
4310 0 0 0 1 14 0 
À =B,|0O 0 0 0 0 O0 oO; 
B;:10 0 0 0 0 O0 0 
B;:0 0 0 0 0 0 0 
B,0 0 0 0 0 0 0 
P1 P2 Ps Pa Ps Ps P; Ps 
P11O 1 O0 O0 0 1 0 0 
PO 0 0 0 0 0 O0 0 
P310 1 O0 14 0 1 0 O 
A=p,|0 0 0 0 1 0 0 O0 
P510 O0 0 1 0 0 O0 0! 
Ps O0 14 0 1 0 0 1 
P111 4 0 1 0 0 O0 1 
Ps1O 0 0 0 0 1 0 0O 
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L'examen d'une ligne de la matrice A’ ou À” révèle les points 
vers lesquels le trafic peut s'établir à partir du point correspondant 
à la ligne considérée. Les colonnes des matrices permettent de déter- 
miner les communications qui se terminent aux points choisis. 
La diagonale principale de la matrice d’un réseau de transport est 
toujours composée de zéros, car par définition il n’existe pas de 
communications qui commencent et se terminent au même point. 

Üne particularité caractéristique de la matrice À’ est que ses 
lignes relatives aux points de consommation et ses colonnes relatives 
aux points de fabrication ne comportent que des zéros. Cette parti- 
cularité est évidemment propre à la matrice de tout réseau de trans- 
port n'ayant pas de points qui soient simultanément origine et extré- 
mité de communications différentes. Les réseaux de ce type peuvent 
être définis par des matrices rectangulaires m X n, où m + n = N. 
Les lignes de la matrice correspondent aux origines des communica- 
tions, et les colonnes, à leurs extrémités. Ainsi, le réseau de transport 
de la figure 1.2 peut être représenté non seulement par la matrice À’, 
mais encore de façon plus concise en se servant de la matrice 


BD; Be B3 B: 

A1 0 0 1 
A"= 4,11 1 O0 0. 
4,10 41 1 0 


Il convient de noter que dans le calcul manuel Ia représentation 
graphique d’un réseau de transport est sans aucun doute préférable 
aux modes analytiques car elle est plus claire et fait appel à l’intui- 


tion. | 
1.3. Considérons la suite des communications 


kijs His eee, Mi, (1.1) 


d’un réseau de transport (P, À). 

Si chaque couple de communications adjacentes (1.1) compte 
un point commun alors que les autres couples de communications 
n’en ont pas, la suite des communications (4.1) s'appelle itinéraire. 

Nous conviendrons de dire que l'itinéraire (1.1) passe par les 
points qui sont reliés par ses communications ki,;,. Chacune des 


communications extrêmes du chemin (1.1), ki, et k:,;,, compte un 
point qui ne fait pas partie d’autres communications de l'itinéraire. 
Ces deux points s'appellent points extrémauzx de l'itinéraire. Lorsque 
p: et p; sont les points extrémaux d'un itinéraire on dit qu'ils sont 
reliés par ce chemin. 

Si le chemin passe par un point qui n’est pas un point extrémal, 
ce point fait partie de deux communications du chemin considéré. 
La définition du chemin entraîne que son image géométrique est 
une ligne brisée non fermée qui ne passe deux fois par aucun de ses 
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sommets. La figure 1.4 représente deux chemins du réseau de trans- 
port donnés par la figure 1.3. Les suites de communications de la 
figure 1.5 ne sont pas des chemins puisque chacune d'elles passe 
par les points qui font partie de plus de deux communications 


(points p2 et P7). 


Fig. 1.4 


Par définition les points p; et p, doivent vérifier la condition 
Pi P;. Supposons maintenant que p; — p,. La suite de commu- 
nications correspondante s’appelle alors itinéraire fermé. Il est 


p 


P; 


1) 4) 
Fig. 1.5 


clair que tout point par lequel passe un itinéraire fermé appartient 
à deux communications adjacentes de l'itinéraire (et seulement à ces 
communications). 

Des exemples d'itinéraires fermés sont donnés par la figure 1.6. 
Si un point quelconque d’un itinéraire /, autre que point extrémal, 
marque l’origine d’une communication et la fin d’une autre, l’itiné- 
raire L s'appelle alors itinéraire orienté. 

Le point extrémal d'un itinéraire orienté où commence (finit) 
l'une de ses communications est dit origine (extrémité). 

On définit de façon analogue un itinéraire orienté fermé. Chaque 
point d’un tel itinéraire constitue l’extrémité d’une de ses communi- 
cations et l’origine d’une autre. | | 

Un exemple d'itinéraire orienté est représenté sur la figure 1.4, b. 
Un itinéraire orienté fermé est donné par la figure 1.6, a. 
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Un réseau de transport engendré par certaines parties des ensem- 
bles P et X s'appelle sous-réseau du réseau de transport (P, K). 

Un réseau de transport est dit connexe si tout couple de points 
de ce réseau peut être relié par un de ses chemins. 

Un sous-réseau connexe d’un réseau de transport (P, K) est 
maximal s’il contient avec un point quelconque p; le point p; € P 


Ps P P 
(D D: PI P2 
P2 
2 p, 
b C 


ü) 
Fig. 1.6 


relié à p; par une communication #;; € K ainsi que toutes les commu- 
aications de l’ensemble Æ qui joignent les points de ce sous-réseau. 


P2 Le 
sa 6 
Pr 
Ps Pr 
C) 


Fig. 1.7 


On vérifie facilement qu’un réseau de transport arbitraire se 
divise d’une façon et d’une seule en un nombre fini de sous-réseaux 
connexes maximaux (cf. exercice {). 

La figure 1.7. donne des exemples de réseaux connexes et non 
connexes. 

Si chaque couple de points d’un réseau de transport peut être 
associé par un chemin orienté, on dit que le réseau est connexe orienté. 
Il est clair que tout réseau connexe orienté est connexe. La réciproque 
est fausse : il existe des réseaux connexes qui ne sont pas connexes 
orientés. Un exemple en est fourni par le réseau représenté fig. 1. 7, a. 
Le réseau de la fig. 1.7, b est connexe orienté. 

Il convient de noter que le concept de réseau de transport ainsi 
introduit est un cas particulier de celui de graphe, largement utilisé 
dans diverses applications. Dans la mesure où nous limitons notre 
intérêt aux applications des graphes aux problèmes de transport, 
nous avons cru nécessaire d'adapter la terminologie imposée à la 
nature même de ces applications. Dans ce qui suit le terme de graphe 
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ne s'emploie pas, et tous les résultats indispensables de la théorie 
des graphes sont énoncés et démontrés en fonction des réseaux de 
transport. 

1.4. Nous aurons ci-dessous à examiner plusieurs fonctions défi- 
nies soit sur l’ensemble des points d’un réseau, soit sur l’ensemble 
de ses communications. 

Soit f (pi) une fonction réelle des points p; € P; g (kij), k:, € K, 
une fonction réelle définie sur l’ensemble des communications K 

Introduisons les notations suivantes pour les sommes de valeurs 
de ces fonctions, notations qu’il est commode d'utiliser dans une 
série de problèmes de la théorie des réseaux de transport : 


f(P') = NN f(p:) est la somme des valeurs de la fonction f 
per sur un ensemble de points P° € P; 

g (P”, PT) — £ (k:j), la somme des valeurs de la fonction g sur 

Pi 2 l’ensemble de toutes les communications 

P,EP commençant en un des points de l’en- 


semble P” € Pet finissant en les points 
de l’ensemble P°"<& LP. 
Voici les propriétés évidentes des notations adoptées. 
Si P', P”, P” sont des parties de l’ensemble P, si de plus LP” 
et P” n'ont pas de points communs (P”fNP" = O0), 


f (P'UP*) =f (27 + f (PT), (1.2) 
g (P', P'UP")=8g(P", P) +g(P", P”, (1.5) 
g (P'UP”, P)=8(P", PT) +g(P”, P). (1.4) 


Rappelons que P"UJP"(P"NP") est l’ensemble des points 
appartenant à l'ensemble P” ou à l’ensemble P” (appartenant 
à la fois à P” et à P”). 

Enumérons quelques fonctions qui figurent généralement dans 
les problèmes relatifs aux réseaux de transport. 

4. La fonction de fabrication et de consommation gq (p;) est 
donnée sur l’ensemble P de tous les points du réseau (P, K). Si q; — 
— q (pi) >> 0, p, est dit point de fabrication; si q; = q (pi) << 0, 
pi est dit point de consommation. p; pour lequel qg,; = q (p;) = 0 
s'appelle point de transit. 

Le sens des fonctions q (pi), p: € P est évident. Le nombre q (p;) 
est égal au volume de la fabrication d'un produit homogène en p; 
lorsque q (p:) >> 0; il est égal au volume de la consommation du 
produit homogène en p;, pris avec le signe moins, lorsque gq (p;) << 0. 
La valeur nulle de q (p;) indique qu'en p; il n’y a ni fabrication 
ni consommation du produit. Les ensembles des points de fabrica- 
tion, de consommation et de transit seront parfois désignés par P., 
P_ et P, respectivement. 

2. La fonction des capacités des communications d (k;;) > 0 
est définie sur l’ensemble X des communications du réseau de tran- 


to 
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sport (P, Æ). La valeur de la fonction des capacités de la communica- 
tion #;, est égale à la quantité limite de produit susceptible d'être 
transportée par cette communication. Le nombre d;; = d (k;;) 
s'appelle capacité de la communication 4;;. Si la communication 
donnée est capable d'assurer le transport d’une quantité quel- 
conque de produit, sa capacité est considérée infinie (co). Si le réseau 
(P, Æ) ne compte pas de communication allant du point p; au point 
Pu» On peut poser par convention k;,,€ K, mais d;,=d (k;,,) = 0. 

3. Considérons le réseau (P, K) sur l’ensemble des commu- 
nications duquel est définie la fonction des capacités d (k;;), k;;€ K. 
Choisissons deux points du réseau p, et px et appelons p, entrée 
et pn sortie. Soient £; l’ensemble des communications du réseau 
partant du point p;et ÆE;, l’ensemble des communications du réseau 
qui finissent au point pi. 

Une fonction z;; = x (k:;), définie sur l’ensemble X, satisfaisant 
aux relations 


DO z(kij— D, z(k;;)—0 pour tout ii, N, (1.5) 


k; GE R jiEi 
n= z (Kij) — > z(k;j1)>0, (1.6) 
156E1 k;,6E; 
O0 Lz(ki;) Ld(k:;), k:3 EK, (1.7) 


s'appelle flot du réseau (P, K) compatible avec la fonction d (k;;), 
k;; € K'et dirigé de p, vers pn. En additionnant les relations (1.5), 
(1.6) et l'identité 


2x= D zx) — À z(kix), 


kx jE EV RkNEEN 
on obtient 
N 
taxe D D z(kin— 2 z(Kn)). (1.8) 
i=1 k;jCE; R;;€E; 


Toute communication part d’un point du réseau et se termine 
en un autre. C’est pourquoi la grandeur z (k;;), i et j étant quelcon- 
ques, fait deux fois partie du deuxième membre de (1.8), d'abord 
avec le signe plus puis avec le signe moins, 


Zi + zn = 0. (1.9) 


Le nombre x — —zx > 0 s'appelle valeur du flot x (k;;), ki; € 
€ K. Le sens des termes ainsi introduits peut être interprété de la 
façon suivante. Imaginons que le réseau (P, Æ) soit composé de 
canaux à entrée unique p, et à sortie unique px. Supposons que le 
canal correspondant à la communication k;; soit capable de laisser 
passer au plus d;; unités de liquide par unité de temps. 
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La fonction x (k;;) qui satisfait aux conditions (1.5)-(1.7) définit 
alors les vitesses d'écoulement du liquide dans chaque canal; z, est 
la vitesse d’amenée du liquide à l'entrée p;, —xzx est la vitesse 
d'évacuation du liquide par la sortie px (dans les conditions d’un 
régime stationnaire). À la lumière de l'interprétation donnée l'égali- 
té (1.9) est évidente : la quantité de liquide fournie en une unité de 
temps par l'entrée est égale à celle qui s'échappe pendant le même 
temps par la sortie. 

La fonction introduite x (k:;), k:; € K est non négative, ce qui 
autorise l'appellation de flot arithmétique qu'on lui donne parfois. 

Pour mettre en évidence. les différentes propriétés d’un flot il 
est souvent- plus commode d'utiliser la notion de flot algébrique, 
dont les composantes ne sont pas limitées par la condition de non- 
négativité. Soit x (k:;) le flot arithmétique. Posons pour deux points 
quelconques p, et p,, reliés par une communication du réseau, 


Tij = z' (3) = L (k:,) — ZT (k;:). (1.10) 


Si l’une des communications opposées #;; et k;, qui interviennent 
dans l’égalité (1.10) n'appartient pas à K, la valeur du flot dans cette 
communication est alors supposée nulle. 


Etant donné que x (k;;) < di5, x (k;5) > 0 et x (k:y) = 0 avec 
ki K, OD à 


z° (ki15) dij, si ki; € K ; (1.11) 

Z' (ki) KO, si kyjÉË K, mais k,, € K. (1.12) 

Etendons l’ensemble À en y introduisant les communications 
k;, é K sous ha condition que k,; € K. Désignons le nouvel ensemble 
de communications par X” et appelons-le extension de l’ensemble X. 


Les valeurs de la fonction d (k;;) pour les communications nouvelle- 
ment introduites sont supposées nulles. 


Les contraintes (1.11), (1.12) peuvent s’écrire maintenant sous 
la forme unique 


z° (ki) < d (k:) avec k;; € K'. (1.13) 
On a évidemment 
Z' (Ris) = —z" (ki). (1.14) 


(1. 14) permet d'écrire les conditions (1.5), (1.6) sous une forme plus 
condensée 


0 pour iÆ1, NW: 
à z'(kiÿ=$ m>0, i—1; (1.15) 
ij i . Zn LO, i—N, 
où E, — — E; + E. 
La dernière condition du système (1.15) donnée pour la symétrie 
est une conséquence des conditions précédentes. La fonction z’ (k:;) 


2e 


20 RÉSEAUX DE TRANSPORT ET PROBLÈMES [CH. I 


définie sur l’ensemble des communications X” et vérifiant les condi- 
tions (1.13)-(1.15) s'appelle flot algébrique compatible avec la 
fonction d (k:j), ki; € K'. | | ° 

Comme nous venons de le montrer, à chaque flot arithmétique 
correspond un flot algébrique compatible avec la même fonction 
des capacités. Il est facile de vérifier que la réciproque est vraie 
également : un flot algébrique quelconque engendre un flot arithmé- 
tique, les deux flots étant compatibles avec la même fonction des 
capacités. En effet, soit x’ (k;;), k;; € K”, un flot algébrique compa- 
tible avec la fonction d (k;;), k:; € K”. 


Posons pour k;; € K 
z' (k:3) avec x’ (k,;) > 0, 
z (ki5) = 
O avec x” (k1;) < 0. 


(1.13) conduit à la condition (1.7). Les relations (1.14), (1 15) 
amènent les conditions (1.5), (1.6). Par conséquent, la fonction 
x (k;;) est effectivement un flot arithmétique compatible avec la 
fonction d (k;;), ki € K. 

Si certains points du réseau sont raccordés par deux communica- 
tions opposées, un flot algébrique peut évidemment engendrer une 
infinité de flots arithmétiques. Cependant, sous l'hypothèse supplé- 
mentaire de la valeur nulle du flot arithmétique dans l’une des com- 
munications opposées [la relation (1.16) justifie cet impératif], 
la correspondance entre les flots algébrique et arithmétique devient 
biunivoque. 

4. Supposons qu’une fonction de fabrication et de consommation 
q (p1) soit donnée sur l’ensemble P des points du réseau (P, X) et 
qu'une fonction des capacités d (k;;) soit définie sur l’ensemble K 
des communications du réseau. 

Une fonction x (k;;), définie sur l'ensemble À des communica- 
tions, qui vérifie les relations 


Ÿ z(kip— Y z(ky)=g(p:) pour tous les p; EP, (1.17) 


s 0 & x (hu) € d Gi), (1.18) 


s'appelle programme de transport compatible avec la fonction de 
fabrication et de consommation gq (p:), p1 € P et la fonction des 
capacités des communications d (k;;), ki € K. En additionnant les 
égalités (1.17) et en retenant que chaque transport x (k;;) entre deux 
fois. dans le premier membre de la relation sommée avec des signes 


différents, 


(1.16) 


h 


À g(p1 =9(P)=0. (1.19) 
Pi 

L'égalité (1.19), dite condition de bilan, signifie que le volume 
total de fabrication des points du réseau est égal au volume total 
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de consommation de ces points. D'après ce qui précède, la relation 
(1.19) est une condition nécessaire d'existence d'un programme com- 
patible avec la fonction de fabrication et de consommation gq (p:), 
pi € P. 

Suivant les conditions (1.17) et (1.18), un programme de transport 
z (k;;) compatible avec q (pi), pi E P, et d'(k;:;), ki; € K, est une 
séquence de transports par les communications du réseau qui permet 
de satisfaire aux demandes de tous les points de consommation grâce 
aux ressources disponibles aux points de fabrication du réseau donné 
sans dépasser les limites des capacités de ses communications. Comme 
dans le cas des flots, les systèmes de transports peuvent être donnés 
soit sous la forme de programmes arithmétiques soit sous celle de 
programmes algébriques. 

La fonction qui vient d’être introduite est un programme arithmé- 
tique de transport, car x (k;;) > 0. 

Il est parfois plus commode d'opérer avec des programmes al- 
gébriques de transport. 

Une fonction x’ (k;:;) définie sur l’ensemble des communications 
K" et vérifiant les conditions 


> z'(kiy)=q(pr), PEP, (1.20) 
k;jtE; 

Z' (kus) K d (ku;), ki; € K”, (1.21) 
Z' (kuy) = —Z" (y), ki € K”, (1.22) 


s'appelle programme de transport algébrique compatible avec les 
fonctions q (pi), p: € P et d'(k;:;), ki; € K°. Les notations E, et K' 
ont ici le même sens que dans la définition du flot algébrique, et 
de plus, comme auparavant, d (k;;) = 0 si k,;,4 X. 

De même que dans le cas des flots, on découvre aisément que les 
formules (1.10) et (1.16) établissent une correspondance entre les 
programmes arithmétiques et algébriques, qui ne sont que des écri- 
tures différentes d’un même système de transports. 

9. Dans ce qui suit nous aurons à comparer des programmes de 
transport du point de vue du coût de leur réalisation. C'est à cette 
fin que sert la fonction des coûts de transport c(k;;) > 0, définie 
sur l’ensemble X des communications du réseau (2, Æ). La valeur 
de la fonction c (k;,;), k;; € K, dans la communication k;; est égale 
au coût de transport d'une unité de produit d’un même genre le 
long de k;;. Le nombre c;, = c (k;;) est appelé parfois coût de tran- 
sport de la communication #;;. Les fonctions d (k;;), x (k;;) et c (k;;), 
définies sur des ensembles de communications, peuvent être données 
soit directement sur un réseau de transport, soit sous forme de matri- 
ces carrées d'ordre V [4 est égal au nombre de points du réseau 


(P, K)]. 


te 
tÙ 
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Si k;5 € K (ou k;, € K” dans le cas de flots et de programmes de 
transport algébriques), la valeur de la fonction correspondante sur 
la communication k;; est figurée à l'intersection de la i-ème ligne 
et de la j-ième colonne de la matrice. 

Dans le cas contraire, on porte dans cette case un zéro pour les 
fonctions d (k;;) et x (k;:;) et pour la fonction c (k:;;). 

Ainsi les fonctions introduites des communications du réseau 
peuvent être considérées comme définies pour chaque communica- 
tion, indépendamment de son appartenance à l'ensemble Æ. Par 
ailleurs, l'extension de la fonction aux communications k;,6 K 
s'effectue par le procédé décrit dans ce qui précède. Les fonctions 
définies sur l'ensemble des communications et les matrices qui leur 


sont associées sont notées parfois par des majuscules correspondantes 
(D, X, OC). 


$ 2. Problème de l'itinéraire le moins cher 


2.1. Considérons un réseau de transport quelconque (P, K), 
sur l’ensemble des communications duquel est définie une fonction 
du coût de transport non négative c (ki) = ci, kis € K. Associons 
à chaque itinéraire orienté 


l — (CIRE ki, . . °.? ki, {s-1? ks_,1) 


du réseau (P, Æ) le coût de transport suivant cet itinéraire d'une 
unité de produit homogène, égal à 


cc =, + Tes: + Css tss À Cisnts. 


Appelons le nombre c (!) valeur du coût de transport de l’itiné- 
raire /. Le problème de l'itinéraire le moins cher consiste à rechercher 
l'itinéraire {*, commençant et finissant aux points fixés du réseau 
et qui correspond à la valeur minimale du coût de transport par 
rapport aux autres itinéraires orientés reliant les points considérés 
dans la direction donnée. L'itinéraire Z* est dit optimal. 

L'interprétation du problème ainsi énoncé est déterminée par 
le sens physique de la fonction c (k;;), k;; € K. 

Si c (k;:;) est la longueur de la communication k;;, le problème 
de l'itinéraire le moins cher se transforme en problème de la recherche 
de l'itinéraire le plus court entre deux points connu sous le nom de 
problème du chemin le plus court. Si c (k:;) est le temps nécessaire 
pour passer du point p; en p;, le problème consiste à déterminer l'iti- 
néraire suivant lequel on peut aller en un temps minimal d'un 
point fixé en un autre point. 

Le transport n’est pas l’unique domaine d'application de l’itiné- 
raire le moins cher. Une des tâches des plus importantes de la métho- 
de moderne de planification et de gestion des systèmes (méthode 
PERT) consiste à déterminer les chemins critiques, c’est-à-dire la 
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succession de travaux limitant l'exécution d'une commande en 
fonction d’un certain facteur (temps, frais, telle ou telle ressource). 
Le problème de la recherche du chemin critique se ramène au choix 
de l'itinéraire le plus cher d’un réseau de transport parmi ceux qui 
relient deux de ses points. Ce dernier problème, défini par la fonction 
€, est équivalent à celui de l'itinéraire le moins cher défini par la 
fonction —C *). 

Le problème de l'itinéraire le moins cher présente un intérêt 
non seulement de par lui-même en raison des positions des problèmes 
qui viennent d'être passées en revue; son importance est due encore 
au fait qu'il entre comme partie intégrante dans plusieurs problèmes 
de réseau plus complexes. On trouve dans la littérature un grand 
nombre de méthodes de résolution du problème de l'itinéraire le 
moins cher. Un aperçu de certaines d’entre elles est donné par [63]. 

Dans ce paragraphe nous exposons deux algorithmes. Le premier 
permet de relier un point fixe du réseau à tous les autres points par 
des itinéraires optimaux; le deuxième est conçu pour la construction 
simultanée des itinéraires optimaux entre deux points quelconques 
du réseau. 

2.2 Soit p; un point quelconque du réseau (P, Æ). Trouver pour 
tout point p, € P unitinéraire optimal allant de p4 à p.. La procedu- 
re de résolution de ce problème, décrite ci-dessous, a été proposée 
par G. YŸ. Minty {57]. Elle se compose d’un nombre fini d’étapes 
élémentaires dont chacune consiste à étendre l’ensemble des points 
du réseau marqués et à dégager certaines de ses communications. 
On commence en indexant le point p:, auquel on associe le nombre (. 
Supposons que nous ayons déjà effectué plusieurs étapes de l’algo- 
rithme qui ont abouti au marquage de certains points du réseau, 
chacun de ces derniers étant associé à un nombre k;, où À est le numé- 
ro du point correspondant. L'étape suivante de l’algorithme consiste 
à considérer tous les points du réseau non marqués encore qui consti- 
tuent les extrémités des communications commençant en l’un des 
points du réseau déjà marqués. Calculons pour chacune de ces commu- 
nications #1, la somme du nombre k; associée au point p; déjà 
marqué et les valeurs de son coût de transport c (k,,). Dégageons 
ensuite celles des communications examinées pour lesquelles la valeur 
de cette somme est minimale. Dans ces conditions il faut tenir compte 
de ce que des quelques communications à dégager et qui se termi- 
nent en un même point une seule est retenue (peu importe laquelle). 
On marque les extrémités des communications dégagées en associant 
à chacune d’entre elles la valeur minimale de la somme. L'étape 


*) Bien que les méthodes de résolution du problème de l'itinéraire le 
moins cher soient adaptées aux fonctions non négatives du coût de transport, 
les particularités des réseaux établis d’après le système PERT (exempts d'iti- 
néraires fermés orientés) permettent de ne pas tenir compte de cette hypothèse 


(cf. $ 2.5). 
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s'achève sur cette opération. La procédure se poursuit jusqu’au 
moment où l'extension ultérieure de l’ensemble des points marqués 
devient impossible. Par construction, chaque point marqué (sauf p;) 
constitue l'extrémité d’une seule communication dégagée. C'est 
pourquoi la circulation à partir d'un point marqué quelconque p, 
sur les communications dégagées (dans la direction opposée à leur 
orientation) s'effectue de façon univoque. L'origine d’une communi- 
cation dégagée est marquée avant son extrémité. Par conséquent, 
la suite des communications dégagées, formée au cours de Îa circu- 
lation à partir du point p., constitue l'itinéraire l5,, avec l'origine 
en p, et l'extrémité en p.. Nous allons montrer que l'itinéraire 
lp, est optimal, c'est-à-dire associé à la plus petite valeur du coût 
de transport par rapport aux autres itinéraires allant de p, à p.. 
De plus, la valeur du coût de transport de l'itinéraire l5,, est égale 
à k:, nombre qui correspond au point p:. 

Servons-nous d’une récurrence sur le numéro f de l’étape à laquel- 
le a été marqué le point ps Si &t = 0, c'est-à-dire si p, — p4, la 
proposition est évidente. Supposons qu'elle soit vraie pour tous les 
points marqués au terme de r étapes au plus. Montrons que pour 
t = r + 1 elle a lieu également. Considérons un itinéraire quelcon- 
que l,», entre p; et ps. Introduisons l'ensemble P, des points mar- 
qués à la suite de r étapes. Par condition, p, € P,41, ps é P,. Il est 
évident que l'itinéraire /,,, doit contenir nécessairement une com- 
munication k,8 telle que p, € P; et psé P,. 

D'après l'algorithme 

ha + Cas À her + css, (2.1) 


où s’ est l’origine de la communication dégagée qui se termine en p4. 

D'après l'hypothèse de récurrence, k, est la valeur du coût de 
transport de l'itinéraire optimal entre p, et p,. On obtient donc, 
compte tenu de la non-négativité des quantités c;;, 


C (lp,p,) > ha + Cas- (2.2) 
Pour la même raison la valeur du coût de transport qui correspond 
à la partie de l'itinéraire L},, entre p1 et p, € P.est hk,.; par consé- 
quent 
Clip) = hs +Crs. (2.3) 
La comparaison de (2.1), (2.2) et (2.3) conduit aux relations recher- 
chées 
hs= hs + Css =c (Lo,p.) <C (lip). 
qui vérifient notre proposition pour & = r + 4. La proposition est 
ainsi démontrée pour une valeur quelconque du paramètre t. 


L'absence d’un point p1 parmi les points marqués traduit l’im- 
possibilité de former un itinéraire orienté du réseau commençant 
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en p, et finissant en p;. En effet, soit P. l’ensemble complet des 
points marqués. L'existence de l'itinéraire /, », entraîne celle d'une 


communication qui commence en un point de l’ensemble P, et 
finit en un point non marqué. Mais alors P. n'est pas un ensemble 
complet des points marqués. Cette réduction à l'absurde justifie 
notre proposition. 

En appliquant l'algorithme décrit ci-dessus à des problèmes 
concrets il est utile de retenir les observations suivantes. 

1. Il peut arriver que les itinéraires optimaux issus du point p: 
doivent relier non pas tous les points du réseau, mais seulement. 


ceux qui forment l’ensemble P" & P. La procédure n'est poursuivie 
alors que jusqu’au moment où tous les points de l’ensemble P” soient 
marqués ou bien jusqu’à ce que soit formé l’ensemble complet des. 
points marqués. 

2. L'algorithme est adapté à la construction d’ un seul itinéraire- 
optimal entre les points p; et p.. Or, dans plusieurs cas, il est utile- 
de mettre en évidence tous les itinéraires optimaux allant de p; à p+. 
On y parvient à l’aide d’une petite correction de l'algorithme. 
Si le minimum de la somme À; + ©, s'obtient sur plusieurs commu- 
nications se terminant en un même point, il faut alors dégager toutes 
les communications. On peut montrer (cf. exercice 2) qu'un itinéraire: 
optimal quelconque est constitué de communications dégagées. 
Par suite, la construction de tous les itinéraires optimaux entre p,; 
et p, se ramène à la composition de tous les itinéraires du sous-réseau 
de transport (P, K;,) qui relient p, et p,, où X, est l’ensemble des 
communications dégagées. 

2.3. Nousillustrerons l'algorithme décrit de résolution du problè- 
me de l'itinéraire le moins cher par un exemple de réseau de transport 
(fig. 1.8). 

Les valeurs c;, du coût de transport des communications sont 
indiquées sur le dessin ; de plus, les communications sont marquées: 
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par des ronds où figurent les c;; correspondants. Les chiffres entre 
parenthèses portés près des notations des points désignent la valeur 
h;, du coût de transport de l'itinéraire optimal reliant le point consi- 
déré à p; (premier chiffre) et le numéro de l'étape à laquelle le point 
a été marqué (deuxième chiffre). 

La figure 1.8 traduit ainsi toute la marche de la résolution du 
problème. | 

A la première étape on a marqué le point p:; à la deuxième, p>. 
À chacune des deux étapes suivantes on marquait deux points: 
à la troisième p, et p:, à la quatrième p, et p;. Voici, par exemple, 
la description de la troisième étape. L'ensemble des points marqués 
aux deux premières étapes comprend pi, p2et ps. Les communica- 
tions à examiner sont Xog, Xos, Kaas. Calculons les sommes qui leur 
-correspondent : 

Ro + Cog — &, 


LE + Cog — 4, 
R3 + Cas — 0. 


La valeur minimale de la somme est 4; nous marquons les points 
ps et p, en portant près d'eux les chiffres 4 et 3 (numéro de l'étape); 
les communications à dégager sont k23 et os. 

L'ensemble complet des points marqués s'obtient en quatre 
‘étapes et se compose de tous les points du réseau sauf p,. Par consé- 
quent, tout point du réseau, à l’exception de p;, peut être réuni 
à p, par un itinéraire orienté issu de p,. Les itinéraires optimaux 
se construisent à l’aide des communications dégagées. Par exemple, 
l'itinéraire optimal associé au point p, passe par les points p, et Do. 

2.4. L'algorithme du problème de l'itinéraire le moins cher expo- 
sé dans le présent paragraphe a été proposé presque simultanément 
par Bellman 16] et Shimbell {83}. Fondé sur les idées de la program- 
mation dynamique, il est conçu pour déterminer simultanément des. 
itinéraires optimaux entre deux points quelconques d’un réseau de 
transport (P, Æ). 

Ecrivons la fonction du coût de transport c (k;;), k;; € K, sous 
la forme d’une matrice carrée C dont l’ordre est égal au nombre 
-des points du réseau. Rappelons que le nombre 


C (:;) Si iÆ et k;; € K, 
Ci = JO Sii- )j; 
‘est porté à l'intersection de la i-ème ligne et de la j-ième colonne 
.de la matrice C. 
Convenons de dire qu’un itinéraire composé de s communications 


a une longueur s. Appelons s-optimal un itinéraire orienté de p; 
vers p; de longueur inférieure ou égale à s, associé au coût minimal 
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par rapport à tous les autres itinéraires orientés de p; vers p; de 
longueur inférieure ou égale à s. Selon ces notations, les éléments 
de la matrice C sont les valeurs du coût de transport des itinéraires 
1-optimaux. 


Introduisons dans la discussion dla matrice C‘* —||c{? In 
du coût de transport des itinéraires s-optimaux. Comme d'habitude, 
la diagonale de C‘* est composée de zéros, tandis que les éléments 
infinis indiquent l'absence d'itinéraire de longueur inférieure ou 
égale à s reliant les points respectifs. D'après la notation, C — C‘®. 
L'’algorithme a à sa base la relation simple 


ge min (a+). (2.4) 
qui permet de calculer les éléments de la matrice C‘”"*” d’après 
les éléments des matrices C‘”” et C"®”. Pour justifier l'égalité (2.4), 
constatons que l'itinéraire composé de l'itinéraire m-optimal de p; 
à pi et de l'itinéraire #-optimal de p4 à p; a une longueur ne dépas- 
sant pas m + n. Par conséquent, 


cn anin, (cn + co). (2.5) 
Supposons que l'itinéraire (m + n)-optimal de p; à p; passe 
par le point p, et qu'en outre la longueur de sa partie entre p; et Pa 


ne dépasse pas m alors que la longueur de la partie entre p, et p; 
soit inférieure ou égale à nr. Dans ce cas 


que > din) + cm. (2.6) 


En comparant (2.5) et (2.6) on obtient (2.4). Puisque la longueur 
de tout itinéraire d'un réseau de transport (P, K) ne dépasse pas 
N — 1, où N est le nombre de points de l’ensemble P, avec s > 
>œN —1 
| CO = C®*. (2.7) 


Par C* on entend ici la matrice du coût de transport de diffé- 
rents itinéraires optimaux. L'égalité (2.7) peut avoir lieu également 
pour de plus petites valeurs du paramètre s. 

L'algorithme de recherche des itinéraires optimaux pour tous 
les couples de points du réseau consiste à construire une suite de 
matrices {C(*% }, dont le dernier élément est C*. Ensuite, la matri- 


ce C* permet de déterminer facilement chacun des itinéraires opti- 
maux. 


D'après la formule (2.4) 


2R) — 1 k k 
= min (ci +). (2.8) 
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La relation (2.8) rend possible la composition successive des 


- matrices . 
CM, CA, CE, CE, ..., CL, Ch, ... (2.9) 


C'est pour tâcher d'obtenir la croissance la plus rapide possible 
du paramètre s que l’on fait appel précisément à une telle suite de 
matrices C‘°. 

Le calcul des éléments de la suite (2.9) se poursuit jusqu’à ce que 
l’on obtienne pour un certain d deux matricos voisines égales 


C2 = C2, (2.10) 


Il est évident qu'avec s — 2% l'égalité (2.10) est équivalente 
à (2.7) (cf. exercice 5). Ainsi la matrice C* s'obtient au bout d’un 
nombre d'étapes inférieur ou égal à [log2 (N — 1)] + 1 *), chacune 
des étapes consistant à construire une matrice C‘?* d’après la matri- 
ce connue C‘” selon la formule (2.8). Lorsque la matrice C* est 
obtenue, on compose sans peine n'importe quel itinéraire optimal. 

Soient p, et p, des points quelconques d’un réseau de transport. 

Si c'; = æ, il n'existe aucun itinéraire commençant en p, et se 
terminant en p}. 

Si par contre c}; << ©, de tels itinéraires existent, et pour cons- 
truire le moins cher on procède de la façon suivante. Trouvons 
l'indice À; à partir de la condition 


* ° # 
Ca, + Ai min (ci + ch), 
A€E; 
où E; est l’ensemble des extrémités des communications #;, à origine 


en pi. Après p; l'itinéraire optimal passe par p;.. Les autres points 
de l'itinéraire à établir sont recherchés de façon analogue. 


Si les points Pa, P1,, + - +» Pa, Sont déjà trouvés, le point suivant 
Pas, eSt donné par la condition 
Cher À hui DT (casa + chi). (2.11) 
t 


La procédure se poursuit tant qu'avec un certain s le point p;.., 


se trouve identique au point terminal p;. L’itinéraire optimal cherché 
passe successivement par les points 


Pi Pis P1,, .  . Pis-1 Pas Pj- 


Nous laissons au lecteur le soin de démontrer le bien-fondé du 
procédé exposé de construction des itinéraires optimaux d'après 
la matrice C* (cf. exercice 6). 

Il est possible d'obtenir à volonté tous les itinéraires optimaux 
allant de p, à p;. Dans ce but il faut pour tout ? marquer non pas 


 *) [X] est la partie entière du nombre X. 
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un seul, mais tous les indices À,., qui vérifient la condition (2.11). 
Naturellement, cette opération doit être effectuée pour tous les À, 
déjà marqués. 

Si À,, À, - - -, À; est une suite quelconque, composée d'indices 
marqués respectifs, 


Pt Pi, ..) Ph, PA, Pj 
est un itinéraire optimal. 


2.4. Voici un exemple numérique. Supposons qu’il faille déterminer tous 
les itinéraires optimaux du réseau de transport représenté figure 1.9. 

Les segments qui correspondent aux communications ne portent pas de 
flèches. Cela signifie que les points rattachés par un segment sont reliés par deux 
communications opposées; le coût de transport de ces deux communications 
est le même. Composons la matrice du coût de transport des communications: 


0 1 oo 2 2 


P2 
4 O0 1 © 1 
C=CH=| © 1 0 2 3/||. ; A 
2 © 2 0 1|| ! 
2 43 1 0 Pr 2 P 3 Ps 
La relation (2.8) avec À = 1 conduit 
à la matrice 2 / 
01222 NA 
1410121 
c®=| 2 1022 Ps 
22201 : 
Fig. 1. 
2142140 ig. 1.8 


Effectuons encore une étape pour calculer la matrice C(*. On vérifie aisé- 
ment que C(®) — C(%. Par conséquent, la matrice C(? coïncide avec la matrice C* 
du coùt de transport des itinéraires optimaux. 

La matrice C* — C% permet de construire sans peine n'importe quel 
itinéraire optimal. Supposons, par exemple, qu'il faille trouver un itinéraire 
optimal entre p; et ps. 


min (C4o + Cêas Cas + Css Cas + cès) = min (2, 4, 4) = 2. 
p2 fait donc partie de l'itinéraire cherché. 
Ensuite, 
min (c23 + cis, Ces + cés) = min (1, 3) = 1, 


ce qui signifie que le point p2 de l'itinéraire optimal est suivi par le point ps. 
L'itinéraire optimal de p1 à ps passe donc par le point intermédiaire p2. 


Indiquons une modification de la méthode exposée, de réalisation 
très commode sur calculateur digital. 

En calculant la matrice C‘?* il faut, d’après la relation (2.8), 
mémoriser la matrice C‘*. C'est pourquoi l'ordinateur doit conser- 
ver en mémoire deux matrices à chaque étape. 


30 RÉSEAUX DE TRANSPORT ET PROBLÈMES [CH, 1 


La simple considération qui suit permet de réduire la charge de 
la mémoire tout en améliorant la convergence de la méthode. 

Après le calcul de l'élément successif de la nouvelle matrice, 
il faut le substituer à l'élément correspondant de l’ancienne matrice. 
L'élément suivant de la nouvelle matrice se calcule d’après l’ancien- 
ne matrice ainsi modifiée, etc. 

IL est clair que la procédure de résolution du problème porte 
maintenant sur une matrice révisée par éléments. Ayant renouvelé 
tous les éléments de la matrice, on revient au début pour reprendre 
le cycle de révision. La procédure se poursuit tant que les transfor- 
mations ultérieures cessent de modifier les éléments de la matrice. 
La matrice ainsi composée est constituée des valeurs des coûts de 
transport des itinéraires optimaux; autrement dit, elle coïncide 
avec la matrice C*. Appelons comme auparavant étape de l’algo- 
rithme l’ensemble des opérations nécessaires pour réviser complète- 


ment la matrice. Si la matrice C Se forme à partir de C‘* en une 


seule étape, il est évident que les éléments c ; Sont les valeurs du 
coût de transport des itinéraires £ (à, j)-optimaux avec t (i, j) > 2k. 


De plus, plus la révision de l'élément c{? vient tard et plus il est 
probable que t (i, j) soit supérieur à 24. Il en résulte que la modifica- 
tion considérée mène à la solution au moins aussi vite que la métho- 
de principale. Dans la majorité des cas il se trouve que la convergence 
est plus rapide. Dans la mesure où les éléments de la matrice exami- 
nés en fin d'étape convergent généralement plus vite que les premiers 
éléments, il est sensé de changer après chaque étape l’ordre de 
révision des éléments. Ceci mène à une convergence plus uniforme du 
processus, ce qui à son tour permet d'obtenir plus vite la matrice 
cherchée C*. 

2.5. Dans la description des méthodes de construction des itiné- 
raires optimaux, on supposait que les valeurs de la fonction C du 
coût de transport étaient non négatives. C’est une contrainte impor- 
tante. On l’a appliquée pour déduire l'inégalité (2.2) qui est à la 
base de la méthode de Minty, ainsi que pour démontrer la formu- 
le (2.4), qui régit la méthode de Bellman-Shimbell. Comme le mon- 
trent les exemples, si certains c,; sont négatifs la méthode de Minty 
de même que celle de Bellman-Shimbell ne mènent pas en général 
au but recherché. Plus même, il n'existe actuellement aucun algo- 
rithme valable pour construire un itinéraire optimal susceptible 
de conduire au but cherché avec c;; << 0, bien que de nombreux 
problèmes importants de grand intérêt se ramènent justement à ce 
cas. Néanmoins dans certaines situations la méthode de Bellman- 
Shimbell peut être utile même pour des c;; négatifs. 

Nous avons déjà dit que l’image géométrique d’un itinéraire. 
orienté est une ligne brisée qui ne se coupe pas elle-même. 
Etendons la notion d'itinéraire orienté en levant l’hypothèse sur 
l'absence d'’intersections de la ligne brisée correspondante avec. 
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elle-même. Notamment, appelons la suite des communications. 
ki, Ki, -.., À 


itinéraire généralisé entre p; et pj. 

La définition d’un itinéraire s-optimal ($ 2.3) se transfère natu- 
rellement à la classe plus large des itinéraires généralisés. Par C* — 
— || c{ [x nous allons entendre la matrice du coût de transport 
des itinéraires généralisés s-optimaux. Des raisonnements parfaite- 
ment analogues à ceux du $ 2.4 permettent d'établir que la formu- 
le (2.4) est vraie quels que soient les signes des éléments de la matrice: 
C — C‘Y. Par conséquent, la méthode de Bellman-Shimbell est 
applicable quel que soit le cas de la recherche des itinéraires générali- 
sés s-optimaux. Si le réseau (P, K) et la fonction c (k;;) définie sur 
l'ensemble des communications X sont tels qu’un itinéraire géné- 
ralisé s-optimal est un itinéraire ou bien peut être facilement trans- 
formé en un itinéraire s-optimal aux mêmes points extrémaux, cette 
méthode conduit évidemment au choix des itinéraires optimaux. 
Il en est ainsi, par exemple, lorsque c (k;;) = 0. C'est précisément. 
ce qui eXplique la simplicité relative du problème de l'itinéraire 
le moins cher dans le cas des fonctions C non négativ es. Soit mainte- 
nant c (k; 5) une fonction quelconque et (P, K) le réseau de transport 
sans itinéraires fermés orientés. (Un exemple peut en être donné 
par des réseaux de transport construits en employant la méthode 
PERT). Sous cette hypothèse, tout itinéraire généralisé du réseau 
est également son itinéraire et par suite, la méthode de Bellman- 
Shimbell donne la solution du problème de l'itinéraire optimal. 
Les hypothèses exposées ci-dessus peuvent être remplacées par une: 
contrainte plus faible. 

Pour rendre possible l'application de la méthode de Bellman- 
Shimbell, il suffit d'imposer d'être non négatives aux valeurs du 
coût de transport de chacun des itinéraires fermés orientés du réseau. 


s-1? 


$ 3. Problème du flot maximal 


3.1. Soit un réseau de transport quelconque (P, Æ) et une fonc- 
tion des capacités d (k,;) > O définie sur l’ensemble X. 

Fixons un certain couple de points du réseau (P, K). Numérotons. 
les points de l’ensemble P. de façon que le premier point du couple 
fixé (entrée) soit désigné p, et le deuxième (sortie) px, où {V est le. 
nombre total de points du réseau. 

Considérons tous les flots possibles de p; à px compatibles avec 
la fonction des capacités donnée. Le problème consiste à rechercher 
parmi eux un flot X* — zx* (k;;), k;:, E K, à valeur maximale z? 
qui s’appelle flot maximal entre p, et px. 

Nous allons voir par la suite que l'intérêt du problème du flot. 
maximal ne réside pas seulement en lui-même. Dans certains cas. 
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l'analyse de problèmes de réseaux plus complexes impose elle aussi 
la construction de flots maximaux sur les réseaux, composés au cours 
de la discussion du problème correspondant. Ce paragraphe donne 
l'exposé d’un algorithme qui permet de construire des flots maxi- 
maux pour des réseaux de transport quelconques. Cet algorithme 
a été établi par les mathématiciens américains L. R. Ford et 
D. R. Fulkerson [74], [751]. 

3.2. Avant de passer à la description de l'algorithme, signalons 
quelques propriétés simples mais utiles des flots dans les réseaux. 

Il est plus commode d'exposer les raisonnements ci-dessous en 
termes des flots algébriques. C’est pourquoi dans ce qui suit nous 
comprendrons par flot une fonction zx (k;;), k;; € K', vérifiant les 


conditions 
7 (Æj) = —? (ki), (3.1) 
D z(k:;)=0 pour iZ1, NW, (3.2) 
k;j6E; 
z (ki) Sd), ny € K'. (3.3) 


Le sens des symboles E, et A” a été expliqué au $ 1.4. Il est commode 
d'étendre les fonctions zx (k:;), k:; € K”, et d (k:;), ki; € K”, à l’en- 
semble de tous les couples ordonnés des points du réseau, en posant 


selon l'usage 
d (k;;) = x (ki;) = 0, 


si p, et p, ne sont reliés par aucune communication de l'ensemble X. 
Cette circonstance, ainsi que les notations introduites au début du 
8 1.4, permettent d'écrire l'identité 


2 æ(ki)=z(pr, P). (3.4) 
R;j€E: 


La valeur z,; du flot X est donc déterminée par la relation 


Ti = T(ps,s P) = —z (ps P), (3.5) 
et les conditions (3.2) peuvent être récrites sous la forme 
z (px P) =0 pour ii, N. (3.6) 
Si P' est une partie quelconque de l’ensemble P, il vient 
z(P', P) = 0. (3.7) 


L'égalité (3.7) est une conséquence de la condition (3.1) et de la 
présence dans le premier membre de (3.7) des termes x (k;;) et x (k;;) 
pourvu que p;, Ps E P'. 

Supposons que l’ensemble des points P soit découpé en deux 
parties disjointes P’ et P”, telles que p: € P’ et pw € P”. 
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On a la chaîne d'égalités suivante: 


Z=2(P1, P)= 23, (pi, P)=2(P", P)+z(P', P'}=zx(P", P”). 
Î 


La première égalité de la chaîne est déjà établie. La deuxième se 
déduit de (3.6) et de l'hypothèse suivant laquelle py & P’. Les 
troisième et quatrième sont des conséquences de la propriété (1.3), 
et la cinquième est déterminée par la relation (3.7). Ainsi quels que 
soient le découpage de l’ensemble P en parties disjointes P” et P” 
(p1 E P', px E P")et le flot arbitraire À = zx (k;,;), l'égalité 


z =z(P", P7 (3.8) 

est vérifiée. 

Soient P” et P” deux parties disjointes quelconques de l’ensemble 
P dont la somme est P et dont la première contient l'entrée p, et la 
deuxième la sortie p . Appelons l’ensemble T € KÆ” des communica- 
tions issues des points de P” et finissant aux points de P" coupe 
du réseau de transport (P, KÆ”) avec l'entrée p, et la sortie px. La dé- 
finition univoque d’une coupe F est donnée par l’un des ensembles 
du couple P”', P”. 

Par capacité d (T) de la coupe l° on entend la capacité totale de 
toutes les communications constituant F 


d(l)= À dy. (3.9) 
h;jeT 

Si l'est une coupe, tout itinéraire orienté de p;, à p\ comprend 
au moins une communication de l’ensemble l. Considérons, en effet, 
un itinéraire arbitraire de p; à px qui passe par les points p, — 
= Piy Pis + +. Pis = Pn. Soit À le numéro minimal tel que pi, € 
€ P". Alors, la communication ki ii, ET, car Pi, € P’. 

Soit x (k:,), ki5 € K”, un flot quelconque du réseau (P, K”) 
compatible avec la fonction d (k:;), k;; € K”, et lune coupe arbitrai- 
re de ce réseau. 

On a l'inégalité 

- z Ld (T). (3.10) 

En effet, si P” et P” sont les parties de l’ensemble P qui ont 

engendré la coupe F, d'après (3.8), (3.3) et (3.9) 


n=z(P", P= D 2 D d(kiy)=d (D. 
R;jET RjET 
L'inégalité (3.10) définit le critère suivant d'’optimalité d’un flot : 
si la valeur x? du flot X° est égale à la capacité d’une certaine coupe 
du réseau, X* est alors un flot maximal. 

3.3. Nous sommes maintenant à même d'exposer l'algorithme 
de construction d’un flot optimal dans un réseau quelconque (P, K) 


3—0776 


“= 
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à entrée p, et à sortie px, compatible avec une certaine fonction des 
capacités d (k;:;), ki € K. . 

Cet algorithme se compose d'’itérations distinctes dont chacune 
établit si le flot disponible est maximal, ou bien s’il faut construire 
un nouveau flot de valeur supérieure à celle de l’ancien flot. 

Donnons la description d’une itération de l’algorithme, en suppo- 
sant connu un certain flot X = x (k;;), k;; € K”. Commençons par 
les définitions. Soit À = zx (k;;), ki; € K”, un flot quelconque compa- 
tible avec la fonction d (k;;), k;; € K’. La communication k;; € K” 
est dite X-saturée si ts = x (ki) = d;;; la communication #;,; est 
dite X-insaturée si z;;  d;,. Ces définitions supposent que X est 
un flot algébrique. Par conséquent, l’ensemble des communications 
X-insaturées est composé des communications k;; € K telles que 
Zi L dis, et des communications k,; 6 K telles que x;; > 0. Les 
autres communications constituent l’ensemble des communications 
À-saturées. 

Une itération consiste à construire de proche en proche un en- 
semble de points marqués du réseau. On commence par marquer 
l'entrée p,. Pendant l'exécution de l’itération des éléments toujours 
nouveaux viennent s'inclure dans l’ensemble des points marqués. 

Appelons étape de l'itération l'ensemble des opérations qui aug- 
mentent de un le nombre de points marqués ou bien qui établissent 
que l’ensemble de ces points est complètement défini. Supposons 
que nous ayons déjà effectué ? étapes et obtenu l’ensemble P, des 
points marqués du réseau. La (£ + 1)-ième étape consiste à réviser 
d’une façon régulière les points de l’ensemble P, dans le but de révé- 
ler le point marqué formant l’origine d’une communication X-insa- 
turée qui se termine en un point non marqué. Lorsqu'un tel point p; 
est trouvé, on attribue au point non marqué p,, extrémité de la 
communication X-insaturée k#;,,, le nombre À, ce qui met fin à la 
(& + 1)-ième étape. 

Deux cas peuvent alors se présenter : 

a) le point p, n'est pas la sortie pw; 

b) le point p,, est la sortie px. 

Dans le cas a), nous passons à l’étape suivante de l’itération en 
posant P,+: = {P;, Pu}- 

Le cas b) indique que P,;, est l’ensemble complet des points 
marqués. 

Il se peut qu’après avoir revu tous les points de l’ensemble P:, 
nous constations qu'aucun point p, ne soit relié au point non marqué 
PA par une communication X-insaturée k;, ,. Appelons cette éventua- 
lité cas c). Le cas c) signifie que P. est l’ensemble complet des points 
marqués. Ainsi, l’étape d'une itération peut avoir une des trois 
issues : a) impose l'exécution de l'étape suivante, b) et c) fixent 
la construction de l’ensemble complet des points marqués que nous 
désignerons par P'. Chaque étape de l’itération (sauf la dernière 
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peut-être) accroît le nombre de points marqués. C’est pourquoi, après 
un nombre fini d'étapes nous tombons nécessairement sur le cas b) 
ou c). 

3.4. Examinons séparément chacune de ces trois éventualités. 
Le cas b) consiste à construire l’ensemble complet des points marques 
P', qui comprend la sortie px. 

Montrons qu'il en résulte la possibilité de construire un flot 
X' = x" (k:3), ki3 € K”, dont la valeur x; est plus grande que la 
valeur zx, du flot X. 

Formons la suite {p;,} des points de l’ensemble P” en se guidant 
sur les règles qui suivent. 

Posons p,, = px. Si les points pa, pi, . .., pi, de la suite 
sont déjà obtenus, l'indice à, qui définit le &-ième point de la suite 
est considéré égal au nombre attribué au point Pis La composition 
de la suite se poursuit tant que cela est possible. 

Chaque point de l’ensemble P', à l'exception de l'entrée p:, 
est affecté d’un certain nombre. Tous les éléments de la suite sont 
différents, car l'hypothèse contraire entraîne l'existence d’un point 
marqué deux fois. 

La suite {p;,} contient donc un nombre fini de points et se ter- 
mine par l'entrée p;1, c'est-à-dire prend la forme 


Px = Fi,s Pi, Pi,» ..) Pi, Pi, Pi- (3.11) 


D'après la règle d'extension des ensembles de points marqués, 
les communications 


k avec 1<SA<SS—1 


baie À 


sont X-insaturées, c’est-à-dire 


Ti, i, € di, 4 i, Pour À—1,2,..., s—1. (3.12) 
Posons 
0— ain, (dise nr), (3.13) 


2 (his) = —2" (hs) = 
: z (ki;) + 0 si ki, = ki, ni, pour À — 1,2, ..., s —1, 
x (k:;) dans le cas contraire. (3.14) 
D'après les relations (3.12) et (3.13) 
8=> 0, (3.15) 


on suppose en outre que 8 << oo. 


La fonction x” (k;:;), k;; € K”, est un flot algébrique compatible 
avec la fonction des capacités d (k;;), k;, € K. 


3s 


36 RÉSEAUX DE TRANS:ORT ET PROBLÈMES [CH. 1 


En effet, les conditions (3.2) ne peuvent être compromises qu'avec 
i — i, pour À = 2, 3, ..., s —1. Mais selon (3.14), pour une 
telle valeur de À (quelle que soit cette valeur) la composante Zi, ii 
duflot x (k;;) augmente de 6, la composante TL, tu = jap à 
diminue de la même valeur 6, alors que les autres composantes du 
flot associées aux communications issues de p; gardent leurs valeurs 
précédentes. Par conséquent, les conditions (3.2) sont également 
vraies pour à —= i1. 

Les conditions (3.3) ne sont pas compromises non plus, puisque 
d’après (3.14) et (3.15) 


a (hi) = si) +0<2 (ki, i,) +de in — 
an) = dei 
(ki) —2' (a) = —2 (ki, i,) — 
—0 Lzr(k 


ie ie) Sie huge 
Estimons la valeur x; du flot X” nouvellement construit. Parmi 
les composantes z (%,;) du flot X, seule x (k:,,_.,) a été modifiée en 


augmentant sa valeur de 8 > 0. Donc 
2D = r +0 zx. (3.16) 


Ainsi, si le résultat de l'étape successive est b), on construit un 
nouveau flot dont la valeur est supérieure à celle de l’ancien. 

Considérons maintenant le cas c). Ce cas consiste dans le fait 
que l’ensemble construit P” des points marqués, en premier lieu, 
ne contient pas de sortie px, et puis ne peut pas subir d'extension. 
Montrons que l'existence du cas c) indique que le flot zx (k;:;) est 
maximal. 

Soit P” l’ensemble des points non marqués du réseau. Il est clair 
que P” et P" n'ont pas de points communs et que leur union forme 
l'ensemble P. De plus, 


P1 € P”, pnEeEP”. 
Par suite, l’ensemble l des communications allant des points P° 


aux points P” est une coupe: du réseau (P, K). 
Si k;,; est une communication quelconque de la coupe F, on a 


Z](k:5) =}. (3.17) 


"7 En effet, le raisonnement par l’absurde rendrait possible l’exten- 
sion de l'ensemble P” auquel on aurait adjoint un point p; non encore 
marqué. | 

Les égalités (3.17) et (3.8) entraînent 


d(T)= À dkiÿ= YO z(ki)=zx(P', Ph=m. (3.18) 
R;jET RIjET 
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Les relations (3.10) et (3.18) conduisent à l'inégalité x < z4, 


où zx, est la valeur d’un flot arbitraire À compatible avec la fonc- 
tion D. 

Par conséquent x (k;;) est le flot maximal recherché. 

Ainsi, lorsqu'une étape de l’itération se termine par le résultat c), 
le flot x (k;;) est maximal. 

3.5. Résumons le contenu des deux paragraphes précédents. 
L'itération d’un algorithme consiste en un nombre fini d'étapes 
qui conduisent à la construction de l’ensemble complet des points 
marqués LP”. Le résultat de la dernière étape de l’itération soit impo- 
se une amélioration du flot disponible [cas b)] soit montre qu'il 
est maximal [cas c)]. Dans le premier cas nous dirons résultat 1 de 
l'itération considérée si 0 << oo, et dans le deuxième, résultat 2. 
Le résultat 3 de l’itération est enregistré lorsque 8 — , c’est-à-dire 
lorsqu'on construit entre p, et p, un itinéraire dont chaque commu- 
nication a une capacité illimitée. Le résultat 3 témoigne de l’existen- 
ce des flots compatibles avec la fonction D et dont les valeurs sont 
aussi grandes que l’on veut. 

L'algorithme se compose de plusieurs itérations successives et 
comporte une partie préalable et une partie principale. 

La première itération s'effectue en partant du flot nul, dont 
toutes les composantes sont des zéros. Chaque itération successive 
est réalisée en partant du flot construit lors de l’itération précédente. 
On ne s’adresse à l’itération suivante que lorsque l'itération précé- 
dente aboutit au résultat 1. | 

Au début on procède aux itérations de la partie préalable de 
l'algorithme. Avant de s'attaquer à chacune de ces itérations on 
élimine *) du réseau (P, K”) les communications déjà saturées à 
l'itération précédente. Les itérations de la partie auxiliaire de 
l'algorithme se poursuivent tant que l’une d’elles amène le résultat 2 
ou 3. Le nombre fini d’itérations nécessaire à cet effet ne dépasse 
pas évidemment le nombre total des communications du réseau. 

Si l'on obtient le résultat 3, le problème du flot maximal n’a pas 
de solution et il faut mettre fin à la procédure. Le résultat 2 indique 
qu'il est nécessaire de s’adresser à la partie principale de l'algorithme, 
mais en restituant, avant de la commencer, toutes les communica- 
tions éliminées lors des itérations précédentes. Durant toutes les 
itérations de la partie principale de l'algorithme, l’ensemble des 
communications reste invariable. Supposons que les capacités d;; 
de toutes les communications soient des entiers. Nous allons montrer 
que le flot maximal cherché s'obtient en un nombre fini d’itérations. 

Si la partie préalable de l'algorithme s'achève par le résultat 2, 
les valeurs des flots compatrbles avec la fonction D sont bornées 

*) Les communications éliminées ne participent pas aux itérations ulté- 


rieures de la partie auxiliaire de l'algorithme: les composantes du flot sur ces 
communications gardent des valeurs invariables. 
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supérieurement. En effet, soit / un itinéraire quelconque composé 
de communications du réseau et allant de p; à px. On remarque sans 
peine que / se compose nécessairement de communications à capacité 
bornée. Le seul cas à vérifier est celui où / ne contient aucune des 
communications éliminées par la partie préalable de l'algorithme. 
Mais dans ce cas L est l'itinéraire du réseau exploré par la dernière 
itération de la partie préalable de l'algorithme; notre conclusion 
se déduit donc de l'existence d'un flot maximal de ce réseau, ce qui 
est conditionné à son tour par le résultat 2. Réunissons en un ensem- 
ble S” tous les points du réseau (P, X”) qu’on peut atteindre depuis ps 
en suivant des itinéraires orientés composés de communications 
à capacité illimitée; les autres points du réseau seront réunis en 
un ensemble S”. Ce qui a été démontré amène pr € S”, et par suite, 
d’après (3.8), la valeur z; de n'importe quel flot X vérifie la relation 


z=1t(S", S9= 2, z(k). (3.19) 
ij 


où À est l’ensemble des communications du réseau allant des points 
S” aux points S”. 

Toutes les communications de l’ensemble R ont des capacités 
bornées, car s’il n’en est pas ainsi on pourrait adjoindre l’un des 
points de l’ensemble S” à l’ensemble S”. On en tire que pour tout 
flot X compatible avec la fonction D, l'égalité (3.19) entraîne l’iné- 
galité 


n= À z(ki5)< à d(ki=d<oo, (3.20) 
h;jER h;jER 


qui témoigne de la valeur bornée de tous les flots de ce type. Notons 
ensuite que sous l'hypothèse des d;; entiers, les composantes de tous 
les flots formés aux différentes itérations de l'algorithme sont des 
entiers. C'est pourquoi toute itération qui aboutit au résultat 1 
accroît la valeur du flot d’un entier supérieur à zéro, c'est-à-dire 
d’une unité au moins. Ce fait conduit avec la relation (3.20) à la 
conclusion que le nombre total d’itérations de l'algorithme ne peut 
pas dépasser le nombre d, la dernière itération devant nécessairement 
s'achever par le résultat 2. 

Ainsi, ou bien la partie préalable de l'algorithme amène le résul- 
tat 3, ou bien sa partie principale s'achève par le résultat 2; de plus 
le nombre total d’itérations de l'algorithme est fini. Cette proposi- 
tion peut être aisément étendue au cas où toutes les grandeurs d;; 
sont des nombres rationnels (cf. exercice 7). 

Si un flot maximal existe, l’algorithme considéré permet de l’ob- 
tenir en un nombre fini d'’itérations. Sinon on constate également 
en un nombre fini d’itérations que le problème n'a pas de solution. 
Notons que lorsque l'existence d’un flot maximal est assurée, on 
peut ne pas diviser l’algorithme en parties préalable et principale. 
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La procédure de construction du flot maximal consiste alors en un 
nombre fini d'’itérations de la partie principale de l'algorithme. 

L’algorithme du flot maximal peut être utilisé non seulement 
pour des calculs numériques, mais encore comme un outil de recherche 
théorique. 

Voici une proposition importante qui se déduit sans peine de 
l'algorithme exposé. 

Disons qu'une coupe F* du réseau (P, X”) est minimale si 


d (T*)<d(N) 


pour toutes les coupes l du réseau. 

Théorème 3.1. Si X* est un flot maximal du réseau (P, K”) 
de valeur x*, il existe également une coupe minimale T* de ce réseau 
de capacité d (T*), et de plus 


2" = d(T*). (3.21) 


Nous donnerons la démonstration sous l’hypothèse que tout d;; 
est un entier. Appliquons au réseau (P, Æ”) l'algorithme exposé 
plus haut et qui conduit après un nombre fini d’itérations au résul- 
tat 2 (le flot maximal existe). 

Soient l'* la coupe définie par les ensembles P” et P” construits 


à la dernière itération et X* le flot maximal obtenu. D’après l’égali- 
té (3.18), 


x? = d (T*). 
En utilisant ensuite l'inégalité (3.10) avec x; = x*, on amène 
la relation 
d (T*) < d (T), 


vraie pour n'importe quelle coupe l du réseau. 

Donc, l'* est une coupe minimale. Ainsi la coupe minimale du 
réseau (P, K') existe et sa capacité est égale à la valeur du flot 
maximal. Le théorème est démontré. 

La recherche de la coupe minimale est un problème dual par 
rapport à celui du flot maximal. On pourrait s’en convaincre en 
considérant le problème du flot maximal comme un problème de 
programmation linéaire qu'il constitue à l'évidence. 

Le théorème 3.1 est le premier théorème de dualité du problème 
du flot maximal. 

Constatons que l'algorithme du flot maximal donne non seule- 
ment la solution du problème direct, mais détermine aussi la coupe 
minimale du réseau. 

3.6. Voici quelques remarques qui peuvent être utiles pour cons- 
truire le schéma numérique de la résolution du problème du flot 
maximal. Nous avons vu qu’une itération de cette méthode consiste 
en principe à construire l’ensemble P” des points marqués. A cet 
effet il faut réviser à chaque étape les points marqués. L'ordre de 
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cette révision peut être arbitraire. [1 faut seulement que tous les 
points marqués soient passés en revue. En se donnant tel ou tel 
ordre on aboutit aux réalisations numériques différentes de l’algo- 
rithme. On peut considérer, par exemple, que chaque point nouvelle- 
ment marqué est le dernier dans l’ensemble des points marqués 
disponible. Une autre possibilité consiste à affecter le point nouvelle- 
ment marqué d'un numéro supérieur d'une unité au numéro du 
dernier point révisé; les numéros de tous les points ultérieurs sont 
déplacés de l’unité. On peut proposer toute une série d’autres règles 
pour définir l’ordre de révision des points marqués. 

La révision successive des points marqués est loin d’être le seul 
moyen possible de formation de l’ensemble 2’. Il est clair qu'on 
peut aboutir au mème résultat en examinant les points non marqués. 
Dès qu'on découvre un point non marqué relié par une communica- 
tion X-insaturée à l’un des points marqués, on l’inclut dans l’en- 
semble des points marqués. L'ordre de révision des points non mar- 
qués peut être aussi des plus variés. 

Il est parfois plus avantageux de construire un ensemble des 


points marqués (l’ensemble P’) en partant non de l'entrée p; mais 


de la sortie . On inclut successivement dans l’ensemble P” les 
N 

points d’issue au moins d’une communication X-insaturée qui se 

termine en l’un des points déjà marqués. Le processus de construction 


de P’ est considéré comme achevé si l’on marque à la dernière étape 
l'entrée p, ou si l’extension ultérieure de l’ensemble des points mar- 
qués s’avère impossible. Le premier cas permet de poursuivre l’amé- 
lioration du flot, le second traduit l'obtention du flot maximal. 

L’itinéraire de p, à p\ composé de communications X-insaturées 
peut être recherché en partant simultanément de l’entrée et de la 
sortie. En d’autres termes, on peut construire simultanément deux 
ensembles de points marqués, celui des p, et celui des px. Dès que 
l’on obtient le point à inclure dans les deux ensembles, l'itinéraire 
recherché est trouvé et on peut améliorer le flot. La fin de la procé- 
dure de formation des ensembles des points marqués est fixée encore 
par l'impossibilité de poursuivre leur extension, ce qui indique que 
le flot disponible est maximal. Chacune des méthodes indiquées de 
construction d’un itinéraire non saturé de p;, à px peut certes se 
calculer d’une façon différente en fonction de l’ordre choisi de révi- 
sion des points marqués ou non du réseau. 

D'après la formule (3.16), la valeur du flot construit au cours de 
l'itération donnée est supérieure à celle de l’ancien flot d’un nombre 
6 >> 0, et de plus, selon (3.13), le nombre 6 est le minimum des écarts 
entre les composantes de l’ancien flot et les valeurs correspondantes 
de d;; le long de l'itinéraire insaturé obtenu. Appelons le nombre 6 
degré d'insaturation de l'itinéraire. Dans le cas général, l'entrée 
et la sortie peuvent être reliées par un grand nombre d'itinéraires 
insaturés. Il est logique de rechercher une procédure de formation 
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d’un itinéraire insaturé telle qu'elle conduise à un itinéraire entre p, 
et pr au degré d'insaturation le plus grand possible. La croissance 
de la valeur du flot à chaque itération sera alors maximale. 

La mise en œuvre de cette remarque peut être réalisée à l’aide 
d’une modification de l’un des algorithmes de l'itinéraire le moins 
cher. | 
Choisissons à cette fin la méthode de Minty (cf. $ 2.2). Chaque 
point marqué p; (sauf l’entrée p.,) est affecté d’un indice supplé- 
mentaire 6, égal au plus grand des degrés d’insaturation des itiné- 
raires allant de p, à p,. L'indice 8; se calcule au moment de l’inclu- 
sion du point p; dans l’ensemble des points marqués. Ceci devient 
possible grâce à la légère modification suivante de la règle du choix 
du point à inclure au nombre des points marqués. À chaque étape 
de l’itération la révision porte sur tous les points non marqués. On 
choisit parmi eux ceux des points où finit l’une des communications 
insaturées qui partent d’un point marqué. 

Pour chaque point p, de ce type on calcule le nombre 


6; — max {min (6;, dus — za:)}, 


où le maximum est pris pour tous ceux des numéros À des points 
marqués p;, d'où sortent des communications insaturées se terminant 
en pr. 

On dégage ensuite parmi les points sélectionnés p; le point pi. 
ayant la plus grande valeur du nombre 6;.. Ce point est inclus dans 
le nombre des points marqués, et l’on pose que 6; est égal à Ô,:. 
Si max 6; s'obtient pour plusieurs indices i, on marque alors tous 
les points correspondants en attribuant à chacun d'eux un nombre 
égal à max Ô}. 

Comme auparavant, la procédure de formation de l'ensemble P° 
des points marqués s’achève soit par l'inclusion dans P” de la sortie 
P»: Soit par la constatation du fait que l’extension ultérieure de cet 
ensemble est impossible. 

Dans le premier cas, la règle exposée dans la description d’une 
itération isolée permet de construire un itinéraire de p; à p\ consti- 
tué de communications insaturées. On voit sans peine que le degré 
d’insaturation de l'itinéraire ainsi construit est le plus grand possible 
(cf. exercice 9). Le deuxième cas indique que le flot disponible est 
optimal. 

La modification exposée de l'algorithme du flot maximal aug- 
mente quelque peu le volume de calcul nécessaire pour l'exécution 
d’une itération, mais dans la majorité des cas elle diminue nettement 
le nombre total d'’itérations nécessaires pour résoudre le problème. 

Voici encore une remarque simple dont l'observation permet 
de réduire le volume de calcul à chaque itération. Lorsqu'on passe 
à l'itération suivante, le système des communications insaturées 


» 


change. Il faut donc reprendre à chaque itération le processus de 
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formation de l’ensemble P’. Il est cependant facile d'indiquer un 
certain sous-ensemble de points marqués de l’itération précédente 
qui entre en entier dans l’ensemble P” pour l’itération successive. 
Dans le processus de formation de ?” il est logique de prendre ce 
sous-ensemble pour ensemble initial. 

Supposons que l’itération précédente se soit achevée par la cons- 
truction d'un nouveau flot par modification de l’ancien flot le 
long de l'itinéraire qui passe par les points (3.11). Soit u la valeur 
maximale des indices À tels que 


dit ne 
Il est évident que le passage des communications insaturées aux 
communications saturées et inversement par suite de la modification 
du flot n’est possible que pour les communications reliant les points 
Pi, et Pi,,, avec À p. 

Par conséquent, tous les points qui furent marqués à l'itération 
précédente avant le point Pi, , le seront encore dans le même ordre 
à l’itération suivante. Ces points restent dans le nouvel ensemble P’ 
et, de plus, les indices qui leur sont affectés gardent leur valeur 
précédente. 

3.7. Donnons un exemple d'utilisation de l'algorithme du flot 
optimal. Considérons le réseau de la figure 1.10, avec l'entrée p: 
et la sortie p,. Les valeurs des capacités des communications isolées 
sont portées sur la même figure. 

Nous diviserons la procédure de résolution en parties préalable 
et principale (on pourrait ne pas le faire, puisque le flot maximal 
existe d'avance et sa valeur ne dépasse pas dis + dis + dix = 12). 


Itération 1. Le flot initial est un flot nul. Les points 


| Pi» P2 (1), Ps (2), Ps ) 
sont inclus successivement dans l’ensemble des points marqués. 


Fig. 1.10 


Ici et dans ce qui suit on utilise un ordre de révision tel que le 
point nouvellement marqué reçoit le numéro d’ordre minimal dispo- 
nible, c’est-à-dire qu'il est révisé en premier lieu. 
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L'itération compte trois étapes, la dernière s’achevant par le 
résultat b) (le point p, (la sortie) se range parmi les points marqués). 
On passe au nouveau flot X‘? en posant 


29 = 2) = 29 = 0 — min (3, 2, 6) = 2. 


Les autres composantes du flot X( sont des zéros. On élimine de 
l'ensemble À la communication saturée k,. 


Itération 2. L'ensemble P’ des points marqués comprend 


les points 
Pi» P2 (1), Pe (2), Ps (6). 


On passe au flot X® en modifiant XP le long de l'itinéraire obte- 
nu js, Roc Kes : 


xD —=2+0, 19 —06, zx” —0; 6 = min (1, 1, 2) = 1. 
On rejette de l’ensemble X les communications k;2 et kg. 
Itération 3. L'ensemble P° se compose des points 
P1» Ps (1), Pe (3), Ps (6). 
Le passage au flot X® se ramène au calcul de 
ID = 2% = 0; zy — 1 +0; 6 — min (4, 2, 1) = ff. 
La communication k4 quitte l’ensemble X. 


Itération 4. 


P" = {p1, ps (1), pr (3), ps (7)}. 
Le flot X'® diffère de X(® par les composantes 
2Ÿ —=1+06, 19 — 29 — 0; 60 — min (3, 2, 5) = 2. 
On fait sortir de l’ensemble À la communication ky. 
Itération 5. 


P° — {P1 P:4 (1), Ps (4), Ps (o)}. 


On est encore dans le cas b); on passe au flot X(® en changeant 
les valeurs des composantes suivantes du flot X‘%: 


29 = 28 —=6, 12% —=2+06; 6 — min (5, 2, 4) = 2. 
La communication exclue de l’ensemble X est k,s. 


Itération 6. L'ensemble P” reçoit successivement les 
points 
Pis P3 (1), Pe (3), P4 (1). 


L'extension ultérieure de l’ensemble des points marqués devient 
impossible. L'’itération s'achève par le résultat 2. 
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La succession des calculs de la partie préalable de l'algorithme 
est traduite par la figure 1.11. 


Pr Ps 


Fig. 1.11 


On passe à la partie principale de l'algorithme. 


Itération 7. La figure 1.12 représente le réseau de transport 
(P, K‘®), où A® est l’ensemble des communications X‘%-insaturées, 


P2 Ps 


Pr 


Fig. 1.12 


ki; € K”'. Ce réseau précisément rend commode la construction de 
l’ensemble P’. 
Les points 


Pi P3 (1), Pe (3), P2 (6), P7 (2), Ps (7) 


sont inclus successivement dans l’ensemble P”. L'itération se compose 
de cinq étapes dont la dernière conduit au résultat b). Il en résulte 


« 


l'itinéraire entre p, et p4 construit à partir des communications 


X\®-insaturées 
Kiss sos Ku2s Ka, Ka. 
Le flot X(® diffère du flot X‘® par les composantes 
129 =3+0, 19 =1+06, 
2 = 1 —06, zx: = 0, 


ZT = 2+0; 60 — min (1, 1, 1, 1, 3) = 1. 
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Itération 8. Le réseau de transport (P, X!7), où A‘? est 
un système de communications X‘”-insaturées de l’ensemble X, 
est représenté figure 1.13. 

En se servant du réseau (P, Kt”), on compose l'ensemble P°: 


Pis Pa (), Pc (à), ps (6). 


La quatrième étape de l'itération s'achève par le cas c). Le mar- 
quage ultérieur des points devient impossible. Par conséquent, le 


Ps 


Fig. 1.13 


flot X'7? est le flot maximal recherché. Les composantes du flot 
X® sont indiquées sur la figure 1.13, tous les chiffres se rapportant 
à xf? avec i < j. La valeur x; du flot maximal est égale à 9. 

On obtient en même temps la coupe minimale T* du réseau, 
composée des communications 


ki2, kg kes; kgs; ka, 
d(T*)=3+2424+0+2—9 — 2t. 


$ 4. Formulation en termes de réseaux 
et formulation matricielle des problèmes de transport 


4.1. Ce paragraphe donne la formulation générale du problème 
de transport sur un réseau et met en lumière ses relations réciproques 
avec les problèmes du type T et Ty, étudiés en détail dans les chapi- 
tres 13 et 14 de [871]. 

Soit le réseau de transport quelconque (P, K). La fonction de 
fabrication et de consommation gq (p;) est définie sur l’ensemble P 
des points de ce réseau; la fonction d (k;;) des capacités des commu- 
nications du réseau et la fonction c (k;;) = 0 du coût de transport 
sont définies sur l'ensemble X. 

Au $ 1.4 a été donnée la définition d’un programme de transports 
sur le réseau (P, Æ) compatible avec les fonctions q (p;), p: € P 
et d (k:;), ki5 € K. Pour établir l’énoncé d’un problème de transport 
on peut soit partir de la notion de programme algébrique, soit utili- 
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ser l'écriture arithmétique du programme. Voici d’abord la position 
du problème associée aux programmes algébriques, c’est-à-dire aux 
fonctions X = zx (k:;), k:, € K° qui satisfont aux conditions 


z (Pi, P)=, 2. z(ki)=g{(p), i=1,2,..., N; (4.1) 
iJS à 


un (kis) d (ki), ki; € K'" ; (4.2) 
TZ (k5) = —? (k ;:). (4.3) 


Rappelons que E; est l’ensemble des communications k,; € K' 
issues du point p;; K” est formé à partir de X par adjonction des 
communications k;, € K telles que k;; € X. Pour plus de commodité 
nous considérerons, comme d’habitu- 
Pij de, que les fonctions X et D sont 
définies pour tout k;;, en posant 
z (ki) = d'(ki;) = 0 si ki, é K”. ° 
Formons à l’aide des Valeurs de la 
fonction c (k;;) le système des fonc- 
tions p;; (x;;) qui déterminent le coût 
d’un transport x;; dans la communica- 
tion ki, : 


Cijtij POUT Ti; > 0, 


| zÿ Puy (zu) = { —Cjitiy POUrT Ziy € 0. 


Fig. 1.14 Dans le cas général, la fonction 

Pi (Ziy) est une fonction linéaire par 

morceaux à convexité dirigée vers le bas et avec une seule brisure 
(fig. 1.14). 

Si les points p, et p;, sont reliés par une communication, les 
fonctions pi (z15) et Ps (xs) sont linéaires sur les segments où elles 
sont définies. 

Le problème de transport sur le réseau (P, Æ) avec la fonction 
de fabrication et de consommation Q = q (pi), p1 € P, la fonction 
des capacités D et la fonction du coût de transport C consiste à cons- 
truire un programme de transports À = zx (k;;), k:; € K”, compa- 
tible avec Q et D tel que le coût total 


D(X)=+ D qiy(x (Ki) (4.4) 


RER 


soit minimal. Le problème (4.1)-(4.4) n’est pas un problème de pro- 
grammation linéaire par suite de la non-linéarité de la fonction (4.4); 
toutefois, il se ramène aisément à un problème linéaire. 

Si l’on utilise la notion de programme arithmétique, la fonction 
à minimiser devient linéaire, et le problème de transport se transfor- 
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me en problème linéaire. Pourtant les conditions (4.1) sont alors 
moins symétriques. 

Le problème de transport sur le réseau (P, Æ) aux fonctions 
Q, D et C consiste en termes des programmes arithmétiques à mini- 
miser la forme linéaire 

L(X)= À cix (ki) (4.5) 
hjjEK 
sous les conditions 
z (Pi, P) — zx (P, Pi) = q (pi), i — 1, 2, 3 N, (4.6) 
0 <Lz(ki;) Ld(k;i;), ki € K. (4.7) 
Si X = z(k;;), kuy € K, est un programme arithmétique, 
Ÿ = y (is) = 2 (ki) —z (y), k1 € K° 


est un programme algébrique. 
D'une manière analogue, à chaque programme algébrique Ÿ — 
= y (k;;), k:5 € K° correspond un programme arithmétique 


y (ki) pour y (k:;) > 0, 
X =ZT (Ki) — { 0 our y (ki) Lo. (sy € K). 


Il est facile de vérifier que les valeurs des fonctions (4.4) et (4.5) 
sur des programmes algébrique et arithmétique Ÿ et X en correspon- 
dance mutuelle sont égales si z (k&:;)-x (k;;5) = O pour k:; € KX. 

L'observation de cette condition rend biunivoque cette corres- 
pondance entre les programmes algébriques et arithmétiques; de 
plus, parmi les programmes arithmétiques qui minimisent la fonc- 
tion (4.5) il y en a un qui vérifie cette condition. C’est pourquoi, si 
l’un des deux programmes liés par la relation biunivoque minimise 
la fonction qui lui correspond [(4.4) ou (4.5)], l'autre programme du 
couple considéré jouit également de cette propriété, ce qui signifie 
que les problèmes (4.1)-(4.4) et (4.5)-(4.7) sont équivalents. Pour 
re nous désignerons le problème (4.1)-(4.4) ou (4.5)-(4.7) par 
T (q, d, c;). 

Pour que le problème T (q, d, c) ait une solution, il faut et il 
suffit qu’il existe au moins un programme compatible avec les fonc- 
tions q (p:) et d (k:;). 

La condition nécessaire pour la résolution du problème 
T (g, d, c) 


D q(pi)=0 
P,EP 
a été obtenue au $ 1.4. Dans ce qui suit, nous allons considérer que 
cette condition est remplie. 
Constatons que les programmes compatibles avec les fonctions 
7 A et ‘ (k;;) s'appellent également programmes du problème 
4 d, c). 
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Appelons selon l'usage programme optimal ou solution optimale 
du programme correspondant un programme qui minimise la fonc- 
tion (4.4) ou (4.5). 

Il est facile de ramener un problème 7 (q, d, c) quelconque au 
cas où q (p;) = 0 pour tout p; sauf deux, l’entrée et la sortie. 

Dans ce but, il suffit d'introduire deux nouveaux points du réseau 
Po et Pw+:, de mener à partir de p, des communications vers tous 
les points de fabrication, de relier chaque point de consommation 
par une communication avec Pn+1, de completer la définition des 
d (k:;) de la façon suivante : 


d (ko) = 4 (p;), d (ki, +1) = —Q (pu), 


où p; sont les points de fabrication; 
Pi, les points de consommation, 


et de poser enfin 
C (Ko) = © (Ki. n+1) = 0. 
Soit 
P — {P, Po, Pn+ri}s KE = {K, ko, ki, N+1}3 
Det C sont les prolongements indiqués des fonctions D et C sur 
l'ensemble X. 
Posons 
EN 


À g(pi: i=0, 
q(p 3) >0 


g(P)=) D gp), i=N+1. 
es 


0 pour 1Li<N. 
Le problème T (q, d, c) est équivalent au problème T (q, d, o). 
En effet, à tout programme X du prop T (q, d, c) correspond 
le programme X du problème T (g, d, c) tel que 


: Up sii=0, gp) >0, 
Zi = À —qg@pi) si ji =N +1, q (pi <O0, 
Zi; dans les autres cas, 


et, par ailleurs, les deux programmes sont associés à des coûts de 
transport identiques. D'autre part, pour tout programme X du 


problème T (q, d, c), 


Zoj = doj = q (p;), g Gi) > 0, 


Ti, m4i = di, ni = —Q (pi), q Gi) < 0. 
Par conséquent, le système de transports 


2j =t GO jÆN +1) 
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est un programme X du problème T (q, d, c); de plus, le passage au 
programme À ne change pas la valeur du coût de transport total. 

La discussion des problèmes de transport sur un réseau (P, K) 
peut toujours s'effectuer en supposant que ce réseau est connexe. 
En effet, si le réseau de transport considéré est non connexe, on sait 
alors (cf. exercice 1) qu'il se décompose en un nombre fini ? de sous- 
réseaux connexes maximaux 


(P,, Ke), aœ—=1,2,...,t. 


Puisque les points du problème qui appartiennent aux différents 
ensembles P, ne sont pas reliés par des communications de l’en- 
semble À, le problème T (q, d, c) est équivalent aux # problèmes 
T (Gas dur Ca)s OÙ T (us dus Ca) est le problème de transport sur 
le réseau (P,, K,) et où les fonctions Q, et D,, C, coincident avec Q 
et D, C sur les ensembles P, et X, respectivement. 

Dans ce qui suit, le réseau (P, À) du problème de transport 
T (q, d, c) est considéré comme connexe. 

4.2. Le problème de transport T (q, d, c) écrit sous la forme 
(4.5)-(4.7) peut être considéré comme un problème de programmation 
linéaire à contraintes bilatérales. Le problème T (q, d, c) comptes 
variables x;; liées par V conditions d'égalité (4.6), où s est le nombre 
de communications k;; € K, N, le nombre de points p, € P. 

Enonçons le critère d’optimalité d'un programme du problème 
T (q, d, c), dont le bien-fondé se déduit directement du théorè- 
me 4.2 du chapitre 6 de [87]. 

Associons à la i-ème condition du système (4.6) ou, ce qui re- 
vient au même, au point p, du réseau (P, K) le nombre uw. 

Soit 

U — (— ui, — Us... — un), 


P;; le vecteur des conditions du problème (4.5)-(4.7) associé à la 
variable zx;;. 
La variable x,, ne fait partie que de deux conditions du système 
(4.6), de la i-ème avec le facteur 1 et de la j-ième avec le facteur —1. 
Autrement dit, la :-ème composante du vecteur P;; est 1 et sa 


j-ième composante est —1, alors que les autres composantes sont 
nulles. ° 


On en tire 
(U, P;;) = U}; — Us. (4.8) 


Les raisonnements de la discussion du théorème 4.5 du chapitre 13 
de [87] et l'égalité (4.8) permettent de tirer du théorème 4.2 du 
chapitre 6 de [87] la proposition suivante. 


Théorème 4.1. [Critère d’optimalité d’un 
programme du problème (4.5)-(4.7)]. Pour rendre 
optimal le programme X = x (k:;), k:3 € K, du problème (4.5)-(4-7), 
4—0776 
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il faut et il suffit qu'il existe des nombres u,, us, . .., un tels que 


Uj —u; = C(k;;) Si O0 x (k;;) << d (hi;), (4.9) 
U; — U; < C (k,;) Si Z (k;;) —= 0, ki, € K, (4.10} 
uj —u; > C(k;;) si x (kiÿ) = d (ki). (4.11) 


Les nombres u; associés au programme optimal du problème 
(4.5)-(4.7) par les conditions (4.9)-(4.11) sont dits potentiels des 
points correspondants du réseau (P, KÆ). L'ensemble des potentiels 
peut être considéré comme une certaine fonction u (p;) définie sur 
l’ensemble 2. | 

Le théorème 4.1 permet d'obtenir aisément le critère d’optimalité 
du problème T' (q, d, c) écrit sous la forme (4.1)-(4.4). 


Théorème 4.2 [Critère d’optimalité d'un 
programmedu problème (4.1)-(4.4)]. Pour rendre opti- 
mal le programme X = x(k;;), k;;, € K'. du problème (4.1)-(4.4), 


il faut et il suffit qu'il existe des nombres us, us, . .., un tels que 
uy —u = C(ki) si 0<zx(k;;) < d (k:;j), (4.12) 
uj —u = —C(kj) si —d(k;;) Lx(k;;) LO0, (4.13) 
u;j—u; >C(ki) six (ki) = d (ki), (4.14) 
uy —u << —0C(kjs) si v (ki) — —d (ka), (4.15) 


—c(ky) Lu —u Lo) six (ky) — 0, ki; E K’. (4.16) 


Constatons que dans la condition (4.16) il est d'usage de considé- 
rer la valeur c (k;;) comme infinie avec k;, € X. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer les théorèmes 4.1 
et 4.2 (cf. exercice 11). 

Dans la discussion des problèmes du type 7 (q. d, c) on recourt 
à la notion de programme de base du transport. Un programme 
arithmétique X —=zx(k;;), k:3 € K, est dit de base lorsqu'il est 
impossible de composer un itinéraire fermé à partir des communica- 
‘tions k;; € K telles que 


0 < x (his) < d (k:)). (4.17) 


On peut vérifier (cf. exercice 12) que cette définition est équiva- 
lente à la définition courante d’un programme de base du problème 
T (q, d, c) considéré comme un problème général de programmation 
linéaire à contraintes bilatérales. 

Si le programme de transport À est écrit en termes algébriques, 
pour définir que c’est un programme de base on fait appel à la pro- 
position suivante. Un programme algébrique X = x (k;;), k;; € K”, 
est dit de base s’il est impossible de constituer un itinéraire orienté 
fermé à partir des communications k;, € X” telles que 


z (ki) Æ din 0, —dy. (4.18) 
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Les communications k;; qui satisfont à la contrainte (4.17) dans 
le cas d’un programme arithmétique et sous la condition (4.18) 
s’appellent communications principales du programme ZX lorsque 
l'écriture du programme est algébrique. C’est pourquoi un program- 
me de base peut être défini également comme un programme dont les 
communications principales rendent impossible la construction d’un 
itinéraire fermé (orienté dans le cas d’un programme algébrique). 

Les raisonnements qui vont suivre montrent qu'à partir d’un 
programme de transport X disponible on peut construire un program- 
me de base X” sans augmenter pour autant le coût de transport total. 

Bornons-nous au cas d’un programme algébrique. Si le program- 
me X n’est pas de base, il existe un itinéraire fermé orienté y compose 
de ses communications principales. Supposons que ZX (6) diffère 
de À par les transports 


TZ (ki, 6) = T (k;;) + 6 avec ki; € Y: 


Puisque les valeurs des transports x (k;;), k;; E y, se situent à 
l'intérieur des intervalles de linéarité des fonctions @;; (x:;), pour 
de petites valeurs absolues du paramètre 6 


D (X (6)) = D (X) + B-6, où B = const. 


Si B < 0 on augmente 6 jusqu’à ce que l’un des transports de 
l'itinéraire y devienne égal à sa valeur frentière (d;;, O0 ou —d;;). 

Si B > 0, le paramètre 86 doit être diminué *) en lui attribuant 
des valeurs négatives jusqu’à ce que l’un des transports de. l'itiné- 
raire y devienne égal à sa valeur frontière. Dans les deux cas on 
aboutit à un nouveau programme dont le nombre de communications 
principales est plus petit et le coût de transport total n’est pas plus 
grand. Si le programme obtenu n'est pas de base, on reprend la 
procédure décrite en partant d’un nouvel itinéraire fermé. 

Après quelques étapes on obtient le programme de base X” tel que 


D (X”7) < D (X). 


Le nombre d'étapes est fini du fait qu'après chacune d'elles le 
nombre de communications principales diminue. 
On a ainsi démontré la proposition suivante: 


Théorème 4.3. Tout programme du problème T (q, d, c) 
peut être transformé en son programme de base sans augmenter le coût 
de transport total. 

4.4. Les problèmes 7 et 7; examinés dans les chapitres 13 et 14 
de [87] sont dits généralement formulations matricielles des problèmes 
de transport. Il en est ainsi parce qu'il est très commode d'écrire 
les données initiales et les programmes des problèmes T et T, sous 


__ *) Avec B — 0 on peut tomber dans le cas où, pour atteindre le but cherché, 
il faut augmenter le paramètre 60: x (k;;) << 0, c;; = 0 pour tout k;; € y. 


4e 
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la forme de tableaux rectangulaires (matrices), et la procédure de 
leur résolution consiste le plus souvent à effectuer une série de trans- 
formations des matrices rectangulaires. 

Les énoncés des problèmes (4.1)-(4.4) ou (4.5)-(4.7) étant liés 
aux réseaux, il est logique d'appeler ces problèmes formulations d’un 
problème de transport en termes de réseau. 

Nous avons déjà dit que pour un réseau de transport simple privé 
de points de transit et dont les points de fabrication ne font qu'expé- 
dier le produit alors que les points de consommation ne font que de le 
recevoir, une formulation matricielle d’un problème de transport 
est équivalente à une formulation en termes de réseau. Nous allons 
montrer que la réciproque est vraie également: tout problème du 
type 7 (q, d, c) peut se ramener à un problème de la forme T-. 


Ainsi, soit 7 (q, d, c) un problème de transport sur le réseau 
(P, K), écrit sous la forme (4.5)-(4-7). Posons 


g= À ag(p= > q(pi) 
xP;)>0 P,EP, 
(q est la quantité totale de produit disponible aux points de fabri- 
cation). 
Introduisons dans la discussion le problème 7- qui consiste à 
minimiser la forme linéaire 


N NN. 
C(Z) = » > CijZi (4.19) 
iS1 j—=1 
sous les conditions 
N 
2 z1=9+9 (pi), i= 1, 2, ...7 N, (4.20) 
2= 


N 
D ziy= 0, j=1,2,...,N, 
= . 


OLzy<din i—=1,2,...,N; j=1,2,...,N, (4.22) 
où NW est le-’nombre de points du réseau (P, X): 
L L (ki) si k€ K, 
Ciy = 


(4.21) 


0 si à = j, 
CO si ije k;6X, 
JF = d (kr) si k:5 € K, 
1 OO si ki é X. 
4. Supposons que le problème (4.19)-(4.22) ait une solution et 


qu’en outre, la valeur minimale de la forme linéaire (4.19) soit finie. 
Soit || z;7 (1x un programme optimal de ce problème. En vertu de la 
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définition des nombres c,,, le transport z;, = 0sii-jetk,;6 K. 


Posons 
z (ki) = Z13 pour ki; € X. (4.23) 
Les conditions (4.20)-(4.21) peuvent s'écrire maintenant 


2 z(ki+zu=q+ (pi), 


R:}€EEi 
D 2()+255=0Q. 
k,j€E; 
E; (E°) est ici l’ensemble des communications issues de p, (entrant 


dans Pi). 
En retranchant de l'égalité supérieure pour i — À l'égalité infé- 
rieure pour ÿj = À, il vient 


z(pa, P)—z(P, p= Di z(ka)— 
RAJEEX 
— D z(ku)=g(pa), À=1,...,N. 
h11€EX 
(4.22) entraîne. 
0 < x (is) < d (us). 


Ainsi, la fonction zx (k;,;) définie sur l’ensemble X par les égalités 
(4.23) est un programme du problème (4.5)-(4.7). Dans ces conditions 
les valeurs des formes linéaires (4.5) et (4.19) sont respectivement 
égales sur les programmes X = zx (k;;), k;; € K, et Z = ||z:; ln. 
Montrons que le programme X est une solution du problème 
(4.5)-(4.7). Supposons qu’il existe un programme X” = x” (k:j), 
ki, € K, associé au coût de transport total 


L(X)<L(X)=C(2. (4.24) 


Considérons que le réseau (P, K) n'a pas d'itinéraires fermés 
orientés constitués de communications #;; tels que x” (k:;) > 0.’ 
Cette hypothèse ne réduit pas la généralité, puisque dans le cas 
contraire, en diminuant la valeur des transports le long des itinéraires 
fermés on obtient un nouveau programme x” (k;;), k;, € K, qui jouit 
de la propriété concernée, et de plus 


L (ZX) < L (4) 


(cf. démonstration du théorème 4.3). 
Au lieu de X”, on peut prendre le programme X” sans compro- 
mettre pour autant la condition (4.24). 


Posons , | 
LT (ki j) S1 ki, CK, 
= 0 S1 Fri et ki ÉXK, (4.25) 
q — ÿ z (ki) avec =}. 
R1CE5 
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D'après (4.25), 


N 
D si D z'(in— D z'(i+g=g i=1,2,...N. 
1 k;j€E; k,JSE; 


Ensuite, les conditions (4.6) et la représentation (4.25) amènent 


N 
D Zij = D z' (ki) — ÿ z'(ky)+q—=g+qu i=1,2,...,N. 
7! R;j£Ei RjiEEi 


Comme les transports x” (k;:;) vérifient les conditions (4.7), les 
nombres z;, sont justifiés par les contraintes (4.22) si et seulement si 


g— D 2'(ki)>0. (4.26) 


k;jeE; 


Montrons que l'inégalité (4.26) est vraie pour n'importe quelle 
valeur de j. 

Soient T', l’ensemble des points p, € P qui acheminent les trans- 
ports positifs zi; vers p;, l2 l’ensemble des points qui d’après le 
programme X” assurent l’approvisionnement des points de l’ensemble 
T',, etc. Les ensembles l;, À = 1, 2, ..., t, sont disjoints, car s’il 
n'en est pas ainsi on pourrait trouver sur le réseau (P, Æ) un itiné- 
raire fermé orienté composé de communications à transports positifs. 

Le nombre +# des ensembles l', ne dépasse pas V — 1. Compte 
tenu des conditions (4.6) et de la définition des ensembles F',, on a 


D z'(kiÿ)=z" (Ts p)<z' (Ts, P)=z'(P, li)+g(T1)= 
kij€E); 
=Z' (le, ls) +qg (Ti). 
En reprenant les mêmes raisonnements, on âboutit aux inégalités 
z' (T2, Ti) K 2° (Pa, V2) + q (Vo), 


Z' (Tes, Tee) KT (Te, Les) + q (Te). 
En additionnant les t — 1 inégalités obtenues, on a 


t—1 


ZT, py) << (le, Fe) + 2 q (li). (4.27) 


D'après le programme X”, les points de l’ensemble TJ, ne reçoivent 
pas de produit en provenance des autres points. On a donc 


Z' (Te Pen) Kz° (le P) Ko (Ty) + zx (P, ln) = q(l). (4.28) 
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Les inégalités (4.27) et (4.28) conduisent à la relation 


t 
z'(Ts Ph D a(Ta) <a, 
1 


équivalente à (4.26). 
Ainsi le système de nombres Z” = ||z;; || défini par la formu- 
le (4.25) est un programme du problème (4.19)-(4.22). De plus, 


L(X)=C(Z'). 


La comparaison de cette dernière égalité avec l'inégalité (4.24) 
conduit à la relation 
C(Z)<C (2), 


qui contredit l’optimalité du programme 2. 

Par conséquent (4.24) est impossible, ce qui signifie que le systè- 
me de transport XÀ associé au programme Z par les égalités (4.23) 
constitue réellement la solution du problème (4.5)-(4.7). 

2. Considérons l’autre éventualité à laquelle peut aboutir la 
discussion du problème (4.19)-(4.22): les conditions (4.20)-(4-22) 
sont contradictoires, ou bien la’ valeur minimale de la forme linéai- 
re (4.19) est infinie. Ce cas est équivalent à l’incompatibilité du 
système composé des conditions (4.20)-(4.22) et des contraintes 


2j —= 0 si LL Æ et ki, À X. (4.29) 


Montrons que l’incompatibilité du système (4.20)-(4.22), (4.29) 
n'est possible que si le problème (4.5)-(4.7) ne possède aucun pro- 
gramme. | 

En effet, soit X” un programme du problème (4.5)-(4.7). Nous 
avons déjà vu qu'on ne réduit pas la généralité en adoptant l’hypo- 
thèse sur l'absence d'itinéraires fermés orientés constitués de commu- 
nications du réseau (P, X) le long desquelles on transporte une 
quantité positive de produit. Par suite, d’après ce qui a été démontré, 
la matrice Z” = || z;; [|x, définie par la formule (4.25), est un pro- 
gramme du problème (4.19)-(4.22). Par définition des nombres :;;, 
le programme Z” satisfait également aux conditions (4.29). 

Ainsi, l'hypothèse de l'existence d’un programme du problème 
{4.9)-(4.7) rend possible la résolution du système (4.20)-(4.22), (4.29), 
<e qui démontre notre proposition. Résumons les conclusions obte- 
nues sous la forme d’un théorème. 


Théorème 4.4 La discussion d'un problème de transport 
arbitraire sur un réseau contenant N points peut être ramenée à la 
résolution d'un problème de transport du type T; à N points de fabri- 
cation et N points de consommation. 

4.5. Dans certains cas, la taille d’un problème de transport 


équivalent énoncé en formulation matricielle peut être nettement 
réduite. 
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Considérons le problème de transport T' (q, d, c) = T (q, c) 
sur un réseau (P, KÆ) dont toutes les communications ont une capacité 
illimitée, c'est-à-dire d (k;;) = oo pour tout k;; € X. 

Soient P+, l'ensemble des points de fabrication du problème, 
P . celui de ses points de consommation. Pour la suite il est commode 
de donner une notation différente aux points de fabrication et aux 
points de consommation. Posons 


P+ = {p;, Pa ...) Pm}; P: = {p;, Pa  . Pr}: 


Composons pour chaque couple de points p;, € P;4 et p, € P- 
l'itinéraire orienté l1, de p1 à p, le moins cher composé de commu- 
nications k£;; € X. Désignons la valeur c (1,,) du coût de transport 
de l'itinéraire L,, par r1,. S'il n'existe aucun itinéraire de p; à py, 
la grandeur r;, est posée infinie. 

Les itinéraires optimaux 1, et les nombres r;,, peuvent être 
recherchés, par exemple, par la méthode de Bellman-Shimbell 
décrite au $ 2.4. 

Introduisons dans la discussion le problème de transport qui 
consiste à minimiser la forme linéaire 


m ñn 


R(2)= À D ransan (4.30) 
X=1 l=i 
sous les conditions 
ñn 
D zau—=q(pi), À=1,2, ...,m, (4.31) 
u=1 
à zu=—q(p), u—1,2,...,n, (4.32) 
Zu Z 0. (4.33) 


La solution du problème (4.30)-(4.33) définit l’ensemble optimal 
de livraisons des points de fabrication p; aux points de consomma- 
tion p, sous la condition de n’utiliser que les itinéraires les moins 
chers du réseau (P, K). Les raisonnements qui suivent établissent 
l'équivalence des problèmes (4.5)-(4.7) et (4.30)-(4.33). 

Le problème (4.30)-(4.33) a une solution puisque 


2 g(ri)= à {—g(Ps)}- 


PAEP+ PuEP- 
Soit Z = || Zi lm. n le programme optimal du problème. 
1. Supposons d’abord que R (Z) << co. Dans ce cas 
Ziu = 0 si C (lu) = Tip — 00. (4.34) 


Déterminons le système de transport zu (ki;), kiy € K, pour cha- 
que couple de points p; € P+ et p, € P- tels que r1, < ©, en 
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posant 
, EL Zip si ki; € la ps 
Zu (Eu) = { O0 dans les autres cas. (4.35) 
Soit | 
X = (ki) —= à 2 Liu (Xi), ki, CK. (4.36) 


Les conditions (4.31)-(4.33) et (4.35) vérifiées par les composantes 
du programme Z entraînent que X est un programme du problème 
(4.5)-(4.7). 

Par ailleurs, 


C(X) = R (2. (4.37) 


Montrons que le programme ZX est optimal. A cette fin il suffit 
de prouver que quel que soit le programme X” du problème T (q, c), 
il existe un programme 2’ du problème (4.30)-(4.33) associé à X” 
par l'inégalité 
R (29 <C(X. (4.38) 


En effet, l’optimalité du programme Z et les conditions (4.37), 
(4.38) conduisent à la relation 


C(X=R(<R(Z)<C(X), 


vraie pour tout programme X” du problème (4.5)-(4.7). 

Ainsi, soit À’ le programme arbitraire du problème (4.5)-(4.7). 
Sans restreindre la généralité considérons que X” est un programme 
de base, étant donné que s’il n’en est pas ainsi le théorème (4.3) 
rend possible le passage au programme de base X” tel que 


C(X9 <C(X"), 


auquel on applique les considérations qui suivent. 

Pour chaque couple de points p; et p, il existe au plus un itiné- 
raire orienté de p; à p, constitué de communications principales 
du programme ZX’. Choisissons un couple quelconque de points p4 
et p, pour lequel l'itinéraire indiqué /; existe et posons 


es Si ki El 
Ya Us CES O dans les autres cas, (4-39) 
où 
= nr {z" (hu), g (pi), —g(pu)}. (4.40) 


Considérons ensuite le système de transport 
X" —Y,;, 
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qui est le programme du problème T (q,, c) où 


q (Pi) avec Pr 5 Pis Pis 
Œ(pi)= € q(pi)+E avec pi = Pu, 
q (Di) —E1 avec pi = Di; 


choisissons un .couple de points p;,, Pas (41 (pa) >> 0, qi (pus) € 0) 
pouvant être reliés par un itinéraire orienté /: composé de communi- 
cations principales du programme X” —Ÿ;, et construisons un 
système de transport Ÿ, en utilisant les formules (4.39), (4.40), 
dans lesquelles l'indice 1 est remplacé par 2. 

Poursuivons cette procédure tant que cela est possible. Puisque 
chaque étape réduit le nombre de communications principales ou 
bien diminue le nombre de points de fabrication ou de consomma- 
tion, on obtient en un nombre fini d'étapes un programme de base 
de transport 


t 
Xo=X"— Sy, 
il 
du problème T (q, c), qui jouit de la propriété suivante. Si qg, (p;) > 
> 0 et qg (pi) < 0, l'itinéraire orienté de p; à p, constitué de com- 
munications principales du programme X, n'existe pas. 

On vérifie sans peine que Xo = 0. En effet, supposons que pour 
une certaine communication X;; le transport zxo (k;;) > 0. Avec 
4 = q: les conditions (4.6), vérifiées par le programme de base X,, 
conduisent à deux couples d’alternatives: 

a) 4 (p;) << 0, ou bien pour un certain j, le transport xo (k;;,) > 
> 0; 
b) qe (p:) >> 0, ou bien xo (k:,5) >> O pour un certain à. 

En appliquant les mêmes raisonnements aux communications 
ki À; ;, etc., et en tenant compte du fait que À, est un programme 
de base, on arrive à la conclusion qu'il existe un itinéraire orienté 
composé de communications principales de X, et qui relie un couple 
de points de fabrication et de consommation du problème T7 (q,, c). 
Cette contradiction ne peut être éliminée qu'avec Xo = 0 

Ainsi, 


t 
X'—= D yi. (4.41) 

i=1 
Déterminons de la façon suivante les collections de nombres 


Zu et ru pou 1<A<m, 1 Lu LA. Si les points p; et pa, 
reliés par l'itinéraire /., ont participé à la construction de Ÿ;, 


Zu — Es; Tu — C (ls); 
si par contre ils n'ont pris part à la construction d'aucun Ÿ;, 


? ? 
23pu — (0, Tiu — O0. 


$ 4] PROBLÈMES DE TRANSPORT EN TERMES DE RÉSEAUX 59 


Suivant l'égalité (4.41), la matrice Z” = || zu Îlm,n est un 
programme du problème (4.30)-(4.33), et de plus 


m n 
«| La # 
C(X")= >» » ENTESNTE 
1=1 1=1 


Etant donné que r;, est la valeur du coût de transport d’un 
certain itinéraire de p;, à puy, il vient 


? 


Par conséquent, 


m n m n 
R (2) = 2 2 run < À 2 riniu = C (X"). 
Xi Ua ei = 

Le programme Z”’ recherché est ainsi construit, ce qui montre 
que le programme Z est optimal. 

2. Supposons maintenant que À (Z) — ©. Dans ce cas les condi- 
tions du problème T (q, c) sont contradictoires. En effet, si l’on 
raisonne par l'absurde, c’est-à-dire si l’on suppose l'existence d’un 
certain programme ZX” du problème T (q, c), on peut construire un 
programme Z’ du problème (4.30)-(4.33) tel que 


R(Z)<C(X')< oo. 


La contradiction obtenue montre que les conditions du problème 
sont incompatibles. 
Nous avons donc démontré la proposition suivante. 


Théorème 4.5. La discussion d'un problème quelconque du 
type T (q, c) à m points de fabrication et n points de consommation 
se ramène à la résolution d'un problème du type T au même nombre 
de points. 

La matrice R du coût de transport du problème équivalent se déter- 
mine en construisant un système d’itinéraires optimaux entre les points 
de fabrication et les points de consommation du problème initial. 

4.6. Le mode d'établissement d’une formulation matricielle 
équivalente simple de conception qui a été exposé au paragraphe 
précédent, n'est applicable qu'aux problèmes du type T (q, c). 
Toutefois, comme nous allons le voir, tout problème T (q, d, c) 
peut être ramené à un problème de transport sur un réseau dont 
les communications ont une capacité illimitée. Considérons une 
communication quelconque k;; du réseau (P, Æ) ayant une capacité 
limitée d;;. 

Transformons le réseau de transport (P, K) en un réseau (P:, Ki) 
de la manière suivante. Adjoignons les points sets” et les commu- 
nications de Pi à s’, des” à p;et des” à s’; éliminons la communica- 
tion k;; (fig. 1.15). ‘Complétons ensuite la définition des fonctions Q, 
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D et C_en posant 
g(s) = —dis, g(s7) = dis, 
cC(pnhs)=c(s", s)—=0, c(s”, ps) = ci 
d (Pi s') = d (s”, s’ = d (s”, Dj) — ©. 


Soit 7, (ga, d, c) le problème de transport sur le réseau (P;, K,) 
associé aux fonctions Q, D et C dont la définition vient d'être com- 
plétée. Nous allons montrer que les problèmes 7 (q, d, c) et 


” dij Ci 


ù . mec s" 
poD=dy IT  ge)-d 
Fig. 1.15 


T, (q, d, c) sont équivalents. En effet, considérons un programme 
quelconque X =zx(ki;), k:5CK, du problème T'(q, d, c). Si l’on 
pose 


T (Pi s') — À (s”, P;) —= L (k:3), T (s”, s’) — di; — Li}, 


la fonction Xi; = x (k;,), kan € K1, est un programme du problème 
T; (q, d, c), et de plus 


C(X) = C'(Xi). (4.42) 


Soit maintenant X1 = x (4:13), kiy € K1, le programme arbitraire 
du problème 7, (q, d, c). Il est clair que 


z (pas s) =zx(s”, Pi) = tin 0< Li3 dy. 


Par conséquent, si l’on considère que x (k;;) = z:5, on obtient que 
X = zx (kan), kiu € À, est un programme du problème T (g, d, c); 
de plus, on a de nouveau l'égalité (4.42). 

Ainsi, une communication à capacité limitée peut être éliminée 
en introduisant dans le réseau de transport deux nouveaux points. 
En appliquant le procédé décrit à tout k;, € À tel que d;, < ©, 
on obtient un problème équivalent T (q, c) à m + y points de fabri- 
cation et z + y points de consommation, m et n désignant ici res- 
pectivement les nombres de points de fabrication et de consommation 
du problème initial, y étant égal au nombre de communications 
k;, € K à capacité limitée. 

A titre de conclusion de ce paragraphe, il convient de noter qu'il 
est avantageux de ramener les problèmes de transport sur réseau 
du type 7 (q, c) à une forme matricielle en se guidant par les recom- 
mandations du $ 4.5. Lorsque le problème initial compte un grand 
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nombre de points de transit, cette transformation réduit nettement 
la procédure. 

Si la fonction d (k;;) prend une valeur finie sur un nombre rela- 
tivement petit de communications k,; € K et si le nombre de points 
de transit est important, il vaut mieux d'abord explorer un problème 
équivalent du type T (q, c) pour le ramener ensuite à une forme 
matricielle par la méthode du $ 4.5. Il est peu probable que la réduc- 
tion à la forme matricielle des problèmes du type 7 (q, d, c) de 
grande taille dans lesquels de nombreuses communications ont une 
capacité limitée puisse apporter un avantage quelconque. Mieux 
vaut résoudre ces problèmes en utilisant l’une des méthodes d’explo- 
ration des problèmes de transport sur réseaux, dont la description 
est donnée dans les deux paragraphes suivants de ce chapitre. Dans 
le cas du calcul manuel, les problèmes de transport donnés en termes 
de réseau présentent un avantage par rapport aux formulations 
matricielles, dû au caractère concret de leur énoncé. Souvent, la 
représentation graphique du problème permet de construire une 
variante valable sans recourir à des algorithmes formels quelconques. 


$ 5. Méthode des potentiels 


5.1. Considérons un problème quelconque du type T (q, d, c), 
associé au réseau de transport (P, Æ). Supposons que ce problème 
soit énoncé en termes de programmes algébriques, c’est-à-dire qu'il 
ait la forme (4.1)-(4.4). La méthode de résolution du problème 
T (q, d, c) décrite dans ce paragraphe est une extension naturelle 
de la méthode des potentiels appliquée aux problèmes du type 7; 
(cf. le $ 3 du chapitre 14 de [87]). C'est pourquoi nous lui gardons la 
même appellation. Avant d'aborder l'exposé de cette méthode, 
précisons la notion de programme de base non dégénéré d’un proble- 
me de transport sur un réseau. 

Soit X un programme de base du problème T7 (q, d, c). Associons 
en un ensemble X + les communications principales de ce programme. 
Nous dirons que le programme X est non dégénéré si le réseau (P, K x) 
est connexe, c’est-à-dire si deux points quelconques de l’ensemble P 
peuvent être reliés par un itinéraire composé de communications 
k;, € Kx. Le problème T (q, d, c) dont tous les programmes de base 
jouissent de la propriété de non-dégénérescence est dit non dégénéré. 
Constatons que d’après la définition d’une communication principale 
du programme algébrique, les points p, et p; ne sont pas reliés par 
des communications de Æ x, ou bien sont réunis par deux communi- 
cations opposées de cet ensemble. L'ensemble ÆX+; du programme de 
base non dégénéré X peut être donc considéré comme connexe orienté. 
Montrons que cet ensemble compte précisément (V —1) couples 
de communications opposées, où V est le nombre total de points 
du problème. 
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Les points du réseau de transport reliés au moins par une commu- 
nication sont dits voisins. Introduisons les notations: 

P,, l'ensemble des points du réseau (P, Æ%) voisins du point p:: 

P; (i = 2, 3, ...), l'ensemble des points du réseau (P, Xx) 
voisins de l’un des points de l’ensemble P;.. 

Les ensembles P;, i = 1, 2, ..., n’ont pas de points communs, 
puisqu’en raisonnant par l’absurde on aboutit à l'existence d’un 
itinéraire fermé composé de communications de l’ensemble Xx, 
incompatible avec le programme de base X. Il en résulte notamment 
l'existence d’un nombre t depuis lequel (avec à >> t) les ensembles P; 
ne contiennent aucun programme. 

Le réseau (P, Kx) étant connexe, on en déduit que la réunion 
des ensembles P;, i — 0, 1, ..., t, coïncide avec l’ensemble P 
(ici P, —= {p1}). 

Faisons correspondre à chaque point p; € P; un couple de com- 
munications opposées k:, et k,: de Æ x, où pu est le numéro du point 
Pu EP; voisin de px (i = 1, 2, ..., t). Désignons l’ensemble 
de toutes ces communications par X x. 

Les égalités démontrées 


P= 1) Pi; Pay Py=0 pouriÆis, (5.1) 


0O<i<s 


font que À’; se compose de V — 1 couples de communications oppo- 
sées. C'est pourquoi la démonstration de notre proposition se ramène 
à vérifier l'égalité 


Kx = Kx. (5.2) 

Soit k;; la communication quelconque de l’ensemble Æ +. D'après 

la définition de l’ensemble K} et la première égalité (5.1), il existe 
un itinéraire / constitué de communications de Æ >; qui relie les points 


pret p;. Si l’on avait k,; 6 Kx, les communications de l'itinéraire 
et la communication k;; 6 L constitueraient un itinéraire fermé, ce 
qui contredit le fait que À est un programme de base. 

Par conséquent, k,; € Kx. L'égalité (5.2) est démontrée. Donc x 
est composé de V — 1 couples de communications opposées, et de 
plus, pour tout point de l’ensemble P, il existe un seul point voisin 
de l’ensemble P,_,. Les ensembles P; peuvent être utilisés pour la 
recherche d'un itinéraire orienté étre p, et un point arbitraire 
Pu € P. En effct, soit p, € P+. Dégageons dans chaque ensemble P, 
pour «a <s un point p,;, en se guidant sur la règle: 


Pi,—Pus Pi, et P4,, Sont des points voisins. 


D'après ce qui vient d’être démontré, le point pi, est défini 
univoquement par le point p;,, et kii,,, € Kx. 
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L'itinéraire qui passe par les points 
Pi Pior Piys - er Dir Pi, — Pu 
est l'itinéraire recherché. 

5.2. La procédure de résolution du problème T (q, d, c) par la 
méthode des potentiels se compose d’un nombre fini d'itérations. 
Chaque itération compte deux étapes, dont la première consiste 
à justifier l’optimalité du programme de base déjà obtenu. Si le 
programme disponible ne satisfait pas aux conditions d’optimalité, 
Ja deuxième étape permet de construire un programme de base 
nouveau. La méthode est exposée sous l'hypothèse que le problème 
T (q, d, c)est non dégénéré. Les remarques nécessaires pour traiter 
le cas général seront faites dans ce qui suit. . 

Examinons de plus près une itération isolée de cette méthode. 
Supposons que les itérations -précédentes aient abouti au programme 
de base X = x (k;), ki € K”. 


Etape 1. On choisit un point quelconque de l’ensemble P, p; 
par exemple, pour former en partant de ce point un système de 
potentiels préalables u, = u (p;), p1 € P, du programme XX, c'est-à- 
dire un système de nombres qui vérifient les équations 


u (p;) = u (pi) = 
: { Ci = C (Pi, P5) = € (Kij) pour z(k;) > 0, k:;E€ Kx, 
— Cy = —C(p;, pi) = —c(k;;) pour x (ki5) LO0, k:3E Kx. 


(5.3) 


À cette fin on compose les ensembles Po = {p1}, P4, P2, . .. 
..., P, examinés au $ 9.1. 

Les potentiels préalables u (p;) sont calculés successivement 
pour les points appartenant à P5, P4, P:, etc., d'après la règle 


c(p', p") pour z(p', p9> 0. 
à ED = 0, u 9 —u 9 = À Gp p') pour z (p', p9 < 0, 


si p’E P;et p' E P;_.,; de plus, p” et p” sont des points voisins du 
réseau (P, Æx). 

Les propriétés des ensembles P, exposées au $ 5.1 conduisent à la 
conclusion que la règle considérée rend possible le calcul univoque 
des ga u(p;) pour tout p; E P vérifiant le système d'’égali- 
tes (5.3). 

On établit ensuite pour chaque communication non principale 
k1, € K” la différence des potentiels u (p;) — u (p;). Si les conditions 


— Cj; Lu (p;) —u(pi) Lciy avec Tk;5) —0, 
u(p;) —u(pi >; avec xz(k;;) = d;;, (5.4) 
(74 (p;) — U (pi) < — Cj; AVEC TZ (Æ:s) —= — d\; 
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sont vérifiées, d’après le critère d'optimalité (théorème 4.2), le 
programme X est une solution du problème. Mais si l’une au moins 
des conditions (5.4) est compromise, on passe à l'étape 2. 

Les inégalités (5.4) sont soit observées simultanément par un 
couple de communications opposées 4;; et k;, soit ne le sont pas par 
toutes ces communications. C’est pourquoi avec p; et p;, fixes les 
restrictions (5.4) sont vérifiées une seule fois (pour k,; ou pour k;;). 


Etape 2. On considère les couples de points du réseau pour 
lesquels les conditions (5.4) sont compromises. On choisit parmi 
eux un certain couple p:, p.,. Le critère du choix peut être fourni, 
par exemple, par la grandeur de la variable d'écart de l'inégalité 
compromise du système (5.4). La marche ultérieure de l'étape dépend 
de celle des conditions (5.4) qui n’est pas observée avec i = À et 
j = u. Considérons chacune de ces possibilités. 

a) L'élément compromis est le second membre de la première 
inégalité du système (5.4): 


u (p,) —u (pa) > cau T (kau) = 0. 


Il est évident que ce n’est possible que lorsque c;, << oo, c'est-à- 
dire avec k1, € À. 

On construit un itinéraire orienté ! de p, à p: en utilisant les 
communications k:, € A x. Cette opération peut être réalisée à l’aide 
de la formation successive des ensembles P, de la manière décrite 
au $ 5.1, en prenant p, comme point initial. La formation des en- 
sembles P, se poursuit tant que le point p; tombe dans l’ensemble P, 
pour un certain s. On trouve ensuite le point Pa, Voisin de pa (au 
sens du réseau (P, K%)) et situé dans P,_1. On passe de façon analogue 
de px,, à Pa, € P,_2, etc. On obtient finalement un itinéraire 
orienté / de la forme 


LEUR LEUR .., ki, _ à, ky_j (5.5) 


nécessaire à la transformation suivante du programme X. 

Le nouveau programme X” s’obtient à partir de X en augmentant 
les composantes zx (k;;) le long de l'itinéraire fermé y constitué par 
l'itinéraire (5.5) et la communication k;,, ce que traduit la relation 


E À (1j) + 6 avec ki, € Ÿ: 


z° (k:;) = en (k:,) — 60 avec ki, € Y; (5.6) 
x (k1j) dans les autres cas. 


Le paramètre 6 est choisi le plus grand possible, mais tel que les 
valeurs x” (k:;) et x (k:;) avec k:;E y restent sur un même segment 


de linéarité de la fonction y; (xz;;) qui fait partie de l’expres- 
sion (4.4). 
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6— min (ki), (5.7) 


RiJEY 


— z(kr;) avec x(k:y) O0, ki El, (5.8) 


di — x (ki) avec z(ku) > 0, ku El, 
Ô (is) — 
du avec kiy= han. 


La fonction x” (k:;), k:5 € K”, définie par les relations (5.6)-(5.8) 
est bien un programme du problème (4.1)-(4.4). En effet, la modifi- 
cation de la même valeur des composantes du programme X le long 
d’un certain itinéraire fermé orienté ne peut pas compromettre les 
égalités (4.1). 

Les règles (5.7) et (5.8) ne permettent pas d’enfreindre les condi- 
tions (4.2). Pour ce qui est des restrictions (4.3), leur observation 
est assurée par la formule (5.6). 

Le passage à un nouveau programme X” conduit à la modification 
de la fonction ® du coût de transport total d’une valeur 


D(XN—D(X)= 2 lus (a Gus)) — us (a (a) = 
ij 


= D cz (kuy)—z(kis)) — 
ch, 9>0 


1 
Ry fe 
— D —cyfr (his) — x (kus)) + can (2° (kau) — 
x; }}< 0 
k ;j€l 
—z(ky)=0T D cy— D cutcul. 
zh p>0 at p}<0 
kj jet kjel 


Les égalités (5.3) avec k:, € L entraînent ensuite 
D(X)—D(X)=8 2, (uy— us) + cal = 
1 


= 0 (uy, — Un + Us — Us +. + Ua, — Ua, + ui ua, + Cu) = 


= 0 [Cau — (u, — u)]. 
Par hypothèse 


Le paramètre 8 => 0 en tant que minimum de nombres positifs. 
Par conséquent, 


D(X') —D(X) = 6[cuy —(u, — u1)l € 0. (5.9) 


5—0776 
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On vérifie aisément que À” est un programme de base. Le système 
K +’ des communications principales du programme X” peut contenir 
ou non la communication #;,,. Dans le premier cas À” est naturelle- 
ment un programme de base, car Kx: € Kx. Soit kin € Kx. 

S'il était possible de construire un itinéraire fermé y’ à partir 
des communications du réseau (P, Xx%:), on aurait évidemment 
kan € y’. Considérons l'itinéraire l” de p, à p; formé à partir de Ÿ 
par élimination de #;.,. L'’itinéraire [” est constitué de communica- 
tions de l’ensemble Æ%7. Par suite, L’ — !, où L est l'itinéraire de 
Pu à Pa construit au cours du passage au programme ZX”, et toutes les 
communications de Z appartiennent à X +. D'après la définition du 
nombre 6, une des communications de y n'appartient pas d'avance 
à x. Par démonstration ce ne peut être que k:,, ce qui contredit 
l'hypothèse. Il est donc impossible d'établir un itinéraire fermé 
à partir des communications de Æ%-, ce qui signifie que X” est un 
programme de base. 

L'hypothèse de la non-dégénérescence du problème T (q, d, c) 
amène la conclusion que les ensembles X + et X+: se composent d’un 
nombre égal de couples de communications opposées. C’est pourquoi 
le minimum (5.7) s’obtient sur une seule communication; le couple 
correspondant de communications n'entre pas dans Æ x’. Ainsi, ou 
bien Æ%- coïncide avec Æ%, ou bien il se forme à partir de X,+ en 
remplaçant l’un des couples de communications opposées par k;, 
et « À. 

Jb) Lorsque c’est la deuxième condition du système (5.4) 


uU (P u) — U (Pa) << Cius ZT (Æx n) — din 


qui est compromise, on se trouve devant l’autre possibilité. 

Dans ce cas, le programme ZX” se forme à partir de À en augmen- 
tant de 6 >> 0 les transports le long des communications de l’itiné- 
raire fermé y, composé de k#,, et de l'itinéraire L; de p; à p,. L'itiné- 
raire /, de p1 à p, constitué de communications de K+ est défini 
d’après les mêmes règles que dans le cas a). L'itinéraire fermé y, 
ne diffère de y que par la direction. 

Le nouveau programme X est calculé d’après les formules (5.6), 
(5.7) et (5.8), dans lesquelles l'itinéraire fermé y est remplacé par y1. 
D'après ce qui a été démontré pour le cas a), X” est un programme 
de base du problème, et de plus 


D (X') — D (X) = 6 (us — ua) — cs) < 0. 


Les ensembles X > et K+: des communications principales coïnci- 
dent ou bien diffèrent par un couple de communications opposées. 

Les deux autres cas de violation de (5.4) avec i = À et j =u 
se ramènent aux cas a) et b) pour la communication k,,à. 
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c) En effet, supposons que le premier membre de la première 
condition du système (5.4) ne soit pas observé: 


— Ca >œu (Py) — U (Pa); 6 9 (ka y) = (0. 


Des transformations évidentes permettent de mettre ces relations 
sous la forme 


u (pà) — u (pu) > Cua z (Kia) =0, 
ce qui signifie le cas a) pour la communication #,à. 


d) Si, enfin, c’est la quatrième condition du système (5.4) qui 
est compromise, c’est-à-dire si 


u (py) —u (pa) > —cyn & (hay) = — dun: 
on fait appel à la communication X,, pour aboutir au cas b): 
u (pa) — u (pu) Cyr ZT (ua) = dune 


Ainsi à la deuxième étape de l’itération on construit un itinéraire 
fermé y qui passe par les points p,, et p, et se compose de communica- 
tions de l’ensemble {Xx, k1,, kux}; de plus, dans les cas a) et d) 
l'itinéraire y inclut #;, alors que dans les cas b) et c), il contient 4,1. 

Le passage du programme de base À au programme de base X” 
se fait en augmentant les transports x (k;;) avec k;; € y, d’une valeur 
8 calculée d’après les formules (5.7) et (5.8). Le produit du paramètre 
6 par la valeur de la variable d'écart de la condition correspondante 
du système (5.4) avec i — À, j = pu est égal à la différence O (X”) — 
— D (X). 

5.3. Toute itération qui contient l'étape 2 conduit à une décrois- 
sance de la fonction ®. Par suite, au cours de la résolution du problè- 
me nous suivons différents programmes de base du problème consi- 
déré. Le nombre des programmes de base du problème T (q, d, c) 
est fini. On peut s’en convaincre soit à l’aide de la proposition énoncée 
dans l'exercice 12, soit directement. Cette dernière voie est recom- 
mandée dans l'exercice 15. 

Ainsi, lorsqu'on possède un programme de base initial du proble- 
me non dégénéré T' (q, d, c), la méthode des potentiels pérmet 
d'obtenir la solution en un nombre fini d'itérations. 

Considérons l’un des moyens d’obtention d’un programme de 
base initial du problème. Ramenons le problème T (q, d, c) à un 
problème équivalent ayant un point de fabrication p, et un point 
de consommation px+, en se guidant sur la règle exposée au $ 4.1. 
Trouvons ensuite le flot maximal X dans le réseau (P, Æ) avec l’en- 
trée po et la sortie px+1. Deux cas sont alors possibles : 

a) la valeur z, du flot X est égale à 


q= >» g(ri; 
xP;)>0 


5+ 
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b) la valeur zx, du flot X est inférieure à q. 


Dans le premier cas les composantes du flot X associées aux 
communications k;; € K” constituent un programme X du problème 
T (g, d, c). Le cas b) indique que le problème est non réalisable par 
suite de l’incompatibilité de ses conditions. 

Il se peut que le programme X auquel on aboutit dans le cas a) 
ne soit pas un programme de base. S'il en est ainsi, le passage du 
programme À au programme de base X, s'effectue en décomposant 
successivement les itinéraires fermés dans le système des communi- 
cations principales. Le processus de construction du programme de 
base X, repose sur les raisonnements donnés par la démonstration 
du théorème 4.3. 

Une extension rigoureuse de la méthode des potentiels au cas des 
problèmes dégénérés impose l'introduction de la famille des e- 
problèmes, comme c’est l’usage dans la discussion des formulations 
matricielles des problèmes de transport. On peut ainsi obtenir une 
règle de choix d’un couple de communications opposées à exclure du 
nombre des communications principales, règle éliminant toute possi- 
bilite d’un cyclage éventuel. Sans donner cette règle nous indiquerons 
une recommandation plus simple qui, sans garantir sûrement l’absen- 
ce de cycle, le rend pratiquement impossible. 

Dans le cas dégénéré, le rôle du système des communications 
principales du programme de base À passe au système des communi- 
cations de base de ce programme qui compte V — 1 couples de com- 
munications opposées, contient toutes les communications principales 
du programme X et n’admet aucun itinéraire fermé. Dans le cas de 
non-dégénérescence, le système des communications principales 
coïncide avec le système des communications de base. Un programme 
de base dégénéré possède généralement plusieurs systèmes de commur- 
nications de base, dont aucun ne coïncide avec l’ensemble des com- 
munications principales du programme. Nous conservons pour le 
système des communications de base du programme X la notation X'+. 

L'ensemble K%x: des communications de base du programme X’ 
se forme à partir de l’ensemble tk: x Æius #ua} par élimination de 
deux communications opposées kg et ke dont l’une permet de 
minimiser (9.7). 

On choisit pour & et f n’importe quel couple d'indices à et j tels 


que 
Ô (k:,) — 6. 

Dans le cas dégénéré le programme de base peut évidemment 
rester le même pendant plusieurs itérations (8 = 0); une seule itéra- 
tion ne fait que changer le système des communications de base de 
ce programme. 

9.4. Voici un petit exemple numérique. Résoudre le problème 
de transport sur le réseau dont les conditions sont données par la 
figure 1.16. 
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Les communications du réseau ne sont pas marquées par les 
flèches, car les communications opposées k;; et k;; font ou ne font 
pas partie simultanément de l’ensemble X, c'est-à-dire À — XÆ’. 
Chaque communication est matérialisée par un cercle dont la partie 
gauche indique sa capacité et la partie droite, le coût de transport ; 
en outre, di; = djy, Ci = cji. Le problème compte deux points de 


Fig. 1.16 Fig. 1.17 


fabrication (p, et p2), deux points de consommation (p, et Ds) 
et deux points de transit (p: et p;). Les valeurs non nulles de la 
fonction gq (p;,) sont placées à côté des points respectifs. 

Adoptons comme programme initial le programme de base X 
représenté figure 1.17. Ce dessin ne représente que celles des commu- 
nications du réseau dans lesquelles les transports prévus sont non 
nuls. Les valeurs des transports sont marquées à côté des communica- 
tions correspondantes; leur direction est indiquée par des flèches. 
Les communications qui constituent le système K + sont représentées 
par un gros trait. 


Itération 1. Partons de l’étape 1 pour établir si X est 
un programme optimal ou non. 
Constituons la suite des ensembles P, en partant du point p;: 
Pi = {ps} Pa = {Pa Ps Ps} Ps = {pa}. 


Déterminons les valeurs des potentiels préalables : 

u (ps) = 0; u (p4) = u (ps) + cu = 1; u (pe) = u (ps) — cu2 = 0; 
u (ps) = u (pi) + cus = 25 U (Ps) = U (pi) + Cis = 3; 
u (p3) = u (ps) — Css = 0. 

Composons les différences des potentiels préalables pour les 
communications qui ne sont pas entrées dans le système X} et véri- 
fions si elles satisfont aux conditions (5.4). On a 

u (ps) —u (ps) — 0 << 'ci3 = 2, x (ky3) = 2, 

1 = — ces Lu (ps) —u (ps) = 1 = cs; z (ksx) = 0, 
— C32 LU (ps) —u (pe) — 0 < cs; z (k23) = 0, 

u (ps) —u (ps) = 3 > cs = 2; TZ (ke) = 0. 
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Les conditions (5.4) sont compromises pour les communications 
k13 et ks:. Il s'ensuit qu'il faut recourir à la deuxième étape. Choisis- 
sons la communication k,3 [associée à une plus grande valeur de la 
variable d'écart pour la condition compromise (5.4)] et commençons 
l'étape 2. On est alors dans le cas b), où l'itinéraire fermé y compor- 
tant les points p, et p: inclut la communication k3:1. 

Le système des ensembles P; est déjà construit à partir du point 
P1 et, de plus, dans le cas considéré, s — 3. . 

L'itinéraire / de p; à p3 comprend 
Pr ps —— P5 kiur Kusr Kss. 
# Selon les formules (5.7) et (5.8) 
tx — dix — ZT (ki) = 1, 
dns — dés — ZT (K4s) = 1, 


2 N/ 3 Ô53 — —2 (kss) = x (Kay) = 2, 
P2 — Ps 7 Ps a = Z (k13) = 2; 


6=— min {Or Oys O3 Ôs1} = 1 — O1 = Ôus- 

Le nouveau programme X” s'obtient 
à partir de À en augmentant de 1 les 
transports le long des communications de l'itinéraire fermé #. 
Les communications à éliminer de la base sont soit k,, et Æ,4, soit 
ki et k6,. Laissons dans le système Æ+: les communications reliant 
les points p, et p,. L'ensemble X +: se compose des communications 


marquées par un trait gros de la figure 1.18 qui correspond au pro- 
gramme X. 


Fig. 1.18 


Jtération 2 Etape 1. Déterminons les valeurs des 
potentiels préalables : 


u' (ps) = 0, u'(p:3) = 2, u'(p) =1, 
u’(p2) = 0, u’(p:) = 4, uw’ (ps) = 3. 


. Composons les différences des potentiels préalables pour les 
communications non incluses dans le système X+- et vérifions pour 
elles les conditions (5.4): : 


—2 = — C2 u” (p3) — u" (P2) = 2 = C2 z° (Æ23) = 0, 
—1 — — cs = u" (p;) —u (ps) = —1 <'czy = 1, x’ (kz4) = 0, 
—2 = — Ces LU (ps) —U" (ps) = 1 Lez = 2, Z'(k38) = 0, 


U" (ps) —Uu" (pp) =3> cs = 1, 2 (is) = dis = 2. 


Par conséquent, le programme X” est une solution du problème. 
5.9. A titre de conclusion voici la description d’une autre métho- 
de de résolution du problème T (q, d, c), adhérente à la méthode 
des potentiels, mais qui, à la différence de cette dernière, diminue 
le coût de transport à chaque itération, indépendamment des pro- 
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priétés du problème exploré. La procédure de calcul dont le principe 
est exposé dans ce qui suit peut se nommer naturellement méthode 
des itinéraires fermés. 

Soit X = zx (k:j), k:5 € K”, un programme quelconque du problè- 
me 7 (q, d, c) (pas nécessairement de base). Associons-lui l’ensemble 
Rx composé des communications k;; € K” telles que 


z (ki) < di. (5.10) 
Déterminons sur les communications du réseau (P, Rx) la fonc- 


tion Cx en posant 
C (k:;) Si Z (k;;) > 0, 
Cx (kr) = : . 
— C (k;:) Si TZ (k:;) < 0. 


Nous conviendrons de dire que l'itinéraire fermé orienté y du 
réseau (P, Rx) est négatif, nul ou positif, si la valeur cx (y) de son 
coût de transport au sens de la fonction Cr est respectivement négati- 
ve, nulle ou positive. La méthode consiste à améliorer successivement 
les programmes de transports. 

Chaque itération de la méthode des itinéraires fermés consiste 
à construire d’après le programme ZX disponible un réseau de trans- 
port (P, Rx) et à définir sur les communications de ce réseau la 
fonction Cx. 

La procédure permet d'obtenir un itinéraire fermé négatif du 
réseau (P, Rx) dont on se sert ensuite pour améliorer le programme 
X. L'absence d'’itinéraires fermés négatifs constitués de communica- 
tions du réseau (P, Rx) indique que le programme X est optimal. 

Passons à un exposé plus détaillé de la méthode des itinéraires 
fermés. Celle-ci repose sur le critère d'optimalité suivant: 

Si un réseau de transport (P, Rx) ne contient aucun itinéraire 
fermé négatif, le programme X est une solution du problème T (q, d, c). 

Enonçons la proposition auxiliaire suivante, nécessaire pour 
justifier ce critère d'optimalité. 


(5.11) 


Lemme. Une fonction non négative quelconque z (k;,;) définie 
sur les communications du réseau (S, R), non identiquement nulle 
et vérifiant les conditions 

z (Pi S) =2Zz(S, Pi), Pi € S, 


peut être représentée sous la forme 
t 


z(ki5) = à za (kij), (5.12) 


_ __f81 > 0 avec ki; € ya, 
za (Ki3) = { O0 dans les autres cas; 


Yà sont les itinéraires fermés orientés du réseau (S, R). 
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Nous laissons au lecteur la démonstration du lemme (cf. exerci- 
ce 16). 

En s’appuyant sur ce lemme, il est facile de s'assurer du bien- 
fondé du critère d'optimalité. En effet, supposons que le réseau 
(P, Rx) n'ait pas d’itinéraires négatifs, et soit X” =£ X un program- 
me quelconque du problème 7 (q, d, c). Associons en un ensemble R 
les communications k;; € K” telles que 


Z (ki5) T° (kij), 
et posons . 
Z (k:j) — [x (k:3) — TZ (k:5)], ki € R; S = P. 


Il est clair que la fonction z (k;;) vérifie les conditions du lemme; 
de plus, R&E Rx. 

En vertu de la convexité des fonctions @;; (x:;) qui constituent 
la fonction du coût de transport ®, 


D(X) —D(X)> D cx (ki) 2 (kuj). (5.13) 
R;jER 


En substituant ensuite à la fonction z (k;;) du second membre de 
(5.13) sa représentation (5.12) on obtient 
t 


D(X) —D(X) > À 063, 
= 1 


où c est la valeur du coût de transport de l'itinéraire fermé y; (dans 
le sens de la fonction Cx). 

Par condition, c, = 0 pour tout À (YA: se compose de communi- 
cations de l’ensemble Rx). Par conséquent, 


D (ZX) —® (4) 20, 


c'est-à-dire XÀ est un programme optimal du problème T (q, d, c). 
Pour mettre en évidence les itinéraires fermés négatifs du réseau 
(P, Rx) il est rationnel d'utiliser un certain analogue de la méthode 
de Bellman-Shimbell ($$ 2.3-2.5). 
En se donnant un e >> 0 suffisamment petit, introduisons dans 
la discussion la fonction Cx (e) dont les valeurs sont définies par la 


condition _ 
cx Gin #) = cx (ip) + € (5.14) 


Introduisons ensuite la matrice C,, (e) = || c{” (e) [x composée 


de valeurs du coût de transport des itinéraires généralisés m-opti- 
maux du réseau (P, Rx), sur les communications duquel est donnée 
la fonction Cx (e) (pour abréger l’écriture on n'indique pas que 
Cm (e) est fonction de X). 

Dans la mesure où il s’agit d’itinéraires généralisés, c'est-à-dire 
de suites de communications dont l'image géométrique est une ligne 
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brisée orientée qui, d'une manière générale, peut se couper elle- 
même, on peut affirmer (cf. $ 2.5) que malgré la négativité de cer- 
taines valeurs de la fonction Cx (£) la formule 


C7 (e) = min [cfn” (e) + ch? (E)] (5.15) 


a lieu quels que soient m et n. 
Il est aisé de remarquer que 
m — pÂm A AUL 
ci (e) = ci + e-afr, 
où cf) est la valeur du coût de transport d’un itinéraire généralisé 


m-optimal de p; à p; dans le sens de la fonction Cx:; 
af), le plus petit nombre possible de communications dont 


puisse être constitué un tel itinéraire. 
En utilisant la relation (5.15), construisons l’une après l’autre 
les matrices 


C; (e), C2 (e), Ci (e), 9 Con (e), .…. (5.16) 

Avant de s'attaquer à la composition de la matrice suivante 
C2h+1 (e), il convient de vérifier deux conditions: 

cn (e) + ce”) (e) > 0 pour tout i > j, (5.17) 


NL 
2 


k< loge ( ] , où W est le nombre de points du réseau. 


(5.18) 


Le passage à la matrice C2h+1 (e) ne s'effectue que lorsque ces 
deux conditions sont observées. 

Nous dirons que le processus de prolongement de la suite (5.16) 
s'achève par le cas 1 si la condition (5.17) est compromise et par le 
cas 2 si (5.17) est observée tandis que (5.18) n'a pas lieu. 

Examinons chaque cas séparément. 


Le cas 1 entraîne l'existence d’un couple d'indices 4, u tel 
que 


2 À (e)+ à 9 (e) < 0. (5.19) 


L'inégalité (5.19) traduit la présence dans le réseau (P, Rx} 
d'un itinéraire fermé négatif y; pour le mettre en évidence, il suffit 
d’avoir les matrices C; (e) et C* (e). Considérons le mode de construc- 
tion de y. Partant du point p;, composons la suite des points du 
réseau 


Pi: Pau Pa: .….. P3,: …. (5.20) 


en nous guidant sur la règle suivante : on pose que À, est la valeur 
de l'indice à qui assure 


min [ (e) + 2? (e)]. (5.21) 
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(5.21) et l'égalité (5.15) entraînent avec m = 1 et n — 2* que 
quels que soient rets(s > r), 


Cx (kan) Fox aa) Hess + 


oh ok 
+ex (aa) +e(s—r) + du (8) <okw (E). (5.22) 

La suite (5.20) s’interrompt en un certain point Pa, Si ce point 
y était déjà (À, = À, avec r << s) ou si Pa, = Puy. 


Dans le premier cas on prend comme itinéraire fermé y la suite 
de communications 


ka,2,, LE OUPS 7? ka,_n 


La négativité de l'itinéraire y se déduit de l'inégalité (5.22) avec 
r — LS: 

La deuxième possibilité conduit à l'itinéraire l;, de pa à p,; 
de plus, d’après (5.22), 


ex (lan) = 6x (ra) + ex (Hu). (5.23) 


Dans le deuxième cas il faut procéder à la construction de l’iti- 
néraire L,1 de p, à p: en se guidant sur les règles déjà décrites. Il 
en résultera soit la mise en évidence d’un itinéraire fermé négatif y, 
soit la constitution d’un itinéraire L,1 tel que 


k 
cx (lu) < (5.24) 


Dans ce dernier cas, on prend pour y l'itinéraire fermé constitue 
de /,, et L,1, dont la négativité découle de (5.19), (5.23) et (5.24). 


Le cas 2 indique l'absence d'’itinéraires fermés négatifs dans 
le réseau (P, Rx). En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi, 
c'est-à-dire qu'il existe un itinéraire fermé négatif y, composé de 
communications de l’ensemble Rx. L'itinéraire y, ne compte pas 
plus de N communications. Par conséquent, on peut le diviser en 


deux itinéraires /;; et l;;, dont chacun ne contient pas plus de NI 


9 
communications. Etant donné que où — MI . on a 


kR oR 
Crus) >c$ ); ex (>), 
ou 
(29 ç2À) . | 
ci +oi <Cx(lj)+cx(lji) = cx (vi) <0. 


L'inégalité obtenue contredit les conditions du cas 2 {les restric- 
tions (5.17) sont compromises]. Ainsi, l’hypothèse de l'existence 
d’un itinéraire négatif y, est incorrecte, ce qu’il fallait démontrer. 
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Supposons que la procédure de formation des matrices de la 
suite (5.16) se soit achevée par l'issue 1. Nous avons déjà vu qu'on 
peut alors dégager un itinéraire négatif y constitué de communica- 
tions de R+. 

Définissons le système de transport X’ = zx’ (k;;), k:; € K”, 
selon la formule 

z (k;5) + 0 avec k;; € y, 
Z' (k;5) = À x (ki) — 8 avec k;: E Y, (5.25) 
z (k;;) dans les autres cas. 


Ici 
6— min Ô(k:;), (5.26) 
R;jEY 
_ S dk) —z(k;;) si x (k;5) > 0, 
6) = À RM a L0 CAD 


X”" est évidemment un programme du problème T (q, d, c), 
et de plus, d’après (5.26) et (5.27), les valeurs zx (k;;) et zx’ (k;;) se 
situent sur le même segment de linéarité de la fonction ;; (x). 

Par conséquent, 


D (X') — D (X) = cy (y)-8. (5.28) 


Par condition, cx (y) << 0. L'itinéraire y se compose de commu- 
nications de l’ensemble Rx, c'est-à-dire 


d'(k;;) —z (k;5) >> 0 pour k;; € y, 


et le paramètre 6, qui est le minimum des nombres positifs à (k;,;), est 
positif. 
En recourant à l'égalité (5.28), on obtient 


D (X7) — D (X) < 0, 


ce qui signifie que le programme X” est plus économique que le 
programme X 

Supposons maintenant que la procédure de construction des 
matrices de la suite (5.16) ait conduit au cas 2. Puisque, comme nous 
l’avons montré, le réseau (P, R+) est privé dans ce cas d’itinéraires 
fermés négatifs d'après le critère d'optimalité, le programme X 
est une solution du problème T (q, d, c). 

Ainsi, à chaque itération de la méthode des itinéraires fermés, 
on établit que le programme disponible est optimal, ou bien l’on 
construit un programme plus économique. Le programme initial 
du problème peut s'obtenir en appliquant la méthode du flot maxi- 
mal ou toute autre méthode. 

Puisque l’on suppose que les valeurs des fonctions Q, C et D 
sont entières, les grandeurs 6 et cx (y) sont des entiers, et (5.28) 
amène 

D(X'") —D(X) << —1. 
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L'inégalité obtenue indique que la méthode est finie. Cette 
conclusion reste valable quand les valeurs des fonctions qui définis- 
sent le problème sont rationnelles. 


$ 6. Méthode hongroise 


6.1. L'objet de ce paragraphe est la description d’une méthode 
de résolution du problème T (q, d, c) qui est une extension de la 
méthode hongroise pour les problèmes T et T; ($S5et 6 du chapitre 14 
de [87]). Cette méthode consiste en approximations successives de la 
solution cherchée à l’aide des programmes optimaux des problèmes 
T (q, d, c) dont les fonctions q. de fabrication et de consommation 
satisfont à la condition 


< qe (ps) 9 (P1) pour p1 E P+, 
q (p1) < qe (pi) 0 pour p,E€ P., (6.1) 
qu (Pi) = q (pi) pour ps € Po. 


La procédure de la résolution du problème fait décroître progressi- 
vement la variable d'écart 


= D [g(p)—q(pl= D [ge(pi)—q(pl. (6.2) 
PE P+ P;E P= 


[L'égalité de la relation (6.2) se déduit de la dernière condition du 
système (6.1).] 

Après quelques itérations on obtient & = 0, ou bien l’on s'assure 
de l’impossibilité de poursuivre la diminution de la variable d'écart 
& >> 0. Dans le premier cas, le programme optimal du problème 
T (q, d, c) est une solution du problème T (q, d, c); dans le second, 
le problème étudié n’a pas de solution réalisable, les conditions 
de son système étant incompatibles. La méthode hongroise se fonde 
sur l’algorithme du flot maximal ($ 3) qui s "emploie pour réaliser 
la partie principale de chaque itération. L’exposé de la méthode 
suppose que le problème T7 (q, d, c) est écrit sous la forme (4.1)-(4.4). 

6.2. Voici la description d’une itération de la méthode hongroise. 
Les données disponibles avant le départ de l'itération sont les suivan- 
tes. 

Le jPrograrnme optimal X: — 2 (ki), h: ; € K”, du problème 
T (qu, d, c), où la fonction gq: (p;) satisfait à la condition (6.1). La 
fonction des potentiels VU, = u, (pi), p1 € P, du problème T (q,, d, c). 
Ces données sont soit obtenues à l'itération précédente, soit, dans 
le cas de la première itération, sont déterminées à l’étape préalable. 


£ 6] MÉTHODE HONGROISE 77 


Le programme optimal X, du problème 7 (q, d, c)et la fonction 
de ses potentiels u, (p;) sont liés par les conditions d'optimalité : 


Cij si O << 2 (kij) << dij, 
ED MED = TE Cat) eo: 
—Cji < Ur (pÿ) — We (pi) < ci3 pour æ (ki) = 0; (6.4) 
Ur (py) — We (pi) > ci pour 2% (ki;) = di, | 
Ur (p5) — We (pi) < — ch pour ze (kij) = — dj. 


k;, est ici une communication quelconque de l’ensemble Æ. 
Toutefois, comme il a été déjà noté, le système des conditions 
(6.3)-(6.5) pour tout k,, € À” est équivalent au système restreint qui 
consiste à choisir une seule communication de chacun des couples 
de communications opposées entrant dans X”. 
Associons en un ensemble X, les communications k;,; € K” telles 


que 
Ut (p;) — Ur (pr) = Cij- (6.6) 


:D'habitude on entend par X: l’extension de l’ensemble X; qui 
inclut un couple de communications opposées si l’une au moins des 
composantes de ce couple appartient à ÆX:. Soit de (k:5), kis € Ki, 
le résultat de l'extension de la fonction d (k,;), k;; € K:, à l'ensemble 
K}, c'est-à-dire 


(6.3) 


(6.5) 


d (ki) :Si kis € Ki, 


ki5) — 6.7 
de (Gi) 0 si ki € Ke, kj € Ki. (6-7) 

Les données initiales de l’itération (programme X;, et fonction 
des potentiels U,) engendrent un problème auxiliaire À;, qui consiste 
à déterminer un système de transport x (k;;), k:, € K', qui vérifie 
les contraintes 


0 Lx (pr, P) <q (pi) si p1 E P+, 
0>z(pr, P) > q (pi) si ner. | (6.8) 

z (ps, P) = q (pi) = 0 si p: € Po; 
— ZT (kss) = 2 (is) de (his), ki € Ki, (6.9) 
—Z(kj) = 2 (ki) = ze (ki), kiy € Ki, (6.10) 

et maximise la fonction 
z(P,, P)= 2 z(p, P). (6.11) 
P;E P+ 


Le problème auxiliaire À consiste ainsi à construire un système 
de transport dans les communications Æ:, qui 
a) ne dépasse pas les valeurs de leurs capacités : 
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b) assure avec le système de transports z, (k;;), k:, € K4, le plus 
grand volume possible d'exportation à partir des points de 
fabrication compte tenu des possibilités de ces points; 

c) ne dépasse pas la demande aux points de consommation et 

d) équilibre le trafic aux points de transit. _ 

Le problème À, se ramène par le procédé usuel au problème À}, 

de la recherche d’un flot maximal dont certaines composantes sont 
fixées d’avance. À cette fin on adjoint à l’ensemble P l'entrée po 
et la sortie px+1, ou on relie les points de fabrication p; à po par 
les communications koy, les points de consommation p; à pPn+: par 
les communications k; n+41. 


La fonction d, (k;:;) est étendue aux communications nouvelle- 
ment introduites à l’aide des égalités 


di (Koj) = q (;), P; € P+; de (ki, +1) = —Q (pi), ps € P_. (6.12) 

Le problème À, consiste à rechercher un flot maximal dans le 
réseau (P, K°') à l'entrée po et à la sortie pw+1, compatible avec 
la fonction d; (k:;) pour k;; € K; et coïncidant avec le flot X, des 
communications k;; 4 Ki. 

Ici 

P = {P, Po: PN+i} K = {K, ko ki, N+1}: 
- K°+ — {K , ko ki, N+1} 
Comme flot initial du problème À4;, on prend le système de 
transport X,, où 
_ zt (Ki3) pour k;, € K, 
L! (Æ:j) = {az (p;, P) pour ki; = koÿ: (6.13) 
— 2 (ps, P) pour kij = ki, n+1. 

Pour résoudre le problème À, dont le flot initial X . est connu, on 
peut appliquer l'algorithme du flot maximal exposé au $ 3 en 
y introduisant au préalable l’évidente modification suivante. A cha- 
que itération, le système des communications insaturées ne doit être 
formé que de communications de l'ensemble K,. De cette façon, le 
flot maximal dans le réseau (P, K°) se construit à l’aide de l’algo- 
rithme du $ 3. Etant donné que chaque communication ko; a une 


capacité bornée, le problème À, possède d’avance une solution et 
pour son exploration on ne peut appliquer que la partie principale 
de l'algorithme du $ 3. Après quelques itérations (dont le nombre 


n'est généralement pas grand), on obtient un flot maximal X? du 

problème À,. On obtient simultanément les ensembles P; et P: 
qui jouissent des propriétés suivantes : 

po € P4, Pn+: € Pi, P;, N Pi = 0, Pr N Pi = P; (6.14) 

rt (kiss) = di (ki) si pi € Pr, p;E Pr, ki; € Ki. (6.15) 
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Il est clair que le système de transport X? — x? (k;;), k:3 € K”, 
est une solution du problème auxiliaire 4;. Posons 


Xiti = À; Qira (pi) = 2* (ps, P), pi € P. 


D'après les conditions (6.8) du problème À4;, la fonction g:+1 (pi), 
Pi € P, satisfait aux conditions (6.1); d'autre part, 


en D tp, P)— D ze(ps, P)>0 
P{EP+ PE P+ 
puisque X:+, — X? est une solution du problème À4.. 

6.3. Si es41 — 0, alors X,;:, est un programme du problème 
(4.1)-(4.4). On le tire des relations (6.1) et (6.2), dans lesquelles t# 
est remplacé par t + 1. Le programme X,:, et la fonction des poten- 
tiels U, sont liés par les conditions (6.3)-(6.5). En effet, X,:, ne 
diffère de X, que dans les communications de l’ensemble X:. Il suffit 
donc de vérifier les conditions (6.3)-(6.5) pour 4;; € K4. La violation 
des conditions (6.3)-(6.5) pour un certain k;; € K, n’est possible 
que si 


Ti+1 (77) < 0. (6.16) 
Mais alors d, (k;;) > 0, c'est-à-dire k;, € K:, et par conséquent, 
y, (P5) — We (pi) = —cji. (6.17) 


Les relations (6.16)-(6.17) montrent que dans le cas considéré le 
passage de X, à X:+, n’enfreint pas les conditions (6.3)-(6.5). 

Ainsi, le programme X,+, satisfait aux conditions du critère d'op- 
timalité et constitue une solution du problème 7 (q, d, c). Nous 
appellerons cas 1 l'éventualité considérée ci-dessus. Supposons 
maintenant que €s+1 > 0. Alors, il faut passer à une nouvelle fonc- 
tion des potentiels UE) = uf), (pi), p:E P, en se guidant sur 
la formule 

(h) __ fu (pi) —h si p;,€ Pi, 
ut+1, (po) = { u, (pi) si pi € Pt. (6.18) 
P;.et P; désignent ici les ensembles obtenus à partir de P; et P: 
par élimination de l'entrée po et de la sortie pA respectivement 
[P+ et Pi s’obtiennent tout en recherchant la solution du problème 
A, et vérifient les conditions (6.14)-(6.15)]. Le nombre h > 0 est 
choisi le plus grand possible, mais tel que X,;,et ut, soient associés 
par les conditions d’optimalité (6.3)-(6.5). Cherchons les contraintes 
justifiant le choix du nombre h. A cet effet écrivons les relations 
évidentes 
uÿ1 (P5) — uY21 (pi) = 
Us (p;) — we (pi) soit si pr, p; € Pi, soit si p;, p; € P 
= À we (p;) — uw (pi) + k si p; € Pi, p; € Pi; 5649 
Us (p;) — ue (pi) —h si p: € Pr, p; € Pi. 
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Supposons qu'au début k;,€ K,, zx (k:5) > 0. D'après la 
relation (6.15), 


ces (= et) = {AGE UP EDR PI EEE (6.20) 
Par conséquent, pour 


O << ze4s (5) << di; 


les points p; et p; appartiennent ou n'appartiennent pas simulta- 
nément à l’ensemble P;, et (6.19) entraîne 


uÿ? (p;) — uv (pi) = uw (p;) — Ur (pi) = Cige 
Si Ze+s (k:y) — 0, d’après (6.20), les inclusions p, € P4, p, € P: 
entraînent l'égalité d;; — 0 bien que par hypothèse k,, € X, € K. 
Par suite *), ces inclusions ne peuvent avoir lieu, et d’après (6.19) 


us (p;) — ut (Pi) < Ciy- 
De façon analogue, pour zr+1 (kiÿ) = dis, 


Up (D) — Wr+s (pr) > Cuse 


Ainsi, pour un #;; choisi, les conditions (6.3)-(6.5) restent vraies 
pour tout k 0. Soit maintenant k;,@ K?, ærys (is) > O. Par 
hypothèse deux cas sont possibles 


Le (pj) — We (pi) € Ci; (6.21) 
Us (p3) — we (ps) >> cu. (6.22) 

L'inégalité (6.21) a lieu avec x (k;;) = Ze+s (ki) = 0; l’inégali- 
té (6.22) avec ze (kiss) = Tes (ki) = dij. Dans le cas (6.21), la 
violation des conditions (6.3)-(6.5) pour À > 0 n'est possible qu'avec 
pi € Pt, p; € Pi. De façon analogue, dans le cas (6.22), le danger 
d’une violation des conditions d'optimaliteé pour À > 0 n'apparaît 
qu'avec p; € Pi, p;, € P4. 

Associons en un ensemble S, celles des communications k;; € K 
qui n’entrent pas dans X; et qui vont du point p;, € P4 au point 
P; € Pi, de plus ze+41 (k:3) = 0, ou bien qui joignent le point p, € P: 
au point p; € P4, et dans ce cas z,+1 (k;;) — diy. La procédure ulté- 
rieure de résolution du problème varie suivant que S; comporte ou 
non au moins une communication. 

Nous dirons que nous sommes dans le cas 2 si l’ensemble S, est 
vide et dans le cas 3 pour une éventualité contraire. 

Dans le cas 2, le programme X::, est associé à la fonction des 
potentiels par les conditions d’optimalité quel que soit k > 0. 
Montrons que les conditions du cas 2 rendent impossible la résolution 
du problème concerné. 


at. °) L'ensemble K ne réunit que les communications k;; pour lesquelles 
(Kij) > 0 
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Introduisons le problème À du flot maximal dans le réseau (P, K) 


compatible avec la fonction d (k,,), ki € K' — {K, ko, Ki n+1}'; 
où d'habitude, 


: d (k;j) si k;;, € K”, 
dk) = A4 qOy  sik;; — kop P; € P+, 
— q (pi) si k;j — k;, vx p: E P.; 


P — {P, Po, PN+i}. 


Les problèmes À et À} coïncident si À: = K.. 
Considérons les ensembles P; — {P%, po} et Pi = {P%, px+:} 
qui satisfont aux conditions (6.14), , (6. 15). Montrons qu'ils engendrent 
une coupe minimale du réseau (P, K) et que pour le problème À 
le flot Xy11 = XŸ? est maximal. Etant donné que l’ensemble S, est 
vide, on a pour k;; #4 K4, Zit1 (ki) > 0, 
Ti+s Gi) = dij si pi € Pi, p; € Pi, 
Ti+s (hi) = O si p: € Pi, p; € Pi. 


Le système de conditions (6.14), (6.15) et (6.23) est une démons- 
tration du fait constaté. 


D'après l'énoncé du problème À, le programme X,+;, du problè- 
me 7 (441, d, c) est solution du problème qui consiste à maximiser 
la fonction (6.11) sous les conditions (6.8), et 


—2 (kj) = 2 (kis) < dj, ki; € K7. (6.24) 


Par conséquent, tout système de transport X vérifiant les condi- 
tions (6.8) et (6.24) satisfait à l'inégalité 


z(P4, P)<rH(P;, P}= À. q (Pi) — Ets 


(6.23) 


laquelle, compte tenu de la positivite de Et+1, peut se mettre sous la 
forme 


z(P;, P)< 2 g(pi). (6.25) 
P,EP 


Le problème T (q, d, c) n’a pas de programmes, puisque supposer 
le contraire contredit l'inégalité (6.25). 


Considérons le cas 3, où l’ensemble S, compte au moins une com- 
munication. Posons 


ko— min [ue (ps) — ur (pr) — ci, (6.26) 
h;jESs 
us (ps) = ufxl (pr), pi € P, (6.27) 


et passons à l'itération suivante en partant du programme X,:: 
et de la fonction des potentiels U:4:1. 


6—-0776 
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6.4. Reprenons brièvement la succession des opérations à l’inté- 
rieur d’une itération isolée de la méthode hongroise. 

La fonction des potentiels UÜ; et le programme X}; du problème 
T (q, d, c) liés par les conditions (6.3)-(6.5) engendrent un problème 
auxiliaire À. 

Le problème 4; se ramène au problème À, du flot maximal avec 
des valeurs fixées de ses composantes x (k,;) si k,, € K2, et il se résout 


à l’aide de l'algorithme du $ 3 en partant du flot initial X: qui 
correspond au programme X,. Les transports 2? (k;;) (pour k;; € K”) 


du flot maximal X? constituent une solution X? du problème 44 
qui est considérée comme X:+:1. De plus, 
Et Er: 

Si &+1 = O (cas 1), X:+: est la solution cherchée du problème. 

Si £&4+1 >> 0, le processus de résolution se poursuit. On forme 
l'ensemble des communications S,. S'il s'avère vide (cas 2), les 
conditions du problème 7 (q, d, c) sont contradictoires. 

Si par contre S, contient une ou plusieurs communications (cas 3), 
on construit d’après les formules (6.18), (6.26), (6.27) une nouvelle 
fonction des potentiels U,+41 et l’itération prend fin. Pour achever 
de justifier la méthode hongroise, il reste à montrer qu'elle est finie. 

Montrons avant tout qu'après quelques itérations, ou bien la 
valeur de la variable d'écart e::, > 0 diminue, ou bien l’on obtient 
le cas 2. 

Si p, et p; appartiennent à l’ensemble P; avec k;; € K?, alors, 
d’après (6.19), la communication 4;; € K4,1. Par conséquent, l’en- 
semble des points marqués P:,1 — {P4,1, p1} formé à la première 
étape de la résolution du problème 4,:, contient P;. En outre, cet 
ensemble inclut tous les points reliés à P; par les communications 
k;, contenues dans S+ et minimisant l'expression (6.26). En effet, 
pour chacune de ces communications x, 


Ut+: (Pu) — Us (Pa) = Cas 


= 0 si p EP’, p,EP”, 
Lt+1 (kan) din si Pau € P’, Pa € P", 
ce qui signifie que l’un des couples de communications opposées 
kius Æua eSt une communication insaturée de l’ensemble Æ°:, dont 
l'origine est un certain point de l’ensemble P:. 

Si l’itération considérée ne diminue pas la valeur de la variable 
d'écart, Xrys = Xrrr, Pr € Pi,1 = Pir1, et en outre P;+1 est plus 
étendu que P:. 

Ainsi, chacune des itérations qui ne diminue pas la valeur de la 
variable d’écart étend l’ensemble des points marqués. Par conséquent, 
si le cas 2 est impossible, la valeur de la variable d'écart diminue 
après V itérations au plus. 


et de plus, 
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Supposons que les valeurs des fonctions q (p1), ps € P, et d (ki), 
k:, € K, soient des nombres entiers. Dans ce cas, chaque diminution 
de la variable d'écart la réduit au moins d’une unité. Pour finir la 
procédure il ne faut pas plus de &, diminutions de la variable d'écart, 
où €o est la variable d'écart du programme initial X,. La diminution 
de la variable d'écart ou la mise en évidence de l’impossibilité de 
résoudre le problème imposant un nombre fini d'itérations font 
conclure que la méthode est finie. 

6.5. Pour pouvoir s'attaquer à la résolution du problème 
T (q, d, c) par la méthode hongroise, il faut construire au préalable 
un programme X, du problème 7 (qo, d, c) et une fonction des potentiels 
: uo (pi), p: € P associés par les conditions d’optimalité (6.3)-(6.5), 
où la fonction go (pi), Pi E P, satisfait aux restrictions (6.1). Le 
programme X, et la fonction des potentiels U, sont les données 
initiales pour la première itération; la procédure de leur formation 
constitue l'étape préparatoire de la méthode. Pour À, on adopte 
un programme nul. L'étape préparatoire consiste à former la fonction 
des potentiels U, associée à X, = 0 par les conditions d’optimalité 
(6.3)-(6.5). La fonction U, est recherchée par une méthode de récur- 
rence. 

Choisissons un point arbitraire du réseau (P, X), par exemple p;, 


et posons 
Uo (px) = 0. 


Supposons que les valeurs de la fonction cherchée U, soient. 
trouvées pour tous les points p, des ensembles PC P,€...cP,, 
où Ps = {p1}. Considérons un point quelconque p, 6 P, relié au 
moins à un point de l’ensemble P, à l’aide de communications de 
l’ensemble X” et posons Ps41 = {P,, p,}. Introduisons les ensem- 
bles de points e,,, e;, en nous guidant par la règle: 


Px ( Eus si P3 EP, ki u € K”, 
Pa € Es Si Pa € Ps, kan € KA”. 


Le choix de la valeur w, (p,) de la fonction des potentiels U, 
est limité par les conditions 


— Ciu < Uo (P y) — Uo (Pa) < Cha si Pi € Eus ; (6.28) 
— Cru < Uo (Py) << Cr Si Pa € Es. (6.29) 


Le système d’inégalités (6.28)-(6.29) peut être résolu; l’une de 
ses solutions est us (p,) — 0. En effet, avec s = 0 la proposition 
énoncée est évidente. 

Supposons qu'elle soit vraie pour P,, P,, ..., P,_1, les valeurs 
de la fonction w, (p) pour p € P,_, ayant été déjà trouvées et vérifiant 
les conditions (6.28)-(6.29) où s est remplacé par # — 0, 1, 2, ... 

.., S —1. 
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Pour prouver que (6.28)-(6.29) a une solution il suffit de montrer 


que 
— Cu < —Uo (pa) < Cua Si Pa € Eus (6.30) 


Choisissons le numéro s (À) << s tel que 


Pr P star Pa € Psu)+1 = {Ps pt} 


(6.30) se déduit alors des conditions (6.29), où s est remplacé par 
t — s (À) et dont l’observation se déduit de l'hypothèse de récurrence. 
La compatibilité du système d'inégalités (6.28)-(6.29) est ainsi 
démontrée. 
Posons 
us (pu) = min fmin [cur+uo(pa)l, min Cu} 
Us Es (6.31) 
3 (pa) = max {max [— cd uo(pa)l, max (—ew)}. [7 
A£tus A£tls 


Le système d'’inégalités (6.28)-(6.29) est équivalent aux contrain- 


tes 
u, (pu) < Uo (pu) < UP). (6.32) 


La valeur us (p,) est posée égale soit à u, (p,), soit à u;(p,), 
la préférence allant généralement à celle de ces deux valeurs qui 
répond au plus grand nombre de conditions (6.28)-(6.29) transformées 
en égalités par le uo (p,) choisi. Après avoir défini us (pu), on 
poursuit le processus de construction de la fonction U, en partant 
de Ps+1 = {P:,,p,}. Comme le réseau (P, K) est supposé connexe, 
les potentiels wo (p;) sont calculés pour tous les points p,€ P en 
N — 1 étapes. 

Les contraintes (6.28), respectées à chacune des étapes du stade 
préparatoire, conduisent au système d'inégalités 


— Cyr < Uo (Pa) — Uo (Pyu) K Crau Si Fan € À”, (6.33) 


qui représente les conditions d’optimalité du programme X4 — 0. 

Le programme Xo — 0 et la fonction des potentiels U, ainsi 
construite sont adoptés comme données initiales de la première 
itération. La variable d'écart: eo du programme ZX, est égale à la 
productivité totale de tous les points de fabrication du problème. 

6.6. Pour une meilleure maîtrise de la méthode hongroise, 
résolvons à l’aide de cette méthode le problème exploré au $ 5.4 


(cf. fig. 1.16). 


Stade préparatoire. Posons uo (p;) = 0. Le potentiel 
du point p; relié à p, par les communications du réseau satisfait 
aux contraintes: 

| Lo (P3) | < 2 (k13; ki k36, kes, kao, k2s, Kags Rss); 


| Uo (p3) | < 1 (Asus kis), 
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où sont notées entre parenthèses les communications qui ont engendré 
l'inégalité correspondante. Dans j° cas considéré, uf (ps) = 1, 


u, (ps) = —1. On pose uo (p:) = 
On détermine de façon analogue Tes autres valeurs de la fonction 


U 
Uo (p2) = —1, üo (ps) =" À, Uo (Pe) = 2, uç (pi) = 0. 


Le réseau de transport (P, K:), complété par l’entrée po, la 
sortie p; et les communications ko, ko, Ksr, kgs, est représenté figure 


Ê Ps A 


Fig. 1.19 


1.19; près de chaque point du réseau on a porté la valeur correspon- 
dante de la fonction Us. 


Itération 1. Les données initiales de l’itération 1 sont 
le programme X, — 0 et la fonction des potentiels U,. L'itération 
commence par la résolution du problème 4, de recherche du flot 
maximal dans le réseau (P, X:) représenté figure (1.19). Ce problème 
nécessite deux étapes de l’algorithme du flot maximal. A la première 
étape, deux unités de produit sont acheminées de p2 à pe par Pa. 
La seconde étape établit la valeur maximale du flot obtenu; en 
outre P, = {p:1}. Le programme X, ne diffère du zéro que sur deux 


communications : 
Zi (ko) = Ti (k4e) = 2. 


La variable d'écart €, du programme obtenu X, se calcule suivant 


la formule 
Ey = Q (ps) + 9 (P2) — Ti (Ps P) — zi (pa P) = 4% 0. 


L'itération doit être poursuivie puisque le cas 1 n’a pas lieu. 
Le point p, est l’origine de deux communications k:3 et k1, n’appar- 
tenant pas à À, qui se terminent en des points de l’ensemble P° 
et sont prévues pour un transport nul. Entre les points P, et ps 
il n'y a pas de transports égaux aux capacités des communications 
respectives. Donc, So = {ki3, K1,}. Par conséquent nous sommes 
dans le cas 3, et de plus, 


h = min {ca — (ua — w)], [eus — (us — u;)]} = min 1, 1}=1. 


La nouvelle fonction des potentiels w; (p;) ne diffère de uo (p:) 
qu'en Ps: Us (Ps) — Uo (ps) —h = —1. 
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Itération 2. Le réseau de transport (P, K;) aux entrée 
po et sortie p7 est représenté figure 1.20. L'ensemble Æ, est obtenu 
à partir de X, par adjonction des communications k,3 et k,,. L'’algo- 
rithme du flot maximal du problème À, se compose de trois étapes. 
A la première, deux unités de produit sont dirigées de p; à p, par p4. 


Fig. 1.20 


A la deuxième, une unité de produit est acheminée de p;1 à ps par Pa. 
La troisième fixe le fait que le programme X: dont les transports 
sont indiqués figure 1.20 près de la notation des communications 
respectives, est solution du problème À4,. On construit en même 
temps l'ensemble P; = {p;, p3}. Etant donné que 


£Eo —= 1 > 0, 
on poursuit l’itération. Construisons l’ensemble S, = {k3,, kz)} 


et définissons 
h = cys — [us (ps) — wi (p3)] = 2. 


On a 
. p 
ue) = [D SL pi É 1° | 
u, (ps) — 2 si p: E P4. 


Itération 3. Le nouveau réseau de transport (P, K2) est 
représenté figure 1.21. L'ensemble X, se forme à partir de X;, par 


Fig. 1.21 


élimination des communications Aus, Kos, Kkus et adjonction de la 
communication #35. La valeur de transport suivant la communication 
ki, € K?, égale à 3, reste fixe au cours de toute l’itération (la commu- 
nication X14, est tracée en pointillé). Le problème À: (et, par consé- 
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quent, A2) se résout en deux étapes de l'algorithme du flot maximal. 
A la première, une unité de produit est transportée de pi à ps Par Ps. 


A Ja seconde, on constate l’optimalité du flot X°, dont les compo- 
santes sont indiquées à côté des communications correspondantes 
de l’ensemble KÆ; et de la communication k,, sur la fig. 1.21. Comme 
la variable d'écart e&; du programme X; —X* est nulle, l’itération 3 
s'achève par le cas 1; X; est la solution recherchée du problème. 

On sait (cf. $ 7.3 du chapitre 14 de [87]) que la méthode hongroise 
est à la base de plusieurs algorithmes de résolution des formulations 
matricielles des problèmes de transport. Les algorithmes de la métho- 
de hongroise diffèrent seulement à l’étape de résolution du problème 
auxiliaire. On peut en dire de même de la méthode exposée dans le 
présent paragraphe. Les différents schémas de calcul de la méthode 
hongroise de résolution des problèmes de transport énoncés en termes 
de réseau sont liés aux modifications possibles de l'algorithme du 
flot maximal passées en revue au $ 3.6. On peut obtenir notamment 
de là tous les algorithmes connus de résolution des problèmes T7 
et 7 fondés sur la méthode hongroise. 


Exercices 


1. Montrer qu'un réseau de transport arbitraire se partage d’une façon 
et d'une seule en un nombre fini de sous-réseaux connexes maximaux. 

2. Montrer que si dans l’algorithme de Minty ($ 2.2) on marque toutes 
les communications associées à la valeur minimale de la somme À, + Can tout 
itinéraire optimal issu du point p1 est alors composé de communications mar- 
quées. 

3. Etablir sur la base de l'algorithme de Minty une méthode de construction 
d'un itinéraire orienté entre les points fixés d’un réseau. 

&. Etablir un algorithme pour définir tous les itinéraires orientés à extré- 
mités fixées. 

5. Montrer l’équivalence des égalités (2.7) et (2.10). 

6. Prouver le bien-fondé du procédé de construction des itinéraires opti- 
maux d'après la matrice C*, exposé au $ 2.4. 

‘7. Montrer que si toutes les valeurs de la fonction D sont des nombres 
rationnels, l'algorithme du flot maximal est fini. 

8. Enoncer le problème du flot maximal en termes de programmation 
linéaire, construire le problème dual et montrer qu’il est équivalent au problème 
de la recherche de la coupe minimale. 

9. Montrer que la modification de l'algorithme du $ 3, exposée au $ 3.6, 
conduit à chaque itération à la construction d’un itinéraire de p1 à px à degré 
d’insaturation maximal. 

10. Soient À et B les ensembles des indices des points de fabrication et 
de consommation d’un problème quelconque du type T,. Montrer que pour 
rendre possible la solution du problème T,, il faut et A suffit que toute partition 
des ensembles À et B en 4”, A” et B', B” vérifie l’inégalité 


D D dy> D a Ÿ b1. 
i£ À’ jEB iEA" jEB” 


Indication: se servir du théorème 3.1. 
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11. Appliquer les remarques qui précèdent l’énoncé du théorème 4.1, 


prouver le bien-fondé de cette proposition. Déduire le théorème 4.2 du théorè- 
me 4.1. 


42. Montrer que la définition du programme de base donnée au $ 4.4 est 
équivalente à la définition du programme de base du problème (4.5)-(4.7) con- 


@ 2 sidéré comme un problème de programma- 
pe 14. Donner l'énoncé du problème du 
17. Trouver à l’aide de la méthode de 


tion linéaire à contraintes bilatérales. 
| flot maximal dans un réseau à plusieurs 


13. Appliquer le théorème 4.3 pour 
6| | dD entrées et sorties; composer son algorithme 
de DER AT r r i résultats 
CE (12 (5) @ QD de la Programmation linéaire que le nombre 
de programmes de base du problème T (a, 
Eh) 


obtenir une modification finie de l’algorith- 
me du flot maximal, la fonction D étant 
16. Démontrer le lemme énoncé au 


quelconque. 
Fig. 4.22 $ 5.5. 


Minty ($ 2.2) les itinéraires optimaux du 
point p1 aux autres points du réseau représenté figure 1.22 (les valeurs du 
coût de transport c (k;;) des communications du réseau sont portées à droite 
dans les cercles qui marquent les communications). 

18. Appliquer la méthode de Bellman-Shimbell pour construire la matrice 
du coût de transport des itinéraires optimaux du réseau de l'exercice précédent. 

19. Les valeurs des capacités d (k;;) des communications du réseau repré- 
senté figure 1.22 sont placées à gauche dans les cercles correspondants. Construi- 
re le flot maximal du point p1 au point P de ce réseau. 

20. Soit T (q, d, c) le problème ke transport sur le réseau de la figure 1.22 
défini par les fonctions D et C dont les valeurs sont indiquées dans les cercles 
et par la fonction Q@ donnée par les conditions 


qg (pi) = 0, ti — 2, 4, 9, 6, 8; 
q (ps) = —Q (ps) = 2; q (pr) = —9 (ps) = 5. 
Résoudre le problème T (q, d, c) en appliquant la méthode des potentiels 


21. Résoudre le problème T (q, d,c) par la méthode des itinéraires fer 
més ($ 5.5). 


22. Résoudre le problème T (q, d,c) par la méthode hongroise. 


Chapitre 2 


PROGRAMMATION LINÉAIRE ET THÉORIE 
DES JEUX 


La programmation linéaire et la théorie des jeux sont nées des 
besoins pratiques en modèles et méthodes de planification économi- 
que et militaire. Les premières années, ces deux disciplines ont 
évolué indépendamment l'une de l’autre suivant des orientations 
propres à chacune d'elles. En 1951, G. B. Dantzig [34] établit une 
liaison remarquable entre la programmation linéaire et la théorie 
des jeux. L'’entrelacement et l’interpénétration de ces disciplines 
mathématiques se sont avérés utiles pour chacune d'elles. 

‘Ce qui nous intéresse dans le présent chapitre, ce n’est pas tant 
la théorie des jeux que la possibilité d'appliquer ses méthodes à la 
programmation linéaire. Pour cette raison, l'exposé des principes 
de la théorie des jeux au $ 1 présente un caractère descriptif, et l’on 
n’attribue pas à la définition des notions fondamentales plus d'atten- 
tion qu’il n’en est nécessaire pour saisir le sens de l'application des 
méthodes de solution des jeux au calcul des programmes optimaux 
des problèmes de programmation linéaire. 

Le $ 2 montre de quelle façon on peut faire correspondre à chaque 
jeu matriciel un problème de programmation linéaire et, inversement, 
comment on peut construire un jeu équivalent à un problème 
donné de programmation linéaire. 

Le $ 3 est consacré à l’exposé de certaines méthodes de résolution 
des jeux et des modifications possibles qui accélèrent leur conver- 
gence. 

Le $ 4 considère les méthodes itératives de résolution des problè- 
mes de programmation linéaire. En outre, on y compare les méthodes 
finies et itératives et l’on donne les raisons qui font pencher en faveur 
de procédés combinatoires, permettant d'utiliser les mérites de l’une 
et de l’autre des méthodes de programmation linéaire. 


$ 1. Généralités sur la théorie des jeux 


1.1. L'objet de la théorie des jeux est l’étude des situations de 
conflit. Dans les situations de conflit, les intérêts des adversaires 
ne coïncident pas et parfois même sont opposés. De plus, chacun des 
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participants peut exercer une certaine influence sur la marche des 
événements, mais n’est pas capable de s’en rendre complètement 
maitre. 

Les modèles les plus simples de situations de conflit sont les 
jeux de société et de sport : cartes, échecs, dominos. La ressemblance 
extérieure des principes de comportement des participants aux jeux 
de société et aux opérations militaires, aux rencontres sportives 
et à la compétition économique justifie le nom de jeux donné aux 
modèles formalisés de situations de conflit et celui de théorie des 
jeux, aux méthodes mathématiques de leur discussion. 

Les jeux sont conduits selon des règles déterminées. A l'issue 
d’un jeu, chaque participant obtient un certain gain (une perte, 
dans la terminologie de la théorie des jeux, est un gain exprimé 
en valeurs négatives). Les jeux diffèrent par le nombre de partici- 
pants. Nous considérerons les jeux à deux personnes. Un jeu dans 
lequel les intérêts des joueurs sont directement opposés est appelé 
jeu à somme nulle. (Le gain d’un des joueurs est égal à la perte de 
l’autre.) Nous nous limiterons à l'exemple des jeux à somme nulle, 
bien qu'ils soient loin d’épuiser la classe des situations de conflit 
qui ont été étudiées. 

Nous ne définirons pas ici d’une façon rigoureuse les notions de 
partie, coup et autres termes dont l’idée intuitive, liée aux jeux de 
société ou de sport, suffit pour la description générale du jeu. Les 
termes nécessaires pour l'exposé, mais qui ne sont pas essentiels à la 
compréhension des principes exposés dans ce chapitre, seront définis 
qualitativement sans entrer dans les détails. Le lecteur désireux de 
se familiariser encore plus avec les notions fondamentales de la 
théorie des jeux peut se reporter, par exemple, aux ouvrages très 
détaillés [48] et [50]. 

Certains jeux sont liés au hasard (donne des cartes, coup au but 
malgré les erreurs de tir, etc.). Pour formaliser les modèles 
de tels jeux, on introduit en plus des coups personnels des coups 
aléatoires. À chaque coup aléatoire, on attribue une distribution de 
probabilités des résultats possibles. 

L'un des facteurs décisifs qui déterminent le comportement des 
joueurs est l'information dont disposent l’une et l’autre parties sur 
sa position et celle de l'adversaire, ainsi que sur le comportement 
passé des participants. Les échecs sont un jeu avec information comple- 
te. L’échiquier se trouve devant les adversaires, et un joueur attentif, 
avec une bonne mémoire, sait tout de la position dans laquelle il 
faut prendre une décision. Les dominos sont au contraire un jeu 
avec information incomplète. Le résultat d’un coup aléatoire — choix 
des pièces par le partenaire et par les adversaires — n’est pas connu 
du joueur. 

Il est commode de représenter graphiquement les règles du jeu, 
la succession des coups personnels et aléatoires, l'information 
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à chaque coup et les résultats sous la forme de ce que l’on appelle 
une arborescence. Cette écriture détaillée du jeu s'appelle forme déve- 
loppée de jeu. La forme développée de jeu permet d'observer la 
dynamique du jeu et d'étudier sa structure et ses particularités. 
Cependant, l'abondance des classes de jeux développés rend malaisée 
l'édification d’une théorie unique d'exploration et de la résolution 
des jeux. Même les jeux les plus simples, sous forme développée 
imposent une écriture très compliquée et une discussion laborieuse. 

L'introduction d’une des notions les plus importantes de la 
théorie des jeux — la notion de stratégie — permet de ramener les 
jeux développés les plus variés à une forme type unique, dite forme 
normale de jeu. 

On appelle stratégie d’un jeu un système de règles qui déterminent 
univoquement le comportement d’un joueur à chaque coup en fonc- 
tion de la situation définie par la marche du jeu. Le joueur ayant 
choisi une stratégie peut ne pas participer au jeu. Une personne neutre 
peut conduire le jeu suivant les instructions qu'il a données. Chacune 
des stratégies déterminées que peut choisir un joueur est appelée 
stratégie pure de ce joueur. Les stratégies pures n’épuisent pas toutes 
les possibilités des joueurs. Comme nous le verrons plus loin, il 
y a des situations dans lesquelles il est plus avantageux de choisir 
non une stratégie pure, mais la fréquence à laquelle il convient 
d'utiliser telle ou telle stratégie pure. 

En se servant de la notion de stratégie, on peut considérer n’im- 
porte quel jeu de la façon suivante. Chaque joueur dispose d’un 
coup qui consiste à faire le choix d’une stratégie parmi celles qui 
appartiennent à un certain ensemble. Avec cela le joueur prend sa 
décision sans disposer d'aucune information sur le choix de l'autre 
joueur. 

La réduction d’un jeu développé à la forme normale est générale- 
ment un problème de très grande taille. 

Lorsque le jeu est à deux personnes, sa forme normale est dite 
rectangulaire. Un jeu rectangulaire à nombre fini de stratégies pures 
se nomme matriciel. 

Dans ce qui suit nous ne considérerons que les jeux matriciels 
à somme nulle. 

1.2. Supposons que le premier joueur dispose de m stratégies 
et le deuxième, de r stratégies. On admet de plus que si le premier 
joueur choisit la i-ème stratégie, et le deuxième la j-ième, le gain 
du premier (et donc la perte du second) est a,;. La matrice || a&;; [lu n 
s'appelle matrice de paiement ou matrice de gain. Constatons que lors 
de la formalisation de situations de conflit réelles, la composition 
d'une matrice de paiement est une tâche complexe. Les principes 
qui définissent l'établissement d’une matrice de paiement sesituent, 
d'une façon générale, en dehors de la théorie des jeux et relèvent 
de l'application concrète à laquelle est lié l'énoncé du problème. 
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La tâche de la théorie des jeux consiste à élaborer des principes 
qui déterminent le comportement des joueurs dans chaque situation 
de conflit concrète. 

Il y a des jeux dans lesquels chacun des participants peut choisir 
une stratégie pure, comportement lui assurant un certain gain 
indépendamment de la conduite de l'adversaire et tel que les gains 
assurés des joueurs ne diffèrent que par le signe. Supposons que la 
stratégie correspondante du premier joueur ait le numéro à, et celle 
du deuxième le numéro jÿ:. Le gain du premier joueur est alors a; ;,, 
et celui du deuxième — a; ;. Si le premier joueur choisit la stratégie 
io alors que le deuxième refuse la stratégie jo, le gain du premier 
ne peut qu’augmenter. En choisissant la stratégie jo, le deuxième 
joueur empêche le premier de gagner plus que à; ;.. 

Ainsi, 

Gi, Lai, Ldij à = 1,2, ..., m; j —=1, 2, ..., nr, (1.1) 


c'est-à-dire que le choix de la stratégie is assure au premier joueur 
au moins un gain à;,;, et que l’utilisation de la stratégie jo par le 
deuxième joueur lui assure que le premier joueur ne recevra pas plus 
que &i,j.. 

On dit que dans de tels jeux les stratégies pures sont optimales. 
Un couple de nombres (io, jo) qui correspond à des stratégies opti- 
males des joueurs s’appelle point-selle de la matrice de paiement, 
et le nombre a;,;,, valeur du jeu. [Le terme «point-selle » s'explique 
par l'interprétation géométrique des inégalités (1.1).] La matrice 
des gains peut avoir plusieurs points-selles qui tous déterminent 
toujours une valeur unique du jeu (cf. exercice 1). 

Ainsi, ur jeu a une solution en stratégies pures si l’on peut dégager 
dans la matrice de paiement un élément a; ;, qui vérifie les relations 
(1.1) pour tous i et jÿ, c’est-à-dire si la matrice de paiement a un point- 
selle. Dans les jeux avec point-selle, chacun des joueurs peut s’assurer 
dans chaque partie, indépendamment du comportement de l’adver- 
saire, une situation dite d'équilibre, c’est-à-dire une situation qu'il 
est naturel de considérer comme résultant d’un comportement intelli- 
gent des adversaires. 

On a démontré que les échecs (ainsi que tous les jeux à information 
complète) se rapportent à la classe de jeux considérée, c’est-à-dire 
ont une solution en stratégies pures. Certes, la résolution de cette 
question de principe est encore fort loin de l'élaboration de recom- 
mandations concrètes garantissant l'obtention de la valeur du jeu. 
Toutefois il est très important, lors de l'étude du jeu, de savoir 
déterminer d’après son arborescence s’il admet des stratégies pures 
optimales. C'est qu’en effet les jeux sont loin de posséder tous cette 
propriété. - 

Un très grand nombre de situations de conflit rendent impossible 
l’existence de stratégies pures des joueurs susceptibles d'amener 
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un point d'équilibre indépendamment du comportement des adver- 
saires. 

La théorie permet cependant d’élaborer un comportement tel que 
le joueur qui l’observe dans chaque partie puisse s'assurer en moyenne 
(pour un grand nombre de parties) un point d'équilibre indépen- 
damment du comportement de son adversaire. Si au cours de la réitéra- 
tion suivie des parties l’un des adversaires ne se tient pas aux règles 
de choix optimal des stratégies, le gain moyen de l’autre peut s’ac- 
croître. Mais chacun des joueurs peut toujours s’en tenir à des règles 
de choix des stratégies qui, daàs le cas d’un grand nombre de parties, 
ne permettront pas à l'adversaire de dépasser un’certain gain moyen. 

Dans les jeux à information incomplète perd généralement son 
sens toute discussion sur une détermination du comportement le plus 
raisonnable des joueurs dans chaque partie. En règle générale, il est 
également impossible d'assurer un état d'équilibre indépendamment 
du comportement de l'adversaire si l’on applique dans les parties 
successives une suite déterminée de stratégies pures. Après un certain 
nombre de parties, l’adversaire apprendra les principes de notre 
comportement et en profitera pour choisir sa propre stratégie. La 
dissimulation du choix de notre comportement sera le mieux garantie 
dans le cas où pour choisir une stratégie dans chaque partie nous 
utiliserons un certain mécanisme aléatoire. 

Ces considérations intuitives ramènent la question du choix 
du comportement optimal au choix des caractéristiques statistiques 
des mécanismes aléatoires qu'il faut adopter pour décider de la stra- 
tégie dans chaque partie. Autrement dit, le choix d'une stratégie 
optimale se ramène à celui de la fréquence à laquelle il faut recourir 
dans le jeu à chaque stratégie pure. 

Le vecteur Ù = (u;, u», ..., um) dont chaque composante 
indique la fréquence (probabilité) relative à laquelle la stratégie 
pure correspondante est utilisée dans le jeu s'appelle stratégie mixte 


du premier joueur. La collection de nombres W = (w,, wW:, . . ., w,) 
est la stratégie mixte du second joueur. Il est évident que 
u: >0,i=1,2,...,m;w;2>0,j—=1,2,...,n; 
m n 
D ul > w;=1. 
in J=i 


Une stratégie pure peut être définie comme une stratégie mixte 
dont toutes les composantes sont nulles sauf une. 

Dans ce qui suit, les stratégies pures des deux adversaires s’écri- 
vent sous la forme des vecteurs unitaires a 


= " EE 
€}; — (O, e. + 0, 4, 0, ee + 0) et €] + (0, e + 7 0, 1, 0, e. + es. 0) 


i j 
respectivement. 
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La stratégie optimale d’un joueur est celle qui lui assure le plus 
grand gain moyen possible. On suppose que le jeu développé se 
-fait sans ruse ni espionnage. Toute modification de l'information 
conduit à un nouveau jeu, pour lequel le comportement optimal sera 
autre. 

Si le premier joueur choisit la i-ème stratégie pure avec une pro- 
babilité u;, et le deuxième sa j-ième stratégie pure avec la probabilité 
w;, le gain moyen du premier joueur est égal à 

ñn m 
M{(U, W)= 2 à aux; =UAW, 
J=1 i= 
où À — ||a;;[lm.n est la matrice des gains (matrice de paiement 
du jeu). 

Le gain du deuxième joueur est donc respectivement — {. La fonc- 
tion M (U, W) s'appelle fonction de paiement. 

L'extension logique de la notion de solution d’un jeu au cas de 
stratégies mixtes conduit à la définition suivante. Nous dirons qu’un 
jeu a une solution en stratégies mixtes s’il existe des stratégies U* 
et W®* et un nombre v tels que les stratégies mixtes U et W quelcon- 
ques vérifient les relations 


M (0, W*) <v<M(U*, W). (1.2) 
Posant U = U* et W— W*, on obtient 
vu — M (U*, W#). (1.3) 


Le nombre v s'appelle valeur du jeu. 

On voit sans peine que pour démontrer l'existence d’une solution 
du jeu, il suffit de justifier les inégalités (1.2) pour toutes les straté- 
gies pures e, et ej. 

En effet, si (1.2) se vérifie seulement pour les stratégies pures, 
on a pour U et W quelconques 

n 


M (U*, W)= Ÿ w,M(U*,e;j)>v D w;=v, 
j=1 j—=1 


— 
— 


Le 


et de façon analogue, 
M (U, W*) < v. 


La notion de point-selle concerne également le cas de stratégies 
mixtes. On dit qu’un jeu a un point-selle (U*, W*) si la fonction 
de paiement M (U, W) vérifie les inégalités (1.2). Les propositions 
« le jeu a une solution » et « le jeu possède un point-selle » sont 
synonymes. 

La théorie des jeux se sert souvent des notions de « maximin » 
et de « minimax ». Ces notions peuvent être appliquées aussi bien 
à l’ensemble de stratégies pures du jeu qu’à l’ensemble de stratégies 
mixtes. Introduisons-les d’abord pour l’ensemble de stratégies 
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pures. On a 
minmax||a;;||—= min[maxa;;], 
: i 


maxmin | &y||=max{mina:;;|. 
î ) 


La définition de ces notions permet de montrer facilement que 
maxmin || a;; [| < minmax ||a;; ||. 


Cette inégalité se transforme en égalité si et seulement si le jeu 
possède un point-selle en stratégies pures (exercice 2). 

Dans un jeu où le choix de chacun des joueurs est limité à des 
stratégies pures, le gain assuré du premier joueur (qui ignore, naturel- 
lement, le choix de l’adversaire) est égal à maxmin || a;; ||. Le deuxiè- 
me joueur, tout en ignorant le choix de l'adversaire, peut l'empêcher 
de gagner plus de minmax Il ai |l- 

Ainsi, le gain du premier joueur, en fonction des stratégies pures 
adoptées par les deux joueurs, est compris, dans les conditions consi- 
dérées, entre maxmin || Gi Il et minmax || &;; ||. 

Si par contre le premier joueur obtient une,information sur les 
intentions de l'adversaire, son gain assuré devient minmax || &;; ||. 
Cela signifie que la différence 


o — minmax ||a;; || — maxmin ||a,;|| 


est l'accroissement du gain assuré du premier joueur dû à l’informa- 
tion sur le choix de l’adversaire. Pour le premier joueur, cette infor- 
mation ne présente un avantage que si le prix à payer pour elle 
n'excède pas la valeur ©. Dans un jeu à stratégies pures avec point- 
selle, une information sur le choix de l’adversaire ne change pas le 
gain assuré d'un joueur. 

Supposons maintenant que le choix des joueurs ne soit pas limité. 
à des stratégies pures. Définissons les notions de «maximin » et de: 
« minimax » sur un ensemble de stratégies mixtes. Par définition 


m ñn 

minmax M=—min [max > > ajuw;l, 
w} U; i=!1 j=1 
e n 


maxmin M—=max{min Ÿ, > auw;] 
u; w; i=1 J={ 


avec 
u1>0, i=1,2,...,m, wi>0, j—1,2,....n; 
ñn 


ui—=1; D = 1, 
i=1 j=1 
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La définition de maxmin M et de minmax M permet facilement 
de démontrer l'inégalité 


maxmin M < minmax M, (1.4) 


qui se transforme en égalité si et seulement si le jeu possède un point- 
selle (U*, W#) (exercice 3). 

Maximin est la valeur assurée du gain moyen du premier joueur 
lorsqu'il ignore quelle stratégie mixte a choisie son adversaire. Mini- 
maz est le gain moyen assuré du premier joueur informé sur la straté- 
gie mixte du deuxième joueur. L'’inégalité (1.4) témoigne ainsi de 
ce qu’une information sur le choix de l’adversaire n’est pas inutile. 
Cependant, à la différence du cas où le choix se limitait à des straté- 
gies pures, l’avantage assuré du joueur informé sur la stratégie mixte 
de l'adversaire se trouve être illusoire. Le théorème fondamental 
de la théorie des jeux affirme que tout jeu matriciel à deux personnes 
à somme nulle a toujours un point-selle en stratégies mixtes. Autre- 
ment dit, il existe toujours un nombre v et des vecteurs U* et W* 
tels que 


M (U, W*) vu = M (U*, W®) = minmax M (U, W) — 
WU 
— maxmin M (U, W << M (U*, W. 
U W 


La procédure de calcul des stratégies optimales U* et W* et de 
la valeur du jeu v s'appelle recherche de la solution du jeu ou simple- 
ment solution du jeu. 


$ 2. Relation entre jeux matriciels 
et programmation linéaire 


2.1. Le présent paragraphe montre comment construire un couple 
de problèmes duals de programmation linéaire dont les solutions 
déterminent les stratégies optimales d’un jeu matriciel donné. 
Les paramètres des problèmes de programmation linéaire qui cor- 
respondent au jeu matriciel donné sont choisis ci-dessous au cours 
de la démonstration du théorème fondamental de la théorie des jeux. 
La construction d’un jeu matriciel d’après un problème donné de 
programmation linéaire est décrite au $ 2.2. Les paramètres du jeu 
sont déterminés au cours de la démonstration du théorème 2.2. 

Le $ 2.3 fait l'inventaire des propriétés des stratégies optimales 
d’un jeu matriciel qui découlent des résultats théoriques fondamentaux 
_de la programmation linéaire. 


Théorème 2.1. (Théorème fondamental de 
la théorie des jeux). Chaque jeu matriciel à somme nulle 
a une solution en stratégies mixtes, ce qui signifie qu'il existe des 
stratégies U* et W®* respectivement du premier et du deuxième 
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joueur telles que 
M (OU, W*)<v= M (U*, W*)< M (U*, W). 


Démonstration. Soit la matrice du jeu égale à [] a;; {|n. à. 
On peut toujours considérer tous les éléments a;; comme positifs. 
En effet, supposons que l’élément minimal de la matrice soit a 0. 
Augmentons tous les éléments de la matrice de paiement d’une quan- 
tité a >> —a. La fonction du gain correspondant à la matrice ainsi 
obtenue 


M (U, W)= > 2 (ai, +a) uw = 
1= 1 J= 


m n 
=M(U,W)+a », D» uw;=M(U, Wj+a. 
i=1 j=1 
La fonction M diffère de M d'une valeur constante. Aussi un 
point-selle de l’un des jeux est-il également point-selle de l’autre. 
On dit de tels jeux qu'ils sont à équivalence stratégique. 
Considérons maintenant un couple de problèmes duals à matrice 
des conditions coïncidant avec la matrice de paiement À — 
= |[[a;;ilm.n du jeu (a;;>0), à vecteur des contraintes B — 


— (1,..., 1)7 et à vecteur des coefficients de la forme linéaire 
C=(4,... 1): 
n 
(C, X) — max, (2.1) 
AX << B, (2.2) 
X >0 (2.3) 
et 
(Y, B) — min, (2.4) 
YA >C, (2.5) 
Y > 0. (2.6) 


Tous les éléments de la matrice À sont positifs. L'ensemble con- 
vexe des conditions du problème (2.1)-(2.3) est donc borné. Le polyè- 
dre (2.2)-(2.3) n’est pas vide (le vecteur X = 0 est un programme du 
problème). Par conséquent, le problème (2.1)-(2.3) a une solution 
réalisable. D'après le premier théorème de dualité (cf. [87], théorème 
2.1, chapitre 6), le problème dual (2.4)-(2.6) a également une solution 


et 
(C, X*) = (F®, B), 


où X* et Y* sont les solutions des problèmes respectifs. 
71-0776 
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Avec les vecteurs C et B que nous avons choisis, la dernière égali- 
té signifie que 


= y 
ZA Xj —= À Yi. 
j=i ini 
La condition (2.5) entraîne 
Y* Æ 0. 
Par conséquent, 
ñn m 
+ + __ 1 
(C, X*)=(Y*, B)=— » = Dyi=—>0. (2.7) 
2=1 ii 
Posons 
U* = vY*, 
W® = vX*. 


En vertu.de (2.7), (2.3) et (2.6), 


D'autre part, puisque X* et ŸY * sont des programmes du couple 
de problèmes duals considéré, il vient 


AW* < vB, (2.8) 
U*A >> vCT. (2.9) 
Multiplions à gauche les deux membres de l'inégalité (2.8) par 
un vecteur arbitraire ÜU > 0 de dimension m tel que 
(U, B)= Du =1. 
i=1 


On obtient 
UAW®*<v. 


Multiplions à droite les deux membres de l'inégalité (2.9) par un 
vecteur arbitraire W => 0 tel que 
ñn 
(C, W)= D wWj = 1. 
j=1 


On obtient 
U*AW > v. 
La comparaison des inégalités ainsi obtenues conduit à la rela- 
tion | 
UAW#*<v< U*AW, 
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ce qui signifie que U* et W* sont les stratégies optimales, et v la 
valeur du jeu à matrice de paiement À, ce qu'il fallait démontrer. 

Au cours de la démonstration du théorème fondamental de la 
théorie des jeux, on fait correspondre au jeu matriciel à matrice de 
paiement À = || a;; || (&;; > 0) le couple suivant de problèmes duals 
de programmation linéaire : 


n 
ÿr Tj —> Max, 
j=1 


k à dit; LA, i=1,2,...,m; (2.10) 
| z32>0, j—=1,2,...,n, 
et 
D Yi —> Min, 
| (2.11) 


m 
à ay: > À, j—=1,2,...,n; 


yi >0, i— 1, 2, ce.) 7e 


Les composantes uf et w? des stratégies optimales du jeu sont 
associées aux composantes y? et x° des programmes optimaux des 
problèmes duals de programmation linéaire par les formules 


T° y? 


_ w} — ñ , ui — m . 
z? D vt 
j=1 i=1 
La valeur du jeu 
… 1 … 4 
= 

Da Du 
z=1 ini 


Il est parfois plus commode de remplacer le couple de problèmes 
duals considéré par un autre couple de problèmes duals de programma- 
tion linéaire équivalent au jeu à matrice À (cf. exercice 18): 


v— min, 


AW,< v, i=1,2,...,m, (2.12) 


D wy=1, w> 0, 
j=1 
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et 


v, j=1,2,...,n, (2.13) 


Constatons que pour ramener un jeu matriciel à un couple de 
problèmes duals (2.10)-(2.11) il faut que les éléments a;; de la matri- 
ce À du jeu soient positifs. 

Par contre, la réduction du jeu au couple de problèmes duals 
(2.12), (2.13) n'impose aucune contrainte aux éléments de la matrice 
A. Toutefois, chacun des problèmes (2.12), (2.13) compte une variable 
& ge contrainte de plus que les problèmes correspondants (2.10), 

2.11). 

2.2. Au cours de la démonstration du théorème fondamental 
de la théorie des jeux, on établit les paramètres du couple dual de 
problèmes de programmation linéaire dont la solution définit les 
stratégies optimales et la valeur optimale du jeu initial. On peut 
procéder également de façon inverse, en faisant correspondre à 
chaque couple de problèmes de programmation linéaire un jeu matri- 
ciel dont la valeur et les stratégies optimales permettent de calculer 
les, programmes optimaux de problèmes duals (bien entendu, ces 
programmes existent). Il convient de souligner ici que tandis que les 
jeux matriciels ont toujours des stratégies optimales, les problèmes 
de programmation linéaire peuvent ne pas avoir de solution. 

La correspondance entre les solutions d’un couple de problèmes 
duals et la solution d'un jeu est établie par le théorème 2.2 donné 
dans ce qui suit. 

Soit À la matrice des conditions, B le vecteur des contraintes 
et C le vecteur des coefficients de la forme linéaire du problème de 
programmation linéaire. 

Appelons les deux problèmes duals problèmes I et II et mettons- 
les sous la forme 


CX — max, 
AX< B, pl 
X >0 ; 

et 


YB — min, 
YA >C, IT. 
Y > 0. 
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Composons le jeu à matrice de paiement 


0 A —B 
I—|—AT  O cr |. (2.14) 
BT —C O0 


La matrice IT est antisymétrique (le jeu correspondant est dit 
symétrique). I] est facile de s'assurer que la valeur v d’un jeu symé- 
trique est nulle. En effet, soit U* la stratégie optimale du premier 
joueur. En adoptant la même stratégie, le deuxième joueur rend nul 
le gain du premier joueur. Par conséquent, la valeur du jeu v < 0. 
Soit maintenant, la stratégie optimale W* du deuxième joueur. En 
appliquant la même stratégie le premier joueur s'assure un gain nul. 
Par conséquent, v > 0. Ces deux appréciations de la valeur du jeu 
entraînent l'égalité v = 0. 

Dans un jeu symétrique, les deux adversaires disposent des mêmes 
ensembles de stratégies. Il est facile de vérifier que les stratégies 
optimales pour le premier joueur le sont également pour son adver- 
saire. 

Un jeu symétrique justifie la proposition suivante. 

Lemme 2.1. Pour que la stratégie U* soit stratégie optimale 
d'un jeu symétrique (c'est-à-dire pour qu’elle représente des stratégies 
optimales pour les deux joueurs), il faut et il suffit que toutes les 
stratégies W donnent lieu à l'inégalité 

M (U*, W) 20, 
ou, ce qui revient au même, U*IIW © O0, où IT est la matrice de paie- 
ment du jeu symétrique. 


Démonstration. Soient U* et W®* les stratégies optima- 
les du premier et du deuxième joueur respectivement. Alors, 
M (U*, W) 2 M (U, W*) 
pour toutes les stratégies U et W. Notamment 
M(U*, M > M(W®, W#) = 0. 


Supposons inversement que M (U*, W) > 0 pour toutes les 
stratégies W. Le jeu étant symétrique, M (U, U*) < 0 pour toutes 
les stratégies U. D'où 


M (U*, W Z M (U*, U*) =0 > M (U, U*) 
pour toutes les stratégies U et W. Cela signifie que la stratégie U* 


est optimale pour chacun des joueurs. 
Le lemme est ainsi démontré. 


Corollaire. Pour que la stratégie U* soit stratégie optimale 
d'un jeu symétrique, il faut et il suffit que U* IT > 0. 
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Dans un jeu symétrique à matrice des gains (2.14), le nombre de 
stratégies pures de chaque joueur «est m + nr + 1. 

Le théorème suivant établit une condition nécessaire et suffi- 
sante d’existence des solutions du couple de problèmes duals I et II 
énoncés en termes de jeu symétrique à matrice de paiement (2.14). 
Lorsque cette condition est remplie, on montre l’équivalence des 
problèmes [I et II et du jeu à matrice (2.14). 

Théorème 2.2. Un couple de problèmes duals à matrice des 
conditions À et aux vecteurs B et C (définissant les deuxièmes membres 
des contraintes et les formes linéaires) a une solution si et seulement si le 
jeu à matrice de paiement (2.14) admet une stratégie optimale U* — 


= (ui, ..., Untn, Un+tn+1) lelle que unin,, >> 0. Par ailleurs, 
u* 
yi = u* - , i— 1,2, 7m; 
mHn+1 . 
u ° 
a = "+ , j=1,2, nn 
min+ 1 
Démonstration. 1. Soit les problèmes I et II aux pro- 
grammes optimaux X* — (x*, ..., z%)T et Y* — (y*, ..., ym) 


respectifs. Construisons le vecteur de dimension (nr + m <+ 1) 


Us= 2 (Y*, XT, 1), 


a 


où 
m ñn 
œ—1 + 2 + 2 x? > 0. 
= * = 
On voit aisément que . 
U*II > OC. 
En effet, 
| 0 A —B 
UeI=(Y*, X°7,1)| —AT O0  cr|=- 
B —C 0 


=(—X*TAT4BT, Y*A—C, —Y*B+X®TCT). (245) 
En vertu des conditions du problème I 
— X*T AT + BT >0. 
En vertu des conditions du problème II 
Y*A —C>0. 
D'après le premier théorème de dualité, 
— Y#B + X*TCT = 0. 
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Par conséquent, 
U*II > 0. 


Ainsi les programmes optimaux du couple de problèmes duals 
déterminent une stratégie U* qui assure l'observation de l'inégalité 
U*II > 0. D'après le corollaire du lemme 2.1, cela signifie que le 
vecteur U* définit une stratégie optimale du jeu qui satisfait aux 


conditions du théorème (unins1 = À > 0). 


2. Inversement, supposons maintenant que le vecteur U* = 

= (u;, ..., u *myn+1) soit stratégie optimale d'un jeu symétrique 
à matrice des gains II et de plus, uñnin+1 > Q. Construisons les 
vecteurs X* et Y * de composantes 


e # u? e 
ÿi=——, i=1,2,...,m; 
mAin-+1 
Un 
D = — j—=1,2, se... 
Mint 1 
D'après le corollaire du lemme 2.1, 


U*II > 0. 


En utilisant ensuite la relation (2.15), on aboutit aux trois 
inégalités vectorielles : 


— AX*+B>0, (2.16) 
Y*A —C>0 (2.17) 
—Y*B +CX*>0. _ (2.18) 


(2.16) et (2.17) amènent que les vecteurs X* > 0 et Y* > 0 sont 
les programmes des problèmes duals I et II. En vertu du lemme 1.1 
du chapitre 6 de [87], on a, 


— Y*B + CXS <O0 (2.19) 


pour tout couple X* et Ÿ * de programmes quelconques de problè- 
mes duals de programmation linéaire. 
Les inégalités (2.18) et (2.19) entraînent l'égalité 


CX* = Y#B. 


En raison du lemme 1.2 du chapitre 6 de [87], les vecteurs X* 
et Y * sont des programmes optimaux des problèmes I et II. Le théo- 
rème est donc démontré. 

Ainsi, la résolution d’un couple de problèmes duals de program- 
mation linéaire est ramenée au calcul des stratégies optimales d’un 
jeu symétrique équivalent, ayant une matrice de paiement d'ordre 


m+n+i ; 
/ 
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Dans le cas où la matrice des conditions À a tous ses éléments 
non négatifs et ne comporte pas de colonnes nulles, et où toutes les 
composantes des vecteurs B et C sont positives, on peut construire 
un jeu équivalent dont la matrice de paiement a nr lignes et m co- 
lonnes. 

(Remarquons que les problèmes de programmation linéaire pour 
lesquels sont remplies les conditions indiquées sont toujours réso- 
lubles.) 

La matrice de paiement du jeu équivalent est 


. A — Î ij Il, 
ou 
De TE 


Si U* = (u, ..., un) est la stratégie optimale du premier 
joueur, W* = (wf, ...,wr) la stratégie optimale! du deuxième 
joueur et v > 0 la valeur du jeu, alors les collections de nombres 


G=1,2,....m;j =1,2,...n) 


sont les solutions respectives du problème primal (I) et de son 
dual (11). Nous laissons au lecteur le soin de démontrer cette propo- 
sition (cf. exercices 4, 9). 

Dans la deuxième représentation des problèmes de programma- 
tion linéaire sous forme de jeu équivalent les dimensions de la matri- 
ce de paiement sont plus petites que dans la première représentation. 
Dans une série de cas, il est pourtant plus commode d'utiliser la 
première représentation, car pour certaines méthodes de calcul il 
est plus avantageux de disposer d’un jeu sous forme symétrique. 

2.3. A titre de conclusion à ce paragraphe, nous allons indiquer 
quelques propriétés des stratégies optimales d’un jeu matriciel. 
Partant des considérations théoriques de programmation linéaire 
exposées dans les chapitres 5 et 6 de [871], le lecteur pourra démontrer 
lui-même les propositions énoncées ci-dessous. 

Voici d’abord quelques définitions. Une stratégie pure ex — 
— (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) du premier joueur est dite essentielle 
s’il existe une stratégie mixte optimale U* = (u*, ..., um) telle 
que sa k-ième composante u? soit positive. Dans le cas contraire, la 
stratégie e, est inessentielle. Les stratégies essentielles et inessentiel- 
les du deuxième joueur se définissent de façon analogue. 


Une sous-matrice À de la matrice de paiement À est dite essen- 
tielle si elle se compose de ceux et seulement de ceux des éléments 
a;; de la matrice À pour lesquels les stratégies pures e; et e; sont 
essentielles. 
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Voici les propriétés des stratégies optimales d’un jeu matriciel. 

1°. Une stratégie pure e; d’un joueur est essentielle si et seule- 
ment si elle permet d'obtenir la valeur du jeu quelle que soit la 
stratégie optimale de l’adversaire. En d’autres termes, la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'une stratégie pure e, du premier 
joueur soit essentielle est que l'égalité 


ex AW* =0v 


soit vérifiée par toutes les stratégies optimales W* du deuxième 
joueur. Si la stratégie e; n’est pas essentielle, il existe toujours une 
stratégie optimale W* du deuxième joueur qui justifie l'inégalité 
stricte 

er A W* Tv. 


La proposition ainsi énoncée est un analogue en théorie des jeux 
du deuxième théorème de dualité (théorème 2.2 du chapitre 6 de 
[87]), qui affirme que dans chaque couple de conditions duales de 
problèmes duals résolubles, l’une des conditions est lâche et l’autre 
serrée. | 

2°. Dans tout jeu matriciel, l’ensemble des stratégies optimales 
est un polyèdre convexe. 


3°. Pour tout jeu matriciel, la différence entre les nombres m 
et z de stratégies pures essentielles du premier et du deuxième joueur 


est égale à la différence entre les dimensions p, et p, des polyèdres 
des stratégies optimales des deux adversaires: 


m —n — Qu — Pr: 


On en déduit que le nombre de stratégies essentielles des adver- 
saires n’est le même qu’en cas d'égalité des dimensions des polyèdres 
respectifs des stratégies optimales. 

4°. Pour chaque jeu matriciel il existe une sous-matrice carrée 
régulière || Gin | de la matrice de paiement qui génère les systèmes 
d'équations 


À Gi Ti, = UV À=1,2,...,1; 
{ 
D zx; =1, (2.20) 
u=1 À 


D u,=1. (2.21) 
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Les solutions Tj,, Yi, des systèmes (2.20) et (2.21) déterminent 
les composantes des stratégies. optimales w? u? des joueurs : 
uw? — Ti, Pour j = ju 
J . . 
0 pou j #j,, 
u { Yi, pour i = à, 


Ui — Q e 
O0 pou ii), 


u = 1,2, ...,t; 


La proposition 4° est un corollaire du théorème sur l’existence 
d'une solution de base: du problème de programmation linéaire (cf. le 
théorème 4.2 du chapitre 5 de [87]), appliqué à la représentation d’un 
jeu sous la forme d’un couple de problèmes duals (2.12), (2.13). 

En modifiant légèrement l'énoncé de cette dernière proposition, 
on obtient le théorème de Shapley-Snow définissant les stratégies 
optimales d’un jeu (82]. 

Le théorème de Shapley-Snow établit l’ordre suivant de calcul 
des stratégies optimales. 

1. Choisir une sous-matrice carrée régulière quelconque || di; [le 


de la matrice À du jeu et calculer à partir des systèmes (2.20), (2.21) 
les valeurs de Lys Yi, et D. 


2. Vérifier si es conditions 


z,, 2 0, y, > 0, H; À = 1, 2, ss d; 


t 
> di; Tj LV, i— 1,2, M: 


2 di,iÿi, ZV, j—=1, 2, on 


sont respectées. 

Si toutes les conditions considérées sont satisfaites, la collection 
-des composantes js Via définit une stratégie optimale et le nombre 
v, la valeur du jeu. Si non, il faut passer à une autre sous-matrice. 
Le théorème de Shapley-Snow ramène ainsi la résolution du jeu à 
matrice de paiement À à la révision non ordonnée des systèmes de 
m + 1 vecteurs des conditions du problème (2.12) ou de nr + 1 
vecteurs des conditions du problème (2.13) (c'est-à-dire des sous- 
matrices carrées de la matrice du jeu). Pour un jeu au nombre tant 
soit peu important de stratégies pures, la méthode de résolution 
résultant du théorème de Shapley-Snow n'est pas efficace. 
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$ 3. Méthodes de résolution des jeux 


3.1. La méthode de calcul des stratégies optimales fondée sur le 
théorème de Shapley-Snow est une méthode finie qui assure l’obten- 
tion d’une solution exacte du jeu en un nombre fini d'opérations. 
Pourtant comme nous l'avons vu, elle n’est valable pratiquement 
que pour les jeux à très petit nombre de stratégies. [l semble que 
les méthodes les plus efficaces de calcul des valeurs exactes des com- 
posantes des stratégies optimales soient les méthodes finies de pro- 
egrammation linéaire. Pour résoudre le jeu à matrice de paiement posi- 
tive À = [a;jilm.n (il est toujours possible de se ramener à ce 
cas), il suffit, comme on l’a montré au paragraphe précédent, de 
résoudre le problème de programmation linéaire qui consiste à mini- 
miser la forme linéaire 


sous les conditions 
m 
Day >, j=1,2,...,n; 
{mi 


yZ>0,i=1,2,..., m. 
Les composantes ui de la stratégie optimale du premier joueur 
sont déterminées à l'aide des composantes yi de la solution du pro- 
blème de programmation linéaire d'après la formule 


,_ 


Ui — 


» i—=1,2,...,m. 
y? _ 
i=i 
Les composantes w de la stratégie optimale du deuxième joueur 
se calculent à partir des composantes x? de la solution du problème 
dual selon les formules analogues 


uw? — 


Ainsi, les méthodes de programmation linéaire peuvent être 
utilisées pour la résolution des jeux sans mise au point particulière. 

À la différence de la méthode de Shapley-Snow, qui conduit à 
une révision non ordonnée des sous-matrices carrées régulières de 
la matrice du jeu, les méthodes finies de programmation linéaire 
interviennent dans la solution du jeu par une révision ordonnée et 
économique de ces sous-matrices. 

Remarquons que pour résoudre un jeu à l’aide des méthodes finies 
de programmation linéaire, il n'est pas toujours avantageux de rame- 
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ner la matrice de paiement à une matrice positive équivalente. Tous 
les raisonnements effectués plus haut pour les jeux à matrice de 
paiement positive peuvent être repris, par exemple, pour les jeux 
à matrice non négative dont chaque colonne compte au moins un 
élément positif (on assure en outre que v >> 0). Même si parmi les 
éléments des matrices il y a des nombres négatifs, les matrices de 
paiement à grand nombre de zéros ne doivent pas être ramenées à 
des matrices positives. La résolution des problèmes correspondants 
de programmation linéaire ne peut que devenir plus complexe. Il est 
rationnel, dans de tels cas, de ramener le jeu au couple de problè- 
mes duals (2.12), (2.13). 


Tableau 2.1 
, Nité 
N | Cx B, Co et ce e3 Ak 6  |rations 


<— 
4 
Î 
— | 2 
+ | 3 
TA 
— | 1 Aa | 5/12 1 1/12] —2/3 37/12 | | 5/37 
2 1 A1 | 1/4 1/4 1/4 1 2 
— | 3 1 A2 | 1/6 —1/6 | 1/3 —1/6 — 


4 | — | — | 542]. 1/12] 1/3 |-122 — 
ne nn 


1/37| —8/37 
8/37 | —3/37 


7/37 


— | 1 A3 | 5/37| 12/37 
2/37 


4 | — | — | 20/37 | 11/37 4/37| 5/37 | 
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Tableau 2.2 


N 4 | A! Ao A3 A4 Ag AG 
1 | 1 2 

{ 1 4 

3 | 2 3 | 

4 


—1 


1 | 4° [1] —_3/4 1/4 
2 | a’ [41/12] [41/37 | 1/12 1/3 


3 |A’ 4/37 9/37 


© 

C> 
| 

[ES 


A titre d'exemple, résolvons à l’aide du deuxième algorithme de la méthode 
du simplexe le jeu à matrice de paiement 


1 2 3 
4 O 1 


2 3 0 


Le problème correspondant de programmation linéaire se présente sous 
la forme 


L(X)= rm +z2t+zs — max, 
Zy + 2x2 + 3rs < 1, 
4x1 + + zs<1, 
271 + 372 < 1, 
zu Z>0,z2 > 0, z3 > 0. 
L'ordre de résolution du problème est donné dans les tableaux principal 2.1 


et auxiliaire 2.2. La solution s'obtient en trois itérations. Le programme optimal 
du primal s'écrit | à 


8 7 5 
E— | ———— — 
À ( 37° 37° 37 } ° 
La solution de son dual (estimation des conditions du problème initial) 
est donnée par le vecteur 
11 4 5 | 


(5 7 27 
La valeur optimale de la forme linéaire 
20 
L(X*)=—. 
On en tire les stratégies optimales 
U® © (0,55; 0,20; 0,25); W% © (0,40; 0,35; 0,25). 
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La valeur du jeu est 


1 
PT Lx) En 1,85. 


3.2. Nous allons examiner ci-dessous les méthodes de résolution 
des jeux nées de tentatives directes de calcul des stratégies optimales. 
Ce sont des méthodes itératives qui n’assurent qu’une résolution 
approchée des jeux (avec une approximation quelconque donnée 
d'avance). Les erreurs dont s'accompagne le calcul des éléments 
d’une matrice de paiement dans les problèmes pratiques justifient 
l'application de méthodes approchées. 

Considérons la méthode itérative de résolution des jeux proposée 
par G. W. Brown [8] et justifiée par J. Robinson [66]. Cette méthode, 
très simple mais insuffisamment efficace, porte le nom de méthode 
du « jeu fictif ». 

Supposons qu’un jeu à matrice À = ||a;;llh.n se répète de 
multiples fois et que les joueurs, en retenant les stratégies adoptées 
par chaque adversaire dans chaque partie, évaluent les gains ainsi 
obtenus et perfectionnent peu à peu leur maîtrise. Ce perfectionne- 
ment peut s'effectuer de la manière suivante d’une partie à l’autre. 

Dans la première partie, le premier joueur, n'ayant pas d’expé- 
rience ni de connaissances, choisit une stratégie pure quelconque. 
Soit i; son numéro. Nous considérerons cette stratégie pure comme 
une stratégie mixte U() à composante non nulle unique. Le deuxième 
joueur, sachant le choix de l'adversaire, choisit la meilleure stra- 
tégie possible par rapport à UU). Autrement dit, le deuxième joueur 
adopte la stratégie pure de numéro j, associée au plus petit élément 
&i,3, de la ligne i, de la matrice de paiement A. Appelons cette stra- 


tégie W(1). Sur ce, le premier joueur, ayant oublié les raisons qui 
incitèrent son adversaire à choisir la stratégie W(t), choisit la stra- 
tégie pure i2, la meilleure par rapport à j, de l'adversaire. Le deu- 
xième joueur, en prenant sa décision, sait que son adversaire a choisi 
dans une partie la stratégie pure à, et dans l’autre la stratégie pure 
is. 11 suppose que son adversaire s’en tient à la stratégie mixte UC) 
composée de stratégies pures à et é2, chacune avec la probabilité 1/2. 
Sous cette hypothèse, le deuxième joueur doit adopter la stratégie 
pure j2 telle qu’elle rend minimale sa perte moyenne. En choisissant 
une stratégie pure dans la partie suivante, le premier joueur part de 
considérations analogues. La stratégie pure i; qu'il a choisie doit 
être la meilleure par rapport à la stratégie mixte W() composée de 
stratégies pures j, et j», chacune avec la probabilité 1/2. La stratégie 
ja choisie après cela par le deuxième joueur doit lui assurer la perte 
moyenne minimale pour la stratégie mixte de l’adversaire, compre- 
nant les stratégies pures ü, i2, is avec la probabilité 1/3 chacune. 
Le perfectionnement successif des stratégies se poursuit aussi long- 
temps que l’on veut. En dénombrant après chaque partie les fré- 
quences d'apparition des stratégies pures de l'adversaire au cours 
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de tout le jeu, chacun des joueurs les prend pour les probabilités 
avec lesquelles les stratégies pures rentrent dans les stratégies mixtes 
de l'adversaire et choisit une stratégie pure suivante la meilleure 
par rapport à la stratégie mixte donnée de l’autre joueur. 

Le schéma simple « d’information par habitude » ainsi décrit 
peut être formalisé de la façon suivante. 

Supposons qu'après la s-ième partie le premier joueur ait décou- 
vert que son adversaire a choisi s; fois la j-ième stratégie pure (j — 
= 1, 2, ..., n). Pour cette raison, il adopte l'hypothèse que son 

S1 Se Sn 


adversaire s’en tient à la stratégie mixte WU) — (° RE 


Ceci étant admis, le premier joueur choisit dans la (s + 1)-ième 
partie la stratégie pure ei,,, AUi donne le gain moyen maximal par 
rapport à W®. Le numéro i,., de la stratégie pure choisie est le 
numéro de la composante maximale du vecteur À W). 

D'une manière analogue, le deuxième joueur, après t parties, 
Suppose que la stratégie mixte de l’adversaire ait la forme U® — 


t ? 
Stratégie dans les parties précédentes. Dans la (4 + 1)-ième partie, 
le deuxième joueur opte pour la stratégie pure ej,+, Qui lui assure 
la perte moyenne minimale. Le numéro j,:, de cette stratégie pure 
est le même que celui de la composante minimale du vecteur U()4. 
Il vient 


t . x , ue os 
= (® ... æ), où £, est la fréquence d'apparition de la i-ème 


Ut+10 — 0 + — (3.1) 


= Eis41? 
Wit+10 — ess ei (3.2) 


où à +1 est le numéro de la composante maximale du vecteur 4 W): 
je+s, le numéro de la composante minimale du vecteur U(4. 
Dans la description du jeu fictif, nous avons supposé que les 

deux joueurs fissent leur choix à tour de rôle. Dans la littérature 
sur la théorie des jeux, on considère le plus souvent la procédure 
itérative dans laquelle les stratégies des deux joueurs sont détermi- 
nées en même temps. Dans cette procédure, les deux joueurs font 
leur premier choix simultanément et, recevant l'information sur la 
décision de l'adversaire, adoptent simultanément dans chaque partie 
consécutive la stratégie pure la plus avantageuse par rapport à la 
stratégie mixte élaborée jusqu “alors par l'adversaire. 

L'expérience accumulée jusqu'à présent dans la résolution des 
jeux montre que la première procédure (avec choix séquentiel des 
stratégies) converge beaucoup plus vite que la deuxième (avec choix 
simultané des stratégies). 

J. Robinson [66] a démontré que dans la méthode du jeu fictif 
le gain, après un grand nombre de parties, se stabilise et tend vers 
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la valeur du jeu. Lethéorème de Robinson sur la con- 

vergence de la procédure itérative décrite ci-dessus affirme que 
lim min (U®4)= lim max (AW) = v, (3.3) 
s—+00 £—+00 ii 

où c'est la valeur du jeu. 

Nous ne donnerons pas ici la démonstration assez longue de cette 
proposition intuitivement naturelle. Constatons seulement que la 
convergence de la procédure itérative est très lente. [81] en donne 
l'appréciation suivante. L'erreur dans la détermination de la valeur 
du jeu & après s étapes de la méthode itérative de Brown avec choix 


simultané des stratégies ne dépasse pas une grandeur de l'ordre de 
i 


7 m£En-2 
Plus précisément, - 


1 
|[v— max AW | < Cs mtn-2 (3.4) 


1 
[u—minU®A|<Cs mini, (3.5) 
où € — const. j 
Pour le moment il n'est pas encore clair si cette estimation est 
précise. [1 y a des raisons de considérer son amélioration comme pos- 
sible. La convergence de la procédure itérative est beaucoup plus 
rapide si les dimensions de la sous-matrice essentielle sont nettement 
inférieures à celles de la matrice des gains. Dans [81] est émise une 
hypothèse sur la possibilité de rendre plus précises les estimations 
(3.4) et (3.5) en remplaçant les valeurs m et x (nombres de stra- 


tégies des deux adversaires) par les nombres m et n qui déterminent 
les dimensions de la sous-matrice essentielle de la matrice À. 

Pour les calculs relatifs au « jeu fictif», il est commode d'appli- 
quer la disposition représenteé à la page suivante. 

La première colonne du tableau indique le numéro de la partie. 
Les groupes suivants de m et nr colonnes (composantes des vecteurs 
sU® À et sA WG) respectivement) donnent les valeurs des gains mul- 
tipliées par s, sur lesquels peuvent compter les partenaires dans le cas 
de tel ou tel choix de stratégies pures de la part de leurs adversaires. 

Dans la première ligne (s — 1), cases 1, 2, . .., r des colonnes 
sU® À, on porte une ligne arbitraire de la matrice des gains, cor- 
respondant au premier choix du premier joueur. On encadre l'élément 
minimal de la ligne. 

Le numéro de la case marquée détermine la colonne de la matrice 
de paiement, dont les éléments sont portés en première ligne dans 
les cases du groupe de colonnes sA W(. On encadre l'élément maxi- 
mal de la colonne. Le numéro de la case marquée détermine celui 
de la ligne de la matrice À, dont les éléments doivent être ajoutes 
aux éléments correspondants de la ligne choisie dans la première 
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sU(s)A sAW(s) U{s) v(s) De{s) AO) 


12...m 


d, 7 2 en 


14 2 -.m 


L2 …n 


_ 
IBBBEBERE 
EEE 


partie. Les sommes sont écrites dans les cases 1, 2, ..., nr de la 
deuxième ligne (s — 2) dans les groupes de colonnes sU(&) À. La 
somme minimale indique le numéro de la colonne de la matrice À, 
dont les éléments doivent être additionnés aux éléments respectifs 
de la colonne choisie dans la première partie. Les sommes sont portées 
dans les cases 1, 2, . .., m de la deuxième ligne dans les groupes de 
colonnes sA WU). On procède d’après les mêmes règles pour remplir 
les cases des groupes de colonnes sUG) À et sA W des lignes suivantes. 

Après les colonnes déterminant les gains des joueurs dans les 
parties précédentes, on complète dans le tableau les groupes de m 
et rz colonnes contenant les composantes des stratégies mixtes choi- 
sies par les joueurs dans les parties successives. 

Les colonnes w®) et v!°” indiquent les valeurs du gain assuré du 
premier joueur et de la perte assurée du deuxième. Les valeurs {9 
et z&) sont naturellement égales aux éléments encadrés de la s-ième 
ligne (dans les cases des groupes de colonnes sÜ) À et sA WG) res- 
pectivement), divisés par s. La dernière colonne contient les valeurs 

SC 
Ôuts) —2 ne (On suppose que la matrice non négative des 
46 Vie 1 
gains compte dans chaque colonne au moins un élément positif.) 
La valeur 6ct caractérise l'erreur relative de détermination de la 
valeur du jeu après la s-ième partie. 

Les tableaux 2.3 et 2.4 donnent les 36 premières étapes (itéra- 
tions) de la résolution du jeu à matrice de paiement 


1 2 3 
A=|4 0 1|. 
2 3 0 


8—0776 
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zæ'o | oç'e 
‘ol zy'e 
æ'o | ev'e 
s'‘o| ce'z 
‘0 | c'e 
0ç‘o | zz'e 
6c‘o | oz'e 
IL‘oÙ ve 
16‘0 £ 
16‘0 | ez'z 
IL'O | Lo'z 
68‘o | og'z 
ce‘r| oc'e 
‘| 49e 
2‘} y 
Ad: y 
OL OS 


£'c N02]QUI 


ca‘0 
Le‘ 0 
63‘0 
1€‘ 0 
ge'0 
9€ ‘0 
0ÿ‘0 
yy‘0 
0ç‘0 
Lg‘ 
L9'0 
09‘0 
0g‘0 
ge‘o 


£ 


ce) 
Ne] 
(em) 
æ) 
…— 
(ee) 
—_ 
© 
«Y 
Œœm | © 
on) 
© 
NA À 
NO | 


SERREEUEE 
--- -HECCREGRR 


ze'o | 95 | 17 or | 22 
ao | 95 | or vw | 1e 
wo |[or]| 6 | er 1 | 67 
Lo [for]! 8 | or 8 | 
oz‘o ||er]| 8 | [s] | 
gz'o |[or]| 8 | 0 Le] | # 
g‘o | z |[el | v Le] le 
œ'o lv |[sl | z lis 
le {rl l+ z |[r 
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8t'0 
68'0 
0£'0 
€‘ 0 
0£‘0 
0€‘ 0 
0£‘0 
0€ ‘0 
0€" 0 
0£'0 
ca‘ 0 
Lt‘0 


0€‘0 


Le" 0 
LT'0 
gc'0 
680 
6c'0 
0£‘0 
9€‘0 


6'} 
16°} 
T6‘F 
T6‘} 
ÿ6'‘I 
00‘2 
L0'Z 
yr'e 
1c'c 
0€ ‘2 
c'e 
912 
80'c 
ÿ0' 2 
602 
yr'e 
0G'& 
922 
(3 4 
V2 4 


yv'E 
€y'} 
Y°r 
6€‘} 
2: 
8y'} 
€} 
6‘ } 
Y9'F 
OL‘ 
EL‘ 
Y9'T 
yG'} 
LS'T 
66°} 
9°} 
G9°} 
89°} 
CL‘} 
91°} 


ge ‘0 
680 
62°0 
0£‘0 
€'0 
ce ‘0 
€£‘0 
y£'0 
9€‘ 0 
LE‘ 
g"0 
07‘0 
cy'0 
yy'0 
cy‘0 
87'0 
06‘0 
€G‘0 
9gG'0 
6 ‘0 


g£'0 
'0 
ce 0 
0£"0 
ge'0 
9" 0 
€c'0 
c'0 
81'0 
cr'O 
GF'O 
97" 0 
A 
L1'0 
8r'0 
6F'0 
0c'0 
1c'0 
CG 0 
€c'0 


9€'0 
LE‘0 
8€ ‘0 
6€ ‘0 
170 
cy'‘0 
€y'‘0 
Gy'0 
9ÿ'0 
8y'0 
9ÿ'0 
ÿy'0 
AA 
6£'0 
L£"O 
€c'o 
0€ ‘0 
9‘ 0 
GG: 0 
81'0 


H'0 
F0 
&+'0 
2+'0 
€r'0 
€r'0 
€r'0 
yr'0 
yr'0 
Gr'0 
Gr'0 
97'0 
LV'0 
LY'0 
81'0 
61'0 
0‘ 0 
1&'0 
ce 0 


€c'0 


€g'0 
ÿe'0 
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9€"0 
‘0 
c'0 
0€" 0 
8c'0 
Ga'0 
cc 0 
61'0 
91"0 
cr'O 
€r'0 
y1'0 
yr'O 
cr'O 
9F'0 
LF'O 
81'0 


c9 


9c 
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2o‘o | vée‘r | 18*r | 1e‘o | 1e‘o | sæ‘o | ca‘o | éro | 05'o | 2e | 62 |[iel] o | oœ |[oz|} or 
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La solution exacte de ce jeu est obtenue au $ 3.1 à l’aide de la 
méthode du simplexe. 

Le tableau 2.3 correspond à la méthode du jeu fictif avec choix 
simultané des stratégies. Le tableau 2.4 répond à un choix séquentiel. 

Comme il ressort des tableaux (surtout dans le cas du choix séquen- 
tiel), quand le numéro de l'itération augmente la variation de 
v® et v{” n'est pas monotone. En interrompant la procédure après 


dv! > 
0ERTOOCMO 
100! Se Sa des matices 


mama == SEE 


50 CN —-— {6 *16 
muni TRS SR TN —.— 8x6 


UMR 
20 LIT SSSR —.— 8*x8 


uHIIL 
% LEO RSS 


messe dre ee. me 
RSS RSS EE 
un CT SR = FR | Smutta- 
MEME ARRET A INSIINC ESS. nément 
2H HUE 


LIT NT OL UNSS ni 
ÉCOLE CLS Sa 
RE | ter, | 
SE Sons: HSsssnDE = X Rent 
LEE HE RUE RETTE 
EEHNNIEETHONEEEENE 
2, 2 3 410 20 50 100 200 500 /000 2000 500 10000 


Fig. 2.1 


le nombre d’itérations prévu d'avance, il est rationnel de choisir la 
stratégie du premier joueur d'après le maximum de w), et celle 
du deuxième d'après le minimum de w). 

Les tableaux 2.5 et 2.6 donnent les valeurs de ôv{s) en fonction 
du numéro de l’itération respectivement pour les cas du choix simul- 
tané et du choix séquentiel des stratégies. On voit que le choix 
séquentiel des stratégies assure Ôv imposée en un nombre d'itérations 
plus petit. 

La figure 2.1 donne les courbes de variation de ôw{* en fonction 
de s calculées lors de la détermination des stratégies optimales par 
la méthode du jeu fictif avec choix simultané et séquentiel des stra- 
tégies, pour des jeux à matrices de paiement de diverses dimensions. 
Les éléments des matrices de paiement ont été choisis de façon aléa- 
toire. Les dimensions des matrices sont indiquées sur la figure. 

Comme on le voit, la procédure itérative converge dans tous les 
cas beaucoup plus vite qu’on pouvait s’y attendre d’après les for- 
mules d’estimation (3.4) et (3.5). 
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or(e) 


0,889 
0,589 
0,286 
0,300 
0,189 
0,151 
0,162 
0,155 
0,156 
0,138 
0,124 
0,113 
0,117 
0,112 
0,108 
0,101 
0,098 
0,092 
0,087 
0,083 
0,079 
0,085 
0,082 
0,083 
0,084 
0,085 
0,082 
0,078 
0,076 
0,073 
0,074 
0,072 
0,073 
0,072 


CT 
340 0,070 
350 0,070 
360 0,068 
370 0,067 
380 0,066 
390 0,064 
400 0,033 
410 0,061 
420 0,060 
430 0,058 
440 0,057 

. 450 0,056 
460 0,058 
470 0,060 
480 0,063 
490 0,061 
500 0,060 
510 0,060 
520 0,059 
530 0,058 
540. 0,057 
550 0,056 
560 0,056 
570 0,055 
580 0,054 
590 0,053 
600 0,054 
610 0,054 
620 0,055 
630 0,054 
640 0,054 
650 0,054 
660 0,054 
670 0,053 


s | 6o(s) 


Tableau 2.5 
680 0,052 
690 0,053 
700 0,052 
710 0,051 
720 0,051 
730 0,050 
740 0,049 
750 0,049 
760 0,048 
770 0,047 
780 0,046 
790 0,046 
800 0,045 
810 0,045 
820 0,045 
830 0,044 
840 0,046 
850 0,046 
860 0,046 
870 0,046 
880 0,045 
890 0,045 
900 0,046 
910 0,045 
920 0,046 
930 0,045 
940 0,045 
950 0,044 
960 0,044 
970 0,043 
980 0,043 
090 0,043 
1000 0,042 


1010 0,042 
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s | &v(s) 

5 0,108 
10 0,162 
20 0,027 
30 0,090 
40 0,014 
50 0,011 
60 0,027 
70 0,046 
80 0,041 
90 0,048 
100 0,038 
110 0,034 
120 0,032 
130 0,033 
140 0,042 
150 0,032 
160 0,034 
170 0,029 
180 0,021 
190 0,020 
200 0,019 
210 0,015 
220 0,017 
230 0,026 
240 0,022 
250 0,015 
260 0,019 
270 0,018 
280 0,012 
290 0,041 
300 0,014 
310 0,016 
320 0,019 


0,015 


| 


Tableau 2.6 

&n(s) | s | ôn(+) 
0,019 680 0,0064 
0,020 690 0,0063 
0,017 700 0,0062 
0,013 710 0,0069 
0,010 720 0,0075 
0,014 730 0,0044 
0,011 740 0,0029 
0,012 750 0,0036 
0,009 760 0,0028 
0,010 770 0,0054 
0,012 780 0,0035 
0,012 790 0,0062 
0,011 800 0,0054 
0,012 810 0,0033 
0,009 820 0,0033 
0,012 830 0,0026 
0,011 840 0,0026 
0,012 850 0,0032 
0,012 860 0,0031 
0,011 870 0,0025 
0,010 880 0,0012 
0,011 890 0,0012 
0,010 900 0,0030 
0,0085 910 0,0042 
0,0075 920 0,0047 
0,0100 930 0,0046 
0,0081 940 0,0069 
0,0089 950 0,0063 
0,0078 960 0,0062 
0,0060 970 0,0072 
0,0051 980 0,0077 
0,0050 990 0,0065 
0,0057 1000 0,0070 
0,0056 1010 0,0064 
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3.3. Considérons la méthode itérative de résolution numérique 
des jeux rectangulaires proposée par G. von Neumann [59]. 

Les raisonnements cités dans le paragraphe précédent entraînent 
que la résolution d’un jeu à matrice de e paiement Il ai 1] ÎÎm: n se ramè- 
ne au choix de nombres u; (i = 1,2, ..., m),w;(ÿj —1,2, ...,n) 
et v tels que: 


È dyju;>v, j—=1,2,...,n; (3.6) 
n 
D aw;<v, i=1,2,...,m; (3.7) 
ei 
u>0,i-=1,2,..., m; (3.8) 
m 
ÿ ui =1; (3.9) 
i=1 
w>0,j =1,2,..,n:; (3.10) 
Dj —= 1. (3.11) 
1 
Introduisons dans la discussion les variables d’écart 
P = a — Vs 3.12 
1 À 1j; —U (3.12) 
Q;=v— 2 aijui, (3.13) 
qui déterminent à leur tour les paramètres non négatifs 
Pi — Max (P:, 0), (3.14) 
g; = max (Q;, O). (3.15) 
Les valeurs de la fonction 
D= » pit} di (3.16) 
i=1 J=1 


donnent une estimation de la précision avec laquelle les stratégies 
retenues ÜÙ — (us, ..., um) et W — (w,, ..., w,) et la quan- 
tité v approchent respectivement des stratégies oprimales et de la 
valeur du jeu. Pour le vecteur (U, W, v) qui représente la solution 
du jeu, la fonction ® devient nulle. 

La méthode de Neumann est une procédure itérative de calcul 
séquentiel de vecteurs U et W et du scalaire v qui font tendre D 
Vers ZérO. 

Les vecteurs initiaux U° et W0 peuvent être choisis parmi des 
vecteurs quelconques vérifiant les conditions (3.8)-(3.11). On pose 
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généralement 
1 1 1 QD + 
0 ” 
= Wien VE D Zur (3:17) 
i—=1 J=1 


Le passage de la s-ième à la (s + 1)-ième itération s'effectue 
selon les formules : 


+) 2 (4 — Ou + aout), (3.18) 
DD 2 (1 — af + at, (8.19 
DH) = (1 — Oh at), (3.20) 


où les corrections u{? et w°” des stratégies et la correction #9 de la 
grandeur w#° se sarcurent ‘a’ après les formules : 


8 8 2 = — 
Ui Wj — n , p(°) = ÿ D di suis), (3.21) 
BE FO DEL j=1 ion 
J=1 


LC 
Si > p® (ou Y q%) est nulle, on peut choisir pour uf” (res- 
= 4, 


pectivement pour w)) n'importe quels nombres non négatifs dont 
la somme est égale à l'unité. 
Les relations 


Kia 

D Pi => gÿ =0 

1=21 
attestent que la solution est trouvée et qu'il faut mettre fin à la 
procédure. 

La grandeur a(% est un paramètre de commande qui détermine 
selon les formules (3.18)-(3.20) le passage d’une itération à l’itération 
suivante. Le choix de at doit assurer la décroissance de la fonction 
O d’une itération à l’autre. 

Comparons les valeurs de ® pour deux itérations voisines. Il est 


facile de vérifier directement que les variables d'écart (PET, QF*°) 


et (P®, Q%) dans des itérations voisines sont liées entre elles par 
des formules du type (3.18)-(3.20) : 


PE+O = (4 — a) PP + ap, 
Q? = (1 — a9)Qÿ + a}, 
PN— > au) — pt, (3.22) 


Qÿ = -ÿ aijui”. (3.23) 
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D'après les formules (3. 14), P: = 0 avec P, <0 et p; = P, 
avec P; > 0. C'est pourquoi on a toujours 


[pe 03 [4 — a)pf9 + a PE}, 
et de façon analogue, 
[af 07e SIA — 40) + a MO. 


Les inégalités obtenues permettent de comparer les valeurs de 
D(*#1) et P(). On'a 
Di =ù CE D) D P<— a S CET + 
+ À + 2 (ac) (SpA + 
+ È gs Qf) Ha (S CPI D} LOST). 
Les formules (3.21)-(3.23) amènent 
EPP + À aPQ = 0 


Par conséquent, 


OH L [1 — a] D" + [at 1?C, (3.24) 
où 
CH Y [PP P+ D IQ. (3.25) 
i=1 J=1 


Le deuxième membre de l'inégalité (3.24) atteint une valeur 
minimale avec 

Ds 
= oc 


Constatons que D > 0 et C® > 0. C'est pourquoi 0OLa”< 1. 
Lorsque «'*” provient de (3.26), l'inégalité (3.24) se met sous la 
forme 


at (3.26) 


Ds Cts) 
s+1 
®: << DID +C(s) 


ou 
1 1 1 
D(s+1) > Ds) + C‘s)° (3.27) 


Evaluons la convergence de la méthode de Neumann. On a la 
proposition suivante. 
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Théorème 3.1. La méthode itérative de Neumann est conver- 
gente. De plus, ®‘* tend vers zéro comme + . 


Démonstration. Soient 
À=maxai;;, = min ai. 
4, j 4,3 


Il est clair que 


À > À dij wo >, 


On en tire 


n 
À —p> À au —09= P>u—A, 


> — au += >u—2 


ou 
A—u>|Q], 
A—u>|P$]. 


Par conséquent (cf. 3.25), 
co = À PI + À QI m +) Qu. 


Sous cette condition, l'inégalité (3.27) prend la forme 
1 
Den 2 qu À (mn Qu 
Le système d'inégalités récurrentes obtenu conduit à la relation 
1 { s+1 s+1 
Der 2 DO T{mn) Ah} mn) A} 
D'où 
8 a 
O XL 

où a — (m+n)(À —u})*, ce qu’il fallait démontrer. 

Le calcul d’après la méthode de von Neumann ne présente aucune 
difficulté. Le schéma bloc des calculs est représenté fig. 2.2 Voici les 
notations adoptées : 


m n 
p= D Pa = à q 


m ñn 
Sj— > dijUi, Ti = » dj. 
im 1 j=1 
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Le tableau 2.7 donne les paramètres des 12 premières itérations 
de la résolution du jeu à matrice de paiement 


1 2 3 
A=|4 0 1 
2 3 0 


par la méthode de Neumann. Ce jeu a été résolu au $ 3.1 par la mé- 
thode du simplexe et au $ 3.2 par les différentes variantes de la métho- 
de du jeu fictif. Le tableau 
2.8 consigne les valeurs de 
£v'® et ®O® en fonction du 
numéro de l’itération. La com- 
paraison du tableau 2.8 avec 
les tableaux 2.5 et 2.6 montre 
que malgré une évaluation de 
la convergence de la méthode 
de Neumann plus favorable 
que l'évaluation théorique de 
la méthode du jeu fictif, le 
choix séquentiel des stratégies 
de cette dernière méthode 
assure plus rapidement la pré- 
cision imposée à la solution 
du problème. La résolution de 
plusieurs autres exemples a 
conduit à des résultats analo- 
gues. Néanmoins, l'analyse 
d'exemples isolés ne peut 
encore servir d’argument de 
poids pour comparer ces mé- 
thodes. | 

D'après le schéma bloc re- Fig. 2.2 
présenté figure 2.2, on peut 
évaluer le nombre d'opérations à chaque étape de la méthode. On a: 
nombre de comparaisons (calcul de max (0, P,) et max (0, Q))): 
m+n); 

nombre d’additions et de soustractions: [2mn + 7 (m + n) + 
+ (m ou n) + 4]; 

nombre de multiplications : [2mnr + 4 (m + n) + (moun) + 1]; 

nombre de divisions: (m + n + 1). 

3.4. Les étapes isolées des méthodes itératives ne présentent géné- 
ralement pas de grandes difficultés. Cependant, la convergence de 
ces méthodes est très lente. C’est pourquoi, lorsqu'il faut obtenir 
une solution relativement précise d’un jeu ou d’un problème de pro- 
grammation linéaire, il est préférable d'opter pour les méthodes 
finies. 
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@(:) | Bots) 
0,1823 0,260 
0,1220 0,192 
0,0622 0,141 
0,0478 0,138 
0,0413 0,142 
0,0366 0,116 
0,0314 0,117 
0,0270 0,092 
0,0229 0,090 
0,0183 0,090 
0,0160 0,077 
0,0138 0,081 
0,0128 0,075 
0,0118 0,076 
0,0108 0,070 : 
0,0104 0,069 
0,0099 0,070 
0,0096 0,063 
0,0093 0,060 
0,0090 0,061 
0,0084 0,054 
0,0080 0,059 
0,0077 0,059 
0,0075 0,053 
0,0073 0,057 
0,0074 0,059 
0,0069 0,058 
0,0066 0,055 
0,0063 0,043 
0,0058 0,054 
0,0056 0,053 
0,0054 0,051 
0,0052 0,050 


0,0051 : 


0,049 


Tableau 2.8 

@{s) | dos) 
0,0050 0,050 
0,0048 0,047 
0,0047 0,050 
0,0046 0,048 
0,0044 0,042 
0,0042 0,047 
0,0041 0,046 
0,0040 0,043 
0,0039 0,042 
0,0037 0,041 
0,0036 0,036 
0,0035 0,035 
0,0034 0,035 
0,0032 0,039 
0,0030 0,035 
0,0028 0,038 
0,0027 0,033 
0,0026 0,036 
0,0025 0,032 
0,0024 0,033 
0,0023 0,031 
0,0022 0,028 
0,0020 0,031 
0,0019 0,030 
0,0018 0,030 
0,0017 0,028 
0,0016 0,027 
0,0015 0,026 
0,0014 0,025 
0,0013 0,025 
0,0012 0,024 
0,0011 0,024 
0,0010 0,021 
0,0009 0,021 
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On connaît diverses tentatives d'accélération de la convergence 
des méthodes itératives. On conçoit intuitivement que l’on puisse 
accélérer la convergence de la méthode du jeu fictif si, après un cer- 
tain nombre d'itérations, l’on refuse de prendre en compte l’expé- 
rience devenue caduque et l’on ne détermine la stratégie suivante 
qu'à partir des derniers choix de l'adversaire, le nombre de ces choix 
étant fixé. Toutefois, l’analyse de cette modification montre que 
la méthode du jeu fictif à mémoire finie ne garantit pas la conver- 
gence de la procédure itérative. Il est possible de construire des 
exemples où la limitation de la mémoire conduit à une instabilité 
de la procédure. Une autre modification intuitivement convenable 
de la méthode du jeu fictif qui tient compte de l’expérience anté- 
rieure d’après le poids qui diminue à mesure que cette expérience 
vieillit (cas de la mémoire amortie) est tout aussi inutile dans le 
cas général. | 

Les résultats obtenus par V. A. Volkonski [16] nous autorisent 
pourtant de formuler l'hypothèse suivante. La convergence du jeu 
fictif peut être apparemment assurée, et aussi, peut être accélérée, 
en remplaçant les formules (3.1), (3.2) de constitution récurrente des 
stratégies des adversaires par des formules du type 


UD = (1 — Aus) VO + lp, (8.28) 
Wé+D = (1 — rs) WO + LOISIR (3.29) 
où 
limAs—=0; D Às= 00 ; OLA LI. (3.30) 
#—+00 Sun i 


Dans les formules (3.1), (3.2), À = ©; il est clair que dans ce 


cas les conditions (3.30) sont vérifiées. Si les coefficients de pondé- 
ration décroissent comme e-%, &« => 0, quand s croît, la deuxième 
des conditions (3.30) n’est pas observée et, en général, la procédure 
correspondante de résolution du jeu ne converge pas. 

Il est peu probable qu’on puisse choisir d'avance une suite fixée 
Às, qui pour toute matrice de paiement garantira une accélération 
substantielle de la convergence, par rapport à la méthode de Brown. 
ÏJ1 semble qu'on puisse accélérer la convergence en formant les coeffi- 
cients de pondération À, au cours de la résolution du jeu. L’un des 
moyens possibles de formation des coefficients de pondération À, est 
proposé par V. Amvrossienko [3]. 

Les recommandations d'Amvrossienko sont fondées sur une expé- 
rience considérable de résolution des jeux par la méthode du jeu 
fictif. On a remarqué que dans la procédure itérative de la méthode 
du jeu fictif les adversaires appliquent un certain nombre de fois 
de suite les mêmes stratégies. Quand le numéro s de l’itération va 
en augmentant, le nombre de répétitions d'une même stratégie croît. 


æ 
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Lorsque le choix des stratégies par les deux adversaires est simul- 
tané, les répétitions commencent déjà à partir de s petits, et lorsqu'il 
est séquentiel, à partir de s relativement grands. On peut calculer 
le nombre de répétitions successives de mêmes coups par les joueurs 
et remplacer par une seule le nombre correspondant d'itérations. 
Alors, à chaque itération l’un des joueurs au moins appliquera une 
stratégie différente de celle de l’étape précédente. Le nombre total 
des itérations nécessaires pour atteindre la précision imposée de la 
solution du jeu diminue considérablement. 

Lors du choix simultané des stratégies, le nombre / des répétitions 
successives (longueur de la série des stratégies qui se répètent) est 
déterminé après la s-ième itération par le plus petit des nombres 


l; et l;, où 
s (AWS)}nr — s (AWG) ; 
42 [A AE (AP 
i - ip — Gnrhe 


CO pour &ix: << Ghnr, 


| pour dir” > Ahvke, 


s(Ut54);—s (Ut9A),, 
JU — 


2. =. | pour Ahrj < AheR’, 
= krh° Chr) 


OO POUrT Gprj > Ah ; 


i—1,2,...,m;, j—=1,2,...,n. 


k” est ici le numéro de l'élément maximal de la colonne AW): 
k', le numéro de l'élément minimal de la ligne U()4 ; a;;, les élé- 
ments de la matrice des gains initiale; [M], la partie entière du 
nombre M. 

Les L itérations peuvent être toutes remplacées par une seule. 
De plus, dans le schéma de la méthode du jeu fictif il convient d'ajou- 
ter à la ligne sUG@A la ligne de la matrice des gains multipliée par 
l, caractérisant la stratégie reprise du premier joueur, et d’ajouter 
à la colonne sA WG) la colonne de la matrice de paiement initiale 
multipliée par !, correspondant à la stratégie reprise du deuxième 
joueur. Compte tenu de la /-ième application des stratégies pures, il 
faut modifier de la manière correspondante les stratégies mixtes 
UG et W0). 

Le tableau 2.9 donne les 62 premières itérations de la résolution 
par la modification de la méthode du jeu fictif ici décrite, du jeu : 
qui a été étudié précédemment par d’autres méthodes. Nous avons 
examiné ici le cas du choix simultané des stratégies par les deux 
joueurs. La comparaison du tableau 2.9 avec les tableaux 2.3 et 2.5 
témoigne de l'efficacité de la modification proposée. 
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La modification de V. Amvrossienko correspond à la méthode de 
Brown avec des coefficients de pondération de la forme 


où /, est le nombre d'’itérations « agglutinées » de la méthode du 
jeu fictif à la s-ième étape de la méthode modifiée. 

Amwvrossienko a obtenu le critère empirique suivant de l'erreur 
relativé ô2t*® de la détermination de la valeur du jeu après s étapes 
du « jeu fictif » modifié, en fonction de l’ordre x d’une matrice de 
paiement carrée dont les éléments sont répartis uniformément sur le 
segment [0, 1]: | 
s (8 2,2 
DER Gt < 0,003 

Il existe également des modifications qui accélèrent la conver- 
gence de la méthode itérative de von Neumann. En comparant cette 
dernière méthode avec les méthodes finies de programmation li- 
néaire, G. von Neumann note que bien que les estimations a priori de 
la méthode du simplexe soient moins favorables que le critère de la 
convergence de la méthode itérative, l'expérience fait donner la 
préférence aux méthodes finies de programmation linéaire. On est 
toutefois fondé à s’attendre que la procédure itérative de von Neu- 
mann puisse être accélérée par divers procédés, qui se ramènent à 
un lissage de la suite d'’itérations avec une certaine mémoire finie. 


S e 


$ 4. Méthodes itératives de programmation linéaire 


4.1. En plus des méthodes itératives de programmation linéaire 
obtenues par transformation des méthodes correspondantes de réso- 
lution des jeux, il existe des méthodes itératives établies directe- 
ment pour le calcul des programmes optimaux des problèmes extré- 
maux linéaires conditionnels. De telles méthodes sont examinées 
dans [84], [85], [69], [10], [62] et dans d'autres travaux. Dans certai- 
nes de ces méthodes, par exemple dans celles d'Udzawa [69] et de 
Boulavski [10], la procédure itérative impose l'inclusion dans la 
fonction à optimiser d'une « faible » non-linéarité et la résolution 
de problèmes auxiliaires de programmation quadratique par des 
méthodes spécialement étudiées à cette fin. Nous omettons ici l’ex- 
posé de ces méthodes, qui nécessite de se référer aux fondements de 
la programmation convexe. 

Dans la méthode de Thomas Pietszykowski [61], le problème de 
la programmation linéaire est ramené à un problème extrémal con- 
vexe inconditionnel équivalent qui peut être résolu par la méthode 
des gradients. Une certaine expérience accumulée par le Centre de 
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Calcul de l’Académie des sciences de l’U.R.S.S. dans la résolution 
des problèmes de programmation linéaire par la méthode de Piets- 
zykowski atteste de l'efficacité de cette méthode. Ecrivons le pro- 
blème de programmation linéaire sous la forme suivante, commode 
pour la méthode considérée 
L = (C, X) — max; (4.1) 
qi(X) = (4Ÿ, X) —B>0, i=1,2,...,m; (4.2) 
Pm+)j (X) — T; — (e;, X) > O, ] — 1, 2, es 7 < mn. (4.3) 
A est ici le i-ème vecteur-ligne de la matrice des conditions; 
e;, le vecteur unitaire de dimension 7 avec l’unité en j-ième position. 
Posant 
AT = €, Om+t = 0, i — 1, 2, ..., UE 
récrivons les conditions (4.2)-(4.3) sous une forme équivalente 
pu (X) = (A, X) —b, >0, i—=1,2,..., mn (4.4) 
Considérons dans ce paragraphe et les paragraphes suivants que 
€ = 0 et que le domaine de définition de la forme linéaire est borné. 
Appelons polyèdre W l’ensemble convexe défini par les condi- 
tions (4.4). 
Examinons la fonctionnelle 


mn: 
Gi (X)=(C, X)++ D, lo: (X)] lp: (X)}°, (4.5) 
i=1 
où 0, si le point X satisfait à la i-ème con- 
L dition du problème; 
8; [p; (X)] = 6, (X) — — 4, si le point X ne satisfait pas à la 
i-ème condition du problème. 


Pour les conditions du problème notées sous la forme (4.4) 
0 avec mp, (X) > 0, 
Ô; (X) -{ 
—1 avec op; (X) << 0. 


On voit que la fonctionnelle G, (X) coïncide avec la forme li- 
néaire (4.1) dans le domaine de sa définition (4.4). A l’extérieur du 
polyèdre W, la fonctionnelle &, (X) diffère de la forme linéaire 


(C, X) à la valeur de la forme quadratique £ D [(AŸ, X) — b,]1?, 
iEI 

où Z est l’ensemble des numéros des contraintes compromises. La 

courbe représentative de G, (X) dans le cas unidimensionnel est don- 

née pour différents u par la figure 2.3. On adopte ici le segment [a, b] 

comme domaine de définition de la forme linéaire. 


136 PROGRAMMATION LINÉAIRE ET THÉORIE DES JEUX [CH. 2 


Il est clair —et la courbe représentative le confirme — que, d'une 
façon générale, l’ensemble M des solutions du problème (4.1)-(4.3) 
ne coïncide pas avec l’ensemble M, des points en lesquels la fonction- 
nelle G, atteint un maximum dans tout l’espace E,. Mais à mesure 
que u croit, l’ensemble M, se rapproche de l’ensemble M. 


Gu&) 


Fig. 2.3 


Désignons par p (X, M) la borne inférieure des distances entre 
X et Y E M pour tous les points Y de l’ensemble M. Dans [61] on 
trouve la démonstration de la proposition suivante. 


Théorème 4.1. Pour tout e > 0, il existe un uno > 0 tel 
que pour tout u >> Lo l'inégalité 


p(X, M)<e 


soit vérifiée pour tout X € M. 

Il résulte du théorème 4.1 que la résolution du problème de 
programmation linéaire (dans les limites d’une précision donnée) se 
ramène au calcul de l’extrémum inconditionnel de la fonctionnelle 
G, (X). La solution la plus avantageuse est donnée par la méthode 
des gradients. 

Définissons la suite {Z‘*} par la relation de récurrence suivante: 


ZE — Zi EL php) (4.6) 


où Z‘® est un point quelconque de E, ; 

g‘®, le gradient de la fonction G,X en Z‘*. 

On prend pour étape 8* de la méthode des gradients une valeur 
6 qui maximise la fonction 


G (8) = G, (Z + 6g). (4.7) 


La fonction & (8) est convexe vers le haut. L'étape 60‘* est donc 
la racine unique de l'équation 


t’ (8) — O. 
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En dérivant (4.7), on a 
mn: 
(= (2 + 08%) = (C, g)+u D B:(Z%+ 
ii 
+ 08%) [pi (2) +8 (4%, g)] (AP, 8). 
On voit sans peine que &” (6) est une fonction linéaire par mor- 
ceaux de la variable 6. 


Pour calculer la racine de l’équation &’ (8) = 0, il est rationnel 
de disposer par ordre de croissance les points 


gg pi (Zn) 
(AD, gb) ? 


où la fonction £’ (8) subit une brisure. Le point 6* appartient au 
segment (8%, 8"%,1] pour lequel 
t' (8%) > 0 et &' (8/1) < 0; 
C'(0É 7) 0Eh1 — 0" (0fp4) 017 
LP) — 5" (81) 


Ce choix de l'étape assure la convergence de la procédure ité- 
rative. 
Partout où il faut insister sur la correspondance de la suite {2°} 


à une valeur fixée du paramètre u, nous la désignerons par LA 
On a la proposition suivante. 


Théorème 4.2. La suite {Z®} définie par la relation (4.6) 
jouit, quels que soient ZN EE, et np > 0, de la propriété suivante : 


lim p(Z®, M,)=0. 
R—00 


ph — 


D'après le théorème 4.2, avec u >> 0 fixés et À grands, les élé- 
ments de la suite {z1)} s’approchent suffisamment près des points 
de l’ensemble M. 

Selon le théorème 4. 1, pour des valeurs de y suffisamment gran- 
des, tout point de M, est proche de l’ensemble des solutions du pro- 
blème de programmation linéaire. On en déduit qu'avec u et À suffi- 
samment grands, on peut s'approcher aussi près que l’on veut de la 
solution du problème (4.1)-(4.3). 

Décrivons maintenant le schéma de calcul de la procédure de 


construction de la suite itérative {Z(}. 
1. Calculer 


BI = pm, (2), i=1,2,...,m+n. 
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2. Déterminer les composantes du gradient gt): 
mens de) | 
= C+u 2 &(Z%)B A0. 


3. Si toutes les composantes g{* du gradient g(#) ne dépassent 
pas en valeur absolue le petit nombre imposé eg > 0, Z(*+1) & 7 
et la procédure de résolution du problème pour la valeur adoptée du 
paramètre est terminée. Avec | gM [=> e, 

E = (40, gt). 


4. Calculer les rapports 


(R) 
»n__- À . k 
D = Em i—= À, 2, ...) m + n4, ® LO, 
i 
et les ranger par ordre de croissance : 
k L 
PPLIPL ... LI 


5. Déterminer les valeurs de la fonction 


(= 26, (20 +080) (C, g)+ 


mn: 
+u D ê:(20 + 880) (ff? 08?) E° 
i=1 


en Ü(). 

6. Calculer l'étape 64) 
, (R) 4e , (R) kR) 
D (05) 0, —2" (0,  ) 6 


’ Re ’ M. ? 
z of + (6 ) 


ph) — 


où dE et LENS déterminent le segment sur lequel &” us change 
de signe, c 'est-à-dire CL” (07) > 0 alors que £’ ED) < 
7. Construire 
ZUAD = ZU) D OUY), 


Il est facile de vérifier que les valeurs de p{® peuvent être calcu- 
lées d’après les formules de récurrence suivantes: 


piR+rD p®) + BCE 


Pour résoudre un problème de programmation linéaire par la 
méthode considérée, le mieux est de commencer les calculs à partir 
d’une valeur de u relativement petite. Pour des u grands, la quan- 


tité p(Z®) M . tend lentement vers zéro. Si, en vertu des condi- 
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tions | g® |< €, la procédure itérative s'interrompt au vecteur 


ZE associé aux variables d'écart négatives BF — (ZË9) des 
contraintes du problème, variables grandes en valeur absolue, il 
faut augmenter alors u et reprendre la procédure de construction de 
l’extrémum de la fonctionnelle G, (X). La procédure s'achève avec 
les u et # tels qu'ils vérifient simultanément les conditions 


[OI < e, j = 1, 2, ..) À, 
— p (Z) < e, i = À, 2, .) m + na, 


où & > 0 et e, << 0 sont les petits nombres donnés qui définissent 
les approximations admissibles du programme optimal du problème 
de programmation linéaire. 

Les tableaux 2.10-2.12 fournissent les principales étapes de la 
procédure de la méthode de Pietszykowski, appliquée à l'exemple 
étudié dans ce qui précède par d’autres méthodes (cf., par exemple, 
$ 3.1). Pour conserver les notations adoptées dans le présent para- 
graphe, les conditions du problème sont mises sous la forme (4.4). 
Les tableaux contiennent les composantes du vecteur 21", les va- 


leurs des variables d'écart B{ des conditions du problème, les 
composantes gi du vecteur du gradient g%) de la fonctionnelle 


Gy (Z*) et la valeur de l'étape 8" de la méthode des gradients 
pour u = 1, 2 et 10. L'indice k est le numéro de l'itération. 
La procédure part du point Z® — (0, 0, 0). Dans toutes les ité- 


rations réalisées, les composantes Z" se sont avérées non négatives. 
C'est pourquoi les variables d'écart dans les conditions x; > 0 ne 
sont pas indiquées dans les tableaux. 

Adoptons pour caractéristiques de l’approximation admissible 
les valeurs e — 0,007 et e, — 0,03. D'après les tableaux, avec u = 1 
et 1 = 2, lorsque les variables d'écart des conditions du problème 
sont assez grandes en valeur absolue, les composantes g; deviennent 
plus petites que e (comparées aux composantes du vecteur des con- 
traintes). Lorsque 1 — 10 après la cinquième itération, les compo- 
santes g(® du vecteur du gradient sont des grandeurs de l'ordre 
de 0,005 à 0,007 et les variables d'écart des conditions n’excèdent 
pas 0,03. Le vecteur 


ZE) — (0,217; 0,192; 0,143). 
La solution exacte du problème (cf. $ 3.1) est égale à 


8 7 5 | | 
X= (ee 7) = (0,216; 0,189; 0,135). 


La valeur optimale de la forme linéaire 
20 


L(X*)=2 2 0,541. 
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La valeur de la fonctionnelle G, (X) sur le vecteur Z® 
G, (28) = G10 (ZO) & 0,546. 
Les variables d'écart des conditions du problème pour le vecteur 


Z® sont 
{—0,03; —0,01; —0,01; 0; 0; 0}. 


4.2. Dans la méthode de Pietszykowski, la solution d’un problè- 
me extrémal conditionnel se ramène à la solution d’un problème 
inconditionnel. La sortie d’un point hors du domaine admissible 
entraîne une pénalité qui diminue la valeur de la forme linéaire 
maximisée. 

Cette pénalité déterminée par les variables d'écart permet d'’uti- 
liser les méthodes extrémales inconditionnelles pour calculer le 
maximum d’une fonctionnelle dans un certain domaine fixé. En chan- 
geant la relation entre la pénalité et la valeur de la variable d'écart, 
on peut obtenir différentes méthodes de résolution des problèmes de 
programmation mathématique. Dans la méthode de Pietszykowski, 
la relation entre la pénalité ® et la valeur de la variable d’écart 
est donnée par la fonction 


m+n: 


mn: 
D(p)= D Ditph=s D Gi (pi) lo: (XIE. (4.8) 
1=1 


i=1 


La justification de la convergence de la méthode ne subira pas de 
grands changements par rapport à la démonstration de la convergen- 
ce de la méthode de Pietszykowski si l’on remplace les fonctions de 
pénalité D; du type (4.8) par n'importe quelles autres fonctions lis- 
ses décroissantes monotonement lorsque la variable d’écart @, croît 
et égales à zéro lorsque les conditions du problème sont respectées. 

Au $ 4.1 nous avons examiné une variante discrète de la métho- 
de de Pietszykowski, conçue pour être réalisée sur ordinateur. Ïl est 
aisé de construire un analogue continu de cette méthode, adapté à 
un calculateur digital. 

A mesure que { augmente, le point X (4) qui vérifie l'équation 
différentielle vectorielle 


X 
= grad Cu (X)s (4.9) 


s’approche du point du maximum de G, (X). Avec pu suffisamment 
grand, le point du maximum de G, (X) devient aussi proche que l’on 
veut de la solution du problème correspondant de programmation 
linéaire. 

Pour la méthode de Pietszykowski, 


mn: 


T=C+h Di Bi (pi) or (X) A, (4.10) 


i=1 
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où comme auparavant le vecteur A%Ÿ — (ay, ..., a;,) est normal 
à l’hyperplan défini par la i-ème condition du système (4.4) et orien- 
té vers l’intérieur du domaine de définition du problème. 

En changeant les fonctions de pénalité on peut obtenir à partir 
du schéma (4.9) différentes méthodes itératives de résolution du 
problème de programmation linéaire. La démonstration de la conver- 
gence de ces méthodes avec les contraintes mentionnées sur le choix 
de la fonction de pénalité ne diffère pas, en principe, de la justifi- 
cation de la convergence des réalisations discrètes de la méthode de 
Pietszykowski. 

Les raisonnements exposés peuvent tous être étendus également 
au cas de la programmation convexe. 

I. B. Pyne [60] a proposé une méthode de programmation linéaire 
qui s'inscrit dans le cadre du schéma (4.9). Cependant, la fonction 
de pénalité choisie par Pyne n'est pas lisse. Dans cette méthode, 


D: (pi) = Ô: (pi) pa (X). (4.11) 
Pour une fonction de pénalité du type (4.11), l'équation différen- 
tielle (4.9) s'écrit 
‘ mHn: 
EC np D Bip) AP. (4.12) 
i=1 

Les composantes du vecteur X (t) satisfont au système d’équa- 

tions différentielles 
dx uns 
= cj—u D di jÔ: (X). (4.13) 
=! 

Les dérivées de la fonction de pénalité dans la méthode de Pyne 
sont des fonctions discontinues. Aussi la convergence de la méthode 
de Pyne ne découle pas des raisonnements correspondants appliqués 
aux analogues continus de la méthode de Pietszykowski aux fonc- 
tions de pénalité lisses. Les conditions de convergence de la méthode 
de Pyne doivent être établies de façon indépendante. 

Pour résoudre le système d'équations différentielles (4.9), on 
peut utiliser des installations de simulation analogique du type 
MN-7 ou MN-8. Pourtant pour l’analyse de problèmes d’une taille 
importante, un modèle composé de blocs de MN-7 ou de MN-8 peut 
s'avérer trop complexe et nécessiter des puissances élevées. Il semble 
que la mise au point des amplificateurs à semi-conducteurs,'susceptibles 
d'assurer la résolution du système (4.9), ait le plus d'avenir. 

La possibilité d’automatiser la résolution des problèmes de pro- 
grammation linéaire (et pas seulement linéaire) peut être nettement 
étendue par l’utilisation de schémas impliquant des calculateurs 
analogiques et digitaux. Certaines recommandations dans ce sens 
sont données dans [18]. 
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4.3. L'analyse numérique montre que dans les méthodes itéra- 
tives de programmation linéaire (surtout dans celles obtenues par 
transformation des méthodes correspondantes de résolution des jeux), 
la vitesse à laquelle la forme linéaire s’approche de l’optimum décroît 
nettement à mesure que le nombre d'itérations augmente. Autre- 
ment dit, l'expérience des calculs montre que les méthodes itérati- 
ves permettent en un nombre d'étapes relativement petit d'obtenir 
une certaine approximation de la valeur optimale de la forme liné- 
aire, qui ensuite ne devient que très lentement plus précise. 

On en tire deux conclusions qualitatives. 

1. L'utilisation de méthodes itératives de résolution des jeux 
pour calculer un programme optimal n’est apparemment ration- 
nelle que dans le cas où l’on a besoin d'obtenir assez vite une appro- 
ximation grossière de la Solution du problème. 

2. Il se peut que l'application des méthodes combinées qui met- 
tent en valeur les mérites des méthodes itératives et finies, soit 
avantageuse pour la résolution des jeux et des problèmes de pro- 
grammation linéaire de grande taille. La solution approchée d’un 
jeu, fournie par une procédure itérative en un nombre d'étapes 
relativement petit, permet de déterminer les programmes du couple 
correspondant de problèmes duals de programmation linéaire. 

La méthode des gradients, exposée dans [87] (chapitre 9, $ 5), 
permet de passer de chacun de ces programmes à un programme de 
base du problème correspondant de programmation linéaire. 

Il faut s'attendre à ce que le choix du programme de base ainsi 
calculé comme programme de base initial permette de diminuer 
le nombre d'étapes nécessaires pour résoudre le problème à l’aide 
d’une des méthodes finies de programmation linéaire. 


Exercices 


1. Montrer que tous les points-selles d'une matrice de paiement détermi- 
nent la même valeur du jeu. 


2. Démontrer l'inégalité 


max min|| a;j| < min max|| a;;||. 


Montrer que cette inégalité se transforme en égalité si et seulement si la 
matrice de paiement possède un point-selle, 
7 3. Démontrer l'inégalité 


max min M < min max M, 


où M — M (U, W) est la fonction de paiement du jeu. Montrer que cette iné- 
galité se transforme en égalité si et seulement si le jeu possède un point-selle 
(U*, W*). 

4. Soit || a;;l| > 0 la matrice de paiement d’un jeu. Montrer que pour que 
la valeur du jeu » soit positive il faut et il suffit que chaque colonne de la matrice 
compte au moins un élément positif. 
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5. Considérons le problème de programmation linéaire 
n 


Ÿ cjrj + max, 

j=1 
mm 
D ajjrj bi, i=1,2,...,m; 
j=1 


zj2>0, j—1,2,...,n. 


SUPPOSONS que ay > 0, b>0, > 0, i1—1,...,m; j—1,...,n, 
et que chaque colonne de la matrice || &;;ll compte au moins un élément positif. 
Montrer que si U* = (u*, ..., um) et We = (wY, ..., w*) sont des stratégies 
optimales des joueurs et v la valeur du jeu à matrice des gains 


a;j 


aisll — Bye 


? 


les vecteurs X* et Y* aux composantes 


w* u* 
ZŸ — ) y? — ! = 1, 2, CR X m ; j=1, 2, a N, 
1  cjv ? t by” 


sont solutions du problème considéré de programmation linéaire et de son dual. 
6. Construire un jeu matriciel équivalent au problème de programmation 


linéaire 
Sz1 + ze + 223 + 5x, + 3x; — max, 
271 + ze + 3x, + 2rs K 4, 
Br2 + Zs + 2x4 + 9x5 K 9, 
4zy + 22e + OZ, + 315 < 8, 
zj > 0, j = 1, 2, 3, 4, 5. 
7. Soit un jeu matriciel à matrice de paiement 
2 3 5 
6 4 2 
15 8 0 


. Construire un couple équivalent de problèmes duals de programmation 
inéaire. 

8. Montrer que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une stratégie 
pure e, du premier joueur soit essentielle est que l'égalité 


epA W® = v 
soit vérifiée par toutes les stratégies optimales W* du deuxième joueur. 


9. Montrer que dans tout jeu matriciel, la différence entre les nombres m, n 
de stratégies essentielles des joueurs est égale à la différence entre les dimensions 
Pur Pw des polyèdres des stratégies optimales des deux adversaires. 

(Indication : il résulte du théorème 1.2 du chapitre 5 de [87] et de l'exercice 8 


que pP, = m—p, p, —= nr — p, où p est le rang de la matrice composée des 
éléments qui figurent à l'intersection des lignes essentielles et des colonnes 
essentielles de la matrice du jeu.) 

10. Démontrer la proposition 4° du $ 2.3 du présent chapitre. 

11. Composer le schéma bloc de la résolution d’un jeu à l’aide du deuxième 
algorithme de la méthode du simplexe. 
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12. Composer le schéma de résolution d’un jeu à l’aide d’une méthode 
combinée utilisant la méthode du jeu fictif et la méthode des gradients pour 
calculer le programme de base initial, et le deuxième algorithme du simplexe 
pour déterminer le programme optimal du problème correspondant de pro- 
grammation linéaire (ci. $ 4.3). 

13. Composer un schéma de calcul pour la résolution du problème de pro- 
grammation linéaire par la méthode combinée de l'exercice 12. 

14. Résoudre le jeu 


3 2 3 1 
4 4 04 3 
4 5 3 6 4 

3 24 3 2 


l’aide du deuxième algorithme de la méthode du simplexe. 

15. Comparer le nombre d'’itérations nécessaires pour obtenir une solution 
approchée du jeu de l'exercice 14 (jusqu’à l'obtention de ôv = 0,05) avec les 
variantes suivantes de la méthode du jeu fictif: 

a) choix simultané des stratégies; 

b) choix séquentiel des stratégies; 

c) choix simultané des stratégies et application de la modification (cf. $ 4) 
assurant à chaque itération le changement de stratégie par au moins l’un des 
adversaires. à 

46. Trouver une solution approchée du jeu de l'exercice 14 en se servant 
de la méthode itérative de von Neumann. de limiter au nombre d'itérations 
qui fournissent l'estimation @Ots 0,1. 

17. Résoudre à l’aide d’une méthode combinée (cf. exercices 12 et 13) le 
problème suivant de programmation linéaire: 


z1 + 2xo + Sra + 4rs + 5rs — max, 

2x: + 2+ 3 + 25 <3, 

Zi + 32 + 2r3+ x < 6, 

T1 + 2ze + 4x3 + Dxs + Brs KT, 
zj > 0, j — 1, 2, 3, 4, ». 


18. Montrer que le couple de problèmes duals de programmation linéaire 
(2.12)-(2.13) est équivalent à un jeu matriciel à matrice de paiement 4. 
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Chapitre 3 


PROGRAMMATION PARAMÉTRIQUE 


La programmation paramétrique est une branche particulière 
de la programmation mathématique, qui étudie la théorie et les 
méthodes économiques de résolution des problèmes extrémaux con- 
ditionnels dans lesquels les critères de qualité ou les conditions 
dépendent d’un ou de plusieurs paramètres. 

On considère ici le cas de la programmation linéaire paramétri- 
que. 

Les K 1, 2 étudient en détail les problèmes dont les coefficients 
des formes linéaires ou les composantes des vecteurs des contraintes 
dépendent linéairement d’un seul paramètre (cas C — C” + AC” 
ou B = B + uB”). 

Le $ 3 est consacré à l'examen de cas plus complexes. On y don- 
ne un algorithme de résolution des problèmes où les coefficients c; 
et b; dépendent linéairement d’un paramètre (généralisation des 
schémas de calcul des deux paragraphes précédents). On décrit ensuite 
une méthode de résolution du problème paramétrique dont un vecteur 
des conditions dépend linéairement d’un paramètre. Cette méthode se 
ramène aisément au cas où le paramètre entre linéairement dans l’une 
des lignes de la matrice des conditions du problème. A titre de conclu- 
sion du paragraphe, on expose le schéma général d’un algorithme de 
programmation linéaire paramétrique dans lequel le paramètre se 
trouve dans tous les éléments de la matrice complète des conditions 
du problème, la dépendance du paramètre n'étant pas seulement 
supposée linéaire (elle peut être définie par des fonctions analyti- 
ques quelconques). 

Les premiers travaux de programmation paramétrique sont dus 
à S. I. Gass et T. Saaty [19], [20]. Ils se rapportent aux problèmes 
étudiés aux $ 1 et 2. Signalons également l'ouvrage [44], consacré 
au problème de programmation linéaire dont l'un des vecteurs des 
conditions dépend linéairement d'un paramètre. 

La nécessité de la programmation paramétrique est définie par 
de nombreuses circonstances. Les problèmes pratiques comptent en 
général plusieurs paramètres initiaux dont on connaît non pas les 
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valeurs précises mais certaines marges possibles de leur variation. 
C'est pourquoi l'étude de la façon dont le programme optimal d’un 
problème dépend des variations de certains paramètres des conditions 
de ce problème se trouve être souvent l’unique possibilité de motiver 
le choix de telle ou telle solution. 

Ensuite, nombre de problèmes pratiques de planification et de 
gestion sont des problèmes dynamiques. Le mode le plus naturel 
de mise en évidence de la dynamique de la solution, qui consiste à 
calculer les programmes optimaux de plusieurs problèmes associés 
à des époques différentes, exige en général un travail excessif. Dans 
ces conditions, l'application des méthodes de la programmation 
paramétrique peut être très efficace. 

Enfin, dans plusieurs cas,.les organismes de planification et de 
gestion ou les réalisateurs de projets de systèmes jouissent d'une 
certaine liberté dans le choix des données de départ déterminant le 
problème de programmation mathématique auquel se ramènent la 
planification, la gestion ou l'élaboration du projet. Dans de tels 
cas, la programmation paramétrique constitue un outil utile, qui 
permet de calculer par une voie économique les moyens d’action 
admissibles les plus rationnels sur les conditions du pfoblème. 
D'autres applications encore de la programmation paramétrique sont 
formulées au $ 4. On y trouve notamment le procédé économique de 
résolution des problèmes de programmation linéaire qui diffèrent 
par une condition supplémentaire des modèles pour lesquels on dis- 
pose de méthodes d'analyse simples. Dans ce même paragraphe est 
exposé un algorithme pour la résolution des problèmes de program- 
mation homographique. 

La programmation paramétrique permet également d'estimer la 
stabilité de la solution des problèmes de programmation mathéma- 
tique par rapport aux erreurs aléatoires dans les données initiales et 
aux défaillances des machines. L’estimation de la stabilité est liée 
directement à la question de la sensibilité de la solution des problèe- 
mes de programmation linéaire à une éventuelle variation des con- 
ditions du problème. Cette question fait l’objet du $ 5. 


$ 1. Cas C — C’+2C” 


1.1. Supposons que le polygone représenté figure 3.1 réponde au 
‘ domaine de définition du problème de programmation linéaire et que 
la droite MN à vecteur directeur C corresponde à la forme linéaire 
du problème. En déplaçant parallèlement à elle-même la droite MN 
dans le sens d’un accroissement de la forme linéaire, on aboutit au 
sommet À, image géométrique du programme optimal. La figure 
montre que le sommet À du polygone des conditions ne fait pas que 
répondre à la solution du problème pour la forme linéaire définie par 
la droite MN à vecteur directeur C. Ce même sommet reste encore 
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optimal si l’on remplace MAN -par toute droite disposée entre les 
droites MN, et M3N3 (MoN || AB, MaN3 || GA). 

Imaginons maintenant que les coefficients de la forme linéaire 
dépendent d’un certain paramètre À, la droite MN correspondant à la 


Fig. 3.1 


valeur À — À, les droites MN: et MAN: aux valeurs À = À et À — 


— À, et la variation de À de À à À étant associée à une rotation de MN 


dans le sens des aiguilles d’une montre. 

Lorsque À = À, le programme optimal du problème est associé 
au sommet À, et la valeur optimale de la forme linéaire à la droite 
MiN;. Modifions progressivement la valeur du paramètre À. La 
droite MAN pivote alors autour du point O. Toutefois, tant que son vec- 
teur directeur C ne sortira pas de l'angle formé par les vecteurs direc- 
teurs C: et C; des droites M,N, et MAN, le sommet À correspondra 
invariablement au programme optimal du problème. Avec À = À 


(à = À), la droite MN devient parallèle au côté AB (GA) du poly- 
gone des conditions. Le problème correspondant de programmation 
linéaire a une solution qui n’est pas unique. Le côté AB (ou GA) du 
polygone est l’image de l’ensemble des programmes optimaux du pro- 
blème considéré. La variation aussi petite que l’on veut de À détermi- 
nera un problème de programmation linéaire à programme optimal 
nouveau. L'image de la nouvelle solution est le sommet B (ou G). 
La variation ultérieure de À dans la marge définie laisse invariable 
le programme optimal. En poursuivant le processus ainsi décrit, on 
peut découper la marge imposée de variation de À en un nombre fini 
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de parties, dont chacune correspond à une famille de formes linéaires 
qui atteignent toutes leur valeur maximale au même point du do- 
maine de définition du problème. 

Si, au lieu d’un polygone convexe, on considère un ensem- 
ble convexe, il est alors facile de définir à partir de considérations 
géométriques les limites de la marge de variation de À qui correspond 
à une forme linéaire infinie dans son domaine de définition. Il en est 
de même dans les espaces de plus grande dimension. 

Supposons qu’un sommet À de l’ensemble convexe des condi- 
tions corresponde à la forme linéaire optimale dont l’image géométri- 
que est donnée par l’hyperplan Æ au vecteur directeur C’+2AC”. Lors- 
que À varie, le vecteur directeur de l’hyperplan de la forme linéaire, 
qui contient le point À, subit une rotation, et pour une certaine 


valeur À du paramètre À l'hyperplan } peut balayer l’arête de l’en- 


semble (par exemple, l’arête AB). Avec À = À, l’optimum dela 
forme linéaire s'obtient en chaque point de l’arête AB. Lors de la 
variation ultérieure de À, on peut déterminer un intervalle dont tous 
les points correspondent à la même solution, qui a pour image géo- 
métrique le point B voisin de-A. On observe toujours une telle situa- 
tion dans le cas bidimensionnel. La procédure de résolution d’un 
problème multidimensionnel peut cependant donner également lieu 


à d’autres situations. Il se peut, notamment, qu'avec À = À l'hyper- 
plan de la forme linéaire soit parallèle à la face l d’un ensemble con- 
vexe des conditions de dimension supérieure à l’unité. Dans ce cas, 
la variation ultérieure de À n’aboutira pas forcément à un sommet de 
l’ensemble convexe voisin de À. De cette façon, deux sommets de 
l’ensemble convexe associés aux solutions du problème relatives à 
deux intervalles voisins de variation du paramètre À ne sont absolu- 
ment pas astreints à être voisins. 

Dans le cas où les coefficients de la forme linéaire dépendent liné- 
airement du paramètre À, une modification négligeable de la métho- 
de du simplexe permet de construire successivement en un nombre 
fini d’itérations les programmes optimaux pour toute la marge de 
variation du paramètre À et de faire ressortir le domaine (s’il existe) 
où le problème est insoluble parce que la forme linéaire est infinie. 

1.2. Considérons le problème paramétrique suivant. Déterminer 
pour chacun des À d’un certain ensemble le vecteur X1 qui maximise 


la forme linéaire 
n 


L= D cjxj= D (c; + Ac) z; (1.1) 


j=1 J2=1 
sous les conditions 


D ait; = bi, i—1,2,...,m; (1.2) 
J=1 
z2,2>0,j—=1,2,...,n. (1.3) 


452 PROGRAMMATION PARAMÉTRIQUE (CH. 3 


Nous dirons que la base du programme de base du problème 
(1.1)-(1.3) est optimale pour un certain À si les estimations par rap- 
port à cette base de tous les vecteurs des conditions, calculées avec 
À donné, sont non négatives. L'ensemble complet des valeurs du 
paramètre À pour lesquelles la base est optimale s'appelle ensemble 
d'optimalité de cette base. 

Examinons comment se modifie la solution du problème (1.1)- 
(1.3) avec la variation du paramètre À. Utilisons n'importe quel algo- 
rithme de la méthode du simplexe et cherchons la solution du problè- 
me pour un certain À = À. Après un nombre fini d'étapes nous abou- 
tirons au programme optimal (cas 1°) ou à la forme linéaire (1.1) 
infinie sur l’ensemble des programmes du problème (cas 2°). Consi- 
dérons chacun de ces cas isolément. 

(Le cas où les conditions (1.2)-(1.3) sont incompatibles ne pré- 
sente pas d'intérêt, du fait que, quel que soit À, le problème n’a pas 
de programmes.) 

1°. Calculons les-estimations A; (À) des vecteurs À; par rapport 
à la base optimale trouvée 4,,, ..., 4; (pour À = À) du problème 


A; (à) = 2 ci, (A) Gi,5 —Cj (À) =2à Ci ti ji —Ci+À [ 2 Ci Ti, — Ci]: 


Introduisons la notation: 


Il vient 
À; (à) — A; + AA 2. 


La base étant optimale pour À = À, 
A;() >0,j—=1,2,...,n, 
c'est-à-dire que le système d’inégalités 
Any+AAp 20, j=1,2,...,n (1.4) 


est compatible. Pour tout A; << 0, les inégalités du système peu- 
vent être mises sous la forme 


et pour tout Az: >0,ona 
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Introduisons la notation: 


— oo si tous les Ap<0; 


1.5 
. ( AYr } ( ) 
min — , 
= 4 4j2<0 Ba 
oo si tous les A; >0. 
Par définition, la base considérée 4;,, 4:,,..., À; est opti- 


male ‘pour celles et seulement celles des valeurs de À qui vérifient 
le système d'’inégalités (1.4). 

Par conséquent, l’ensemble d’optimalité de la base considérée se 
compose de toutes les valeurs finies de À qui vérifient la condition 


1< 1 À. 

Cette conclusion peut s'énoncer sous la forme de la proposition 
suivante. 

Théorème 1.4. Les nombres À et À caractérisent entièrement 
l'ensemble d'optimalité E (à, À) de la base donnée: 

si À > E (à, À) est un ensemble vide ; 

siA =, E (A, À) est le point À = À = À; 

Si — 00 <A<A< oo, E (à, M est le segment (A, A; 


si À = — ©, À<o, E (à, À) est la demi-droite [—o, À]; 
Si — oo << À, À = oo, E @, À) est la demi-droite (A, oo | ; 
si À = — oo, À =0o,E£E (A, À) est toute la droite. 


Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que chacune des éven- 
tualités indiquées par le théorème est effectivement réalisable 
(cf. exercice 1). 

Passons maintenant à l'exploration du problème (1.1)-(1 3) pour 
les valeurs de À > À. Il est logique de considérer ici que À oo, 
c'est-à-dire de supposer que parmi les nombres A; il en est qui sont 
négatifs. Soit À l’un des indices définis par la relation 


A= min (—%4)— 4%, A,<0. (1.6) 


Il est clair que A, (à) = 0. Examinons les deux possibilités sui- 
vantes. 

a) Toutes les composantes xz;, de la décomposition du vecteur 
des conditions À, par rapport aux vecteurs de la base sont non posi- 
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tives. Sous cette condition, la forme linéaire du problème, pour 
À >> À, est infinie dans son domaine de définition. En effet, dans ce 
cas, 
An (À) = An (À) + (À — À) Au2 = (À — À) Ay2 < 0 
pour À >> À. 


Cette inégalité, jointe à la condition z;, < 0 pour tout ë, est un 
critère d'absence de solution du problème pour la méthode primale 
du simplexe (cf. $ 2 du chapitre 7 de [87]). 

b) L’une au moins des composantes z;, est positive. En pour- 
suivant la résolution du problème par la méthode primale du sim- 
plexe, on introduit dans la base le vecteur À; tel que 


Ar (à) = 0 et Asz <0, 
et on élimine de la base le vecteur À, tel que 
TrO : _Zi0 
= = min —<—, 0. 
zx LS NET Th > 


La nouvelle base est une base optimale au moins pour À = À. 
En effet, d’après les formules associant les paramètres des deux 
itérations successives de la méthode primale du simplexe 


AS(A)=A;(A)—<L A (A), j=1,2,...,n. 


Trh 


Pour À — À, on a 
A4 = A, 020, j=1,2,..,n. 


Par conséquent avec À = À, les inégalités 
An +AA4»>0,j=1,2,...,n (1.7) 
sont compatibles. 
Les inégalités (1.7) peuvent être également compatibles avec 
À > À; toutefois, le système (1.7) n’est pas satisfait par n'importe 
quel À << À. 


En effet, lors du passage à la nouvelle base, les paramètres A; 
et A; se transforment d'après les formules 


, T 
A = A — 22 AYTE 


rh 
= po 
À À j2 Zrh Ah2- 
Le vecteur À, appartient à la base. Par suite, 
À: — A2 = 0 
et 
A Aa , Ah 
A4 = "1 9 = — k2 . (1.8) 


Th Trkh 
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Pour toutes les valeurs de À qui vérifient (1.7) a lieu en particu- 
lier l'inégalité 
A1 + A2 20, 
ou, cn raison de (1.8) et de la positivité de z,z, 
* Au + Au < 0. 


Par construction A,2 << 0. Aussi pour tout À qui satisfait à la 
relation (1.7), on a l'inégalité 


Le résultat obtenu peut être énoncé sous la forme de la proposi- 
tion suivante. 


Théorème 1.2 Soit À << o et l'indice k défini par la con- 
dition (1.6). 

a) Si znLO (i—1, 2, ..., m), pour tout À >} la forme 
linéaire (1.1) est infinie sur l'ensemble (1.2)-(1.3). 

b) Si certains des nombres x;, sont positifs, en introduisant dans 
la base disponible le vecteur A, suivant les règles usuelles de la méthode 
primale du simplexe, on obtient une base nouvelle, dont l'extrémité 
gauche }À' de l'ensemble d'optimalité est À. 

Ainsi, la procédure de résolution du problème paramétrique pour 
À >> À consiste à suivre les bases de ses programmes voisins, la borne 
droite de l’ensemble d'optimalité de la base précédente constituant 
la borne gauche de l’ensemble d’optimalité de la base suivante. 
La procédure s’interrompt sur l’obtention d’une demi-droite qui 
constitue soit l’ensemble d’optimalité de la dernière base, soit 
l’ensemble dans chaque point intérieur duquel le problème n'a pas 
de solution. | 

Il est aisé de s’assurer qu’en utilisant, pour choisir le vecteur 
à éliminer de la base, la règle de la méthode du simplexe qui permet 
d'éviter le cyclage, nous suivrons les bases différentes du problème. 

Supposons, en effet, que deux bases B, et B,4:, obtenues au cours 
de la discussion du problème, coïncident. Soient À et À les bornes 
inférieure et supérieure de l’ensemble d’optimalité de la base B = 
= B,=B,},,. La proposition b) du théorème 1.2 entraîne que 


1>T. 


ce qui signifie que l’ensemble d’optimalité de la base B est constitué 
d’un point unique, À — À — À, d'où il résulte que À est également 
ensemble d'optimalité pour chacune des bases intermédiaires 


Bs+i . Bs+i-1. 
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C'est pourquoi les conditions 
AP ()=0, AfS < O0 


constituent le critère de sélection du À, à inclure dans la base 
Bs4r (OL tLI—1). | 
Ainsi, le déplacement suivant les bases B,, . .., B,+1 s'effectue 
selon les règles de la méthode primale du simplexe, appliquée au 
problème auxiliaire de maximisation de la forme linéaire 


2 CT] (1.9) 
sous les conditions (1.2)-(1.3) et sous la contrainte supplémentaire 
z; =0si jé, (1.10) 


où J est l’ensemble des indices j tels que 
AS ( = 0. 


Etant donné ensuite que la méthode primale du simplexe rend le 
cyclage impossible, on aboutit à la condition 


BP, Bistr 


qui contredit notre hypothèse et démontre par là même la proposition 
énoncée. 

Ainsi, au cours de la discussion d’un problème paramétrique, 
le retour à une base déjà dépassée est impossible. Par conséquent, 
la procédure toute entière trouve place en un nombre fini d’itérations. 

Nous avons considéré jusqu’à présent le problème pour des valeurs 


de À situées à droite de À, borne droite de l’ensemble d’optimalité 
de la base initiale. 

La discussion du problème (1.1)-(1.3) pour À << À se conduit de 
façon analogue. La différence consiste seulement en ce que la rela- 
tion (1.6) est remplacée par 


h= max (—%H)= Ut, 4,0. (1.11) 
— Aj>0 2 

L'exploration du cas 1° est'ainsi achevée. 

1.3. Il reste à examiner le cas 2°, où la procédure de résolution 
du problème (1.1)-(1.3) pour À — À, se termine par la construction 
d’une base vérifiée par les conditions d'absence de solution réalisable 
du problème 


Ay = Ani+ hoAze € 0, 
Tin L O pour i = 1, 2, ..., m, (1.12) 


où À, est un certain vecteur qui n'entre pas dans la base. 
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Pour A42 = 0, les relations (1.12) sont respectées quelle que soit 
la valeur du paramètre; le problème (1.1)-(1.3) n’a pas de solution 
sur tout l'axe des À. Si A,2 > 0, les conditions (1.12) sont observées 
pour toutes les valeurs de 


Ant. 

À <= AR , 
si par contre Ay2 << 0, ces conditions sont vérifiées pour tout À > À4. 
Donc, pour A2 > 0, le problème (1.1)-(1.3) n'a pas de solution 
à gauche de À4, et avec A, << 0 il ne l’a pas à droite de À;. Posons, 
pour fixer les idées, A;,2 > 0 (la deuxième possibilité demande un 
examen analogue). L'analyse du problème paramétrique sur la demi- 
droite À > À{ débute par la résolution du problème pour À = À, en 
partant de la base disponible. Si la procédure s'achève par l’obten- 
tion d’une base optimale, l’étude ultérieure s'effectue conformément 
aux recommandations du cas 1° données ci-dessus. Mais si cette pro- 
cédure prend fin en révélant l'absence de solution du problème : 


As (M) = An + MA: < 0, (1.13) 
tZis LO pour i = 1, 2 .. 5 M, 


la marche de l’analyse ultérieure dépend du signe de A: Dans le cas 
où A; << 0, les conditions (1.13) définissant l'absence de solution 
restent valides pour tout 

A; 

A’ ° 


S 


A>h= — 


Compte tenu du fait que dans le cas présent À, est plus grand que 
À: et que le problème paramétrique, comme on l'avait établi aupara- 
vant, n’a pas de solution à gauche de À;, on aboutit à la conclusion 
que le problème étudié est insoluble pour toutes les valeurs du para- 
mètre À. Cette même conclusion est justifiée évidemment pour A’: — 
= (. 

Si par contre A; >> 0, les conditions d'absence de solution (1.13) 
restent vraies pour tout À << À, et de plus, À2 >> À,. Lorsque cette 
éventualité se réalise, on en tire la conclusion que le problème (1.1)- 
(1.3) n’a pas de solution à gauche de À, et l’on passe à l’examen du 
cas À — À. La marche à suivre ultérieurement est déterminée par 
les règles déjà décrites, à cette différence près que À, est remplacé 
par À. En un nombre fini d'étapes (cf. exercice 2), on établit que le 
problème (1.1)-(1.3) est irréalisable sur toute la droite À, ou bien, 
ayant obtenu la base optimale pour une certaine valeur du paramètre 
À, on se retrouve dans les conditions du cas 1°. 

Ainsi, la méthode décrite permet dans n'importe quel cas de pour- 
suivre jusqu’au bout l'exploration du problème paramétrique en un 
nombre fini d'étapes. 
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1.4. Voici quelques remarques au sujet de l'algorithme de la 
méthode décrite de programmation linéaire. 

La solution du problème est recherchée d’après les règles généra- 
les du premier ou du second algorithme de la méthode primale du 
simplexe (cf. [87], chapitre 8). Indiquons seulement ici certaines par- 
ticularités de la procédure de calcul, associées à la programmation 
paramétrique. Au lieu d’une ligne d'’estimations des vecteurs des 
conditions [(m + 1)-ième ligne des tableaux du premier algorithme 
ou ligne À du tableau auxiliaire du deuxième algorithme] on intro- 


A 
duit trois lignes A4, A jo et— 7 pour le cas 1° et deux lignes A; + 


+ AA; et A;2 pour le cas 2°. (Pour le calcul du programme de base 
initial, bien entendu, les lignes supplémentaires ne sont pas néces- 
saires.) 

La procédure de résolution du problème paramétrique débute 
par sa discussion (suivant les règles générales de la méthode du sim- 
plexe) pour une certaine valeur de À = À,. L'analyse se termine par 
le cas 1° ou le cas 2°. 

Après une mise en évidence du cas 1°, on introduit, comme on l’a 


À : 
déjà dit, trois lignes d’estimations. De plus, dans la ligne — "7 on 


À j2 
ne remplit que les cases qui correspondent à A, << 0. 

Si toutes les cases de la dernière ligne restent vides, la base couran- 
te est optimale pour tout À > Às. S'il n’en est pas ainsi, l’indice de 
l'élément minimal de cette ligne détermine le numéro du vecteur 
à inclure dans la base, et la valeur de cet élément minimal coïncide 
avec la borne droite de l’ensemble d’optimalité de la base courante. 

Si l'étude préalable du problème aboutit au cas 2°, A,2<0 
définit l’absence de solution pour tout À > Ào, et Ayo >> 0 impose 
de remplir les lignes 


. An 
A ji + MAyo (4 = 5) et ÀAjs. 


Le choix du vecteur à ajouter à la base est déterminé par l’un 
des éléments négatifs de la première ligne. 

Nous nous sommes bornés ici à un examen sommaire de l’algo- 
rithme adapté à l'exploration du problème paramétrique pour 
À > do. Si la nécessité se présente d'étudier le problème à gauche du 
point À, il faut modifier l’algorithme en apportant des corrections 
naturelles déterminées par le contenu des articles précédents: dans 


À ji 
le cas 1°, on ne remplit dans la ligne — <= que les cases qui cor- 
J= 


respondent à A;2 > 0, le vecteur à introduire dans la base étant 
déterminé alors par l'élément maximal de cette ligne; dans le cas 
2°, la procédure n'est poursuivie qu'avec Az2-<< 0 (la condition 
Ax2 > 0 traduit l’absence de solution à gauche du point À). 
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Si l'analyse préalable du problème conduit au cas 2°, on aboutit 
au bout d’un nombre fini d'étapes à une solution irréalisable du 
problème (à gauche ou à droite de À), ou bien l’on passe au cas 1°. 
L'étude du problème d’après les règles du cas 1° s'achève en un nom- 
bre fini d’itérations soit par la construction d’une base dont l’ensem- 
ble d’optimalité est une demi-droite, soit par la mise en évidence 
d'une demi-droite à l’intérieur de laquelle le problème n'a pas de 
solution (la direction de la demi-droite correspond à celle de la 
modification du paramètre lors de l’analyse du problème). 

Au cours de la résolution du problème paramétrique il est plus 
avantageux de se déplacer dans une direction fixée. Si la marge impo- 
sée de variation du paramètre À est une demi-droite ou un segment, 
on a donc intérêt de commencer les calculs par l’une de ses extré- 
mités. Si par contre le problème doit être exploré sur tout l’axe À, 
on peut choisir pour origine À — oo ou À — — (dans le premier 
cas, l'étude préalable impose la maximisation de la forme linéaire 


n 
> CjTj ; 
J=1 


dans le deuxième, elle se ramène à la minimisation de cette forme). 

Pour finir, insistons sur la conclusion suivante tirée du contenu 
du présent paragraphe. 

Dans le casC — C' + ÀC”, la procédure de calcul de la programma- 
tion paramétrique peut être considérée comme celle de résolution du 
problème par la méthode primale du simplexe avec l'application d'une 
règle particulière de choix du vecteur à ajouter à la base et des critères 
spéciaux pour mettre fin aux calculs. 


1.5. Considérons un exemple. Maximiser pour toutes les valeurs de À 
la forme linéaire 


Li (X) = (2 + 3À) si + (—1 + 2À) ze + Ars + 4x 
sous les conditions 
Z + 2r2 + xs + 3x, < 7, 
—3zry + 4xs + Irs — x, L'19, 
2zy — 912 + 2zs + 2x, K 2, 
z, > 0, j = 1, 2, 3, 4. 

Introduisons les variables non négatives additionnelles x;, x, et x; et rame- 
nons les conditions-inégalités à des égalités. Commençons la résolution du 
problème à partir de la base initiale 4:, A6, A7- 

Le problème est résolu par le premier algorithme de la méthode primale 


du simplexe. La procédure est portée sur le tableau 3.1. Trois itérations seulement 
conduisent au programme optimal du problème avec À — 0. Les lignes A2 


et (-%) ne deviennent nécessaires qu’à la troisième itération, lorsqu'on 
a obtenu la base optimale pour À = O. 
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Dans la ligne —5:) , le plus petit élément répondant à des valeurs 
2 


négatives de A2 est égal à 2/65 et correspond au vecteur des conditions 41, 
et le plus grand élément répondant à des valeurs positives de A;2 est égal à —9/2 
et correspond au vecteur A4:. 

Par conséquent, une base, optimale avec À = 0, reste encore une base . 
de la solution du problème sur le segment {—9/2, 2/65]. Pour se déplacer à gauche 
le long de l'axe À, il faut introduire dans la base le vecteur A3, et pour se déplacer 
à droite, il faut introduire le vecteur A1. Ajoutons d’abord à la base le vecteur 4. 
On voit dès la première itération que tous les A;2 sont non positifs. Cela signifie 
que la base As, 4e, A4, optimale avec À — —9/2, constitue encore une base 
de la solution pour tous les points de la demi-droite [— ©, —9/2]. Introduisons 
maintenant dans la base de la solution correspondant au segment —9/2 < 
< À < 2/65 le vecteur des conditions 41. Dès la première itération, tout A2 
devient non négatif. Cela signifie que la base A2, As, A1, optimale avec À = 2/65, 
constitue pacore une base de la solution pour tout À appartenant à la demi-droite 

69, oc]. 

Ainsi, pour le problème considéré, l’axe À peut être divisé en trois parties. 
Pour les points de la demi-droite [—c, —9/2], la base de la solution est com- 
posée des vecteurs A4, A:, A6, le programme optimal est égal à X = (0, 0, 0,1, 
4, 16, 0), et le maximum de la forme linéaire est égal à 4. Sur le segment 
[—9/2, 2/65], la base optimale est constituée des vecteurs A2, A4, 46, la solu- 
tion est égale à X — (0, 8/19, O0, 39/19, O, 292/19, 0) et le maximum de la forme 


linéaire est égal à RS, . Enfin pour les points de la demi-droite [2/65, |], 


la base de la solution est composée des vecteurs A1, 42, A6, le programme opti- 
mal est égal à X — (13/3, 4/3, 0, 0, 0, 68/3, 0) et la valeur maximale de la forme 


linéaire est égale à 2777 . 


1.6. Comme nous l’avons montré aux paragraphes précédents, 
dans le cas où le problème (1.1)-(1.3) est résoluble pour plus d’une 
valeur du paramètre à, l’axe À tout entier peut être divisé en segments 


[Ar has), [A «1, Àct-0) 1, ee) [A 4; Al, . 
e » [Are Ari), [A1 hr] 


et en demi-droites 
(—0c0, À +], [As co), 


qui jouissent des propriétés suivantes : 

chaque segment est un ensemble d’optimalité d’une certaine base; 

chaque demi-droite est un ensemble d’optimalité d’une base, ou 
bien est composée de points À (à l'exception de l'extrémité) pour 
lesquels la forme linéaire (1.1) n’est pas bornée supérieurement sur 
l’ensemble convexe (1.2)-(1.3). 

Soit À, la frontière entre deux ensembles d'optimalité voisins 
(deux segments ou un segment et une demi-droite) dont celui de gau- 
che correspond à la base B, et celui de droite à la base B,;,.. 
D'après l’algorithme de programmation paramétrique décrit ci- 
dessus, le passage de B, à B..,, s'effectue généralement en plusieurs 
itérations, l’ensemble d'’optimalité de chaque base intermédiaire 
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étant le point À — À. Il résulte de la règle de choix du vecteur à 
inclure dans la base que le processus de déplacement de B, vers 
Bs+1 est équivalent à la procédure de résolution du problème auxi- 
liaire qui consiste à maximiser la forme linéaire (1.9) avec les condi- 
tions (1.2), (1.3) et la contrainte supplémentaire (1.10) (nous avons 
déjà utilisé cette circonstance pour prouver que l'algorithme est 
fini). L'interprétation géométrique de l’ensemble des conditions 
du problème auxiliaire est donnée par la face de l’ensemble connexe 
(1.2)-(1.3) qui est balayée par la forme linéaire (1.1) lorsque À = À.. 

Introduisons une fonction f (À) pour ceux des points À pour les- 
quels le problème (1.1)-(1.3) a une solution réalisable en l’égalisant à 
Ja valeur maximale de la forme linéaire (1.1) sous les conditions 
(1.2)-(1.3). 

Il est clair que le domaine de définition £ de la fonction f (4) est 
soit une droite, soit une demi-droite ([À_,, oo) ou (—c, À,Ï), soit 
un segment [Az, À]. 

Soit X, le programme de base associé à la base B,. Par définition, 
X.est une solution du problème (1.1)-(1.3) pour tout À appartenant 
à l'ensemble d’optimalité ÆE, de la base B,. Par conséquent, 


f(Q) = L'(Xs) + AL" (X 3), 
si À E,, où 


L'(X)= À city, L'(X)= 2 CjTj. 


Puisqu’au cours du passage de X, à X,44 la forme linéaire L'" (X) 
du problème auxiliaire est maximisée, 


L' (X,) <L” (X 541) (1.14) 


Si la relation (1.14) est vérifiée en tant qu'égalité stricte, cela 
signifie qu’à l’étape donnée seule a changé la base du programme. 
Aussi l'égalité 

L'(Xs) = L'(Xs+41) 


entraîne la coïncidence des programmes ZX, et X:41, bien que, bien 
entendu, les bases B,et B,:, soient différentes (ceci n'est naturelle- 
ment possible que pour un programme de base dégénéré X4 = X' 544). 
Ainsi, le changement du programme optimal en point À, a lieu si et 
seulement si 


L'(X) < L'(Xs41). (1.15) 
Le point À, pour lequel est vérifiée l'inégalité (1.15) est dit 
critique. 
Soit 
Às , he 9 9 Às 
1 ‘2 k 


11° 
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la collection complète des points critiques. Pour tout À € [sir Ass), 


la solution du problème (1. 1)- (1.3) est constituée par un même pro- 
gramme X;. Îl en va de même pour la demi-droite (—o, 4,1 (ou 


(As, col) si elle n’est pas l’ensemble des solutions irréalisables du 


problème (nous désignerons les programmes correspondants par À: 
et X}). Constatons qu'avec i < j, 


L' (Xi) < L'(X)). 


Par conséquent, les segments et les demi-droites formés par les 
points critiques À,, qui divisent l’axe À constituent les ensembles 
d’optimalité complets pour les programmes X, correspondants. Il 
est utile de formuler les conclusions obtenues sous la forme d'une 
proposition unique. 


Théorème 1.3. Si le problème (1. 1)- (1.3) a une solution 
réalisable pour plus d’une valeur de À 

a) le domaine de définition E de la fonction f (D) est soit une droite, 
soit une demi-droite, soit un segment; f (À) est continue sur E; 

b) les points critiques ks; (s’il y en a) divisent E en ensembles E.. 
(segments ou demi-droites) sur chacun desquels f (à) est une fonction 
linéaire ; 

c) un ensemble E,, quelconque est constitué des ensembles d'opti- 
malité des bases d'un même programme de base X\;: 

d) lorsqu'on se déplace de gauche à droite par les points critiques, 
les coefficients angulaires de la fonction linéaire par morceaux f (À) 
croissent monotonement. 

Les points critiques À., et les programmes de base X;, qui déter- 
minent parfaitement la fonction f (À), se calculent successivement 
au cours de l'exploration du problème (1.1)-(1.3) à l’aide de l’algo- 
rithme de programmation paramétrique décrit. Il résulte de la pro- 
position d) du théorème 1.3 que f (À) est une fonction convexe vers 
le bas (cf. exercice 4). 


$ 2. Cas B = B' + uB” 


2.1. La figure 3.2 représente pour le cas le plus simple (m — 2) 
la deuxième interprétation géométrique de la résolution du problème 
de programmation linéaire. Son programme optimal répond au point 
supérieur M d'’intersection de la droité Q et du cône polyédrique Æ 
dont les arêtes correspondent aux vecteurs complets des conditions 
du problème. 

Ajoutons au vecteur des contraintes B” le vecteur uB”. Le dépla- 
cement du point d’intersection de la droite Q et du plan uOu: pro- 
voque le déplacement du point supérieur d'intersection de la droite Q 
et du cône polyédrique X. 
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Si le point M de la face AOF du cône X ne repose pas sur une aré- 
te du cône (c’est-à-dire si le programme de base correspondant du 
problème est non dégénéré), u n'étant pas grand, le point supérieur 
M (pu) d'intersection de Q (u) et de Æ reste sur la même face. La base 
du programme optimal du problème, définie par les vecteurs complets 
dirigés le long de OA et OF, ne change pas. Une augmentation ulté- 
rieure de u peut amener le point supérieur d’intersection de la droite 


Fig. 3.2 


Q (x) et du cône X sur une arête du cône, le long de laquelle la face 
AOF est coupée par l’une des faces voisines. La solution du problème 
correspondant sera un programme dégénéré. Une variation ultérieure 
de u transférera le point M (u) sur la face voisine du cône X. La base 
optimale pour la marge suivante de variation de pu différera de la 
base de la solution du problème pour le segment précédent de la 
variation de u par un vecteur des conditions. 

En poursuivant ainsi la procédure de la variation du paramètre, 
on obtient les segments [u:, u:+1] dont chacun est associé à la même 
base optimale du problème. Il se peut que lorsque u varie, le vecteur 
B (u) = B° + uB” sorte de l’angle F'OE" formé par les vecteurs 
extrêmes des conditions. La droite Q correspondante ne coupe pas le 
cône polyédrique Æ. Le paramètre u se trouve dans le domaine des 
solutions irréalisables du problème. 

Le passage du cas m — 2 au cas m > 2 fait perdre la compré- 
hension immédiate de l’image géométrique, mais garde les conclu- 
sions qualitatives précitées. Les constructions analytiques correspon- 
dantes indiquent la procédure à suivre pour couper en un nombre 
fini d'étapes la marge des variations de u en un nombre fini de sec- 
teurs sur chacun desquels la base optimale ne varie pas avec la varia- 
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tion de u et dégager le domaine (s’il existe) dans lequel la solution 
du problème est irréalisable. 

Remarquons que, comme dans le paragraphe précédent, l'’inter- 
prétation géométrique du problème pour m = 2 ne permet pas d’in- 
terpréter le cas où le passage à la base optimale pour la marge suc- 
cessive de variations du paramètre s'effectue non pas en une, mais 
en plusieurs itérations. 

2.2. Considérons le problème de programmation linéaire para- 
métrique qui consiste à calculer, pour tout u appartenant à un cer- 
tain ensemble de l’axe réel, un vecteur X tel qu’il maximise la forme 
linéaire 

n 


à CT} (2.1) 

sous les conditions 
D eue = bi + nb, i—1,2,...,m; (2.2) 
z12>0,j—=1,2,...,n. (2.3) 


Au lieu du problème (2.1)-(2.3), on aurait pu, certes, examiner son 
dual (dans lequel le paramètre ferait partie de la forme linéaire) 
et l’explorer en faisant appel aux conclusions du $ 1. Toutefois, nous 
préférons recourir ici à une analyse indépendante du problème 
(2.1)-(2.3), fondée sur la méthode duale du simplexe. 

De même que dans la méthode duale du simplexe, la procédure 
de calcul consiste à se déplacer suivant les bases des pseudoprogram- 
mes du problème (2.1)-(2.3). 

Rappelons qu'on appelle base d’un pseudoprogramme ou pseu- 
dobase un système de m vecteurs des conditions linéairement indépen- 
dants par rapport auquel les critères de sélection de tous les vecteurs 
des conditions du problème sont non négatifs. Si, pour une certaine 
valeur du paramètre u, les coefficients de décomposition du vecteur 
des contraintes du problème (2.1)-(2.3) selon les vecteurs de la pseu- 
dobase sont non négatifs, cette pseudobase constitue alors la base 
optimale du problème pour u considéré. Par analogie avec le para- 
graphe précédent, appelons ensemble d'optimalité d'une pseudobase 
l'ensemble complet des valeurs du paramètre y telles que la pseudo- 
base considérée soit optimale. 

Etudions le problème (2.1)-(2.3) pour  — uo en nous guidant 
par les règles de la méthode duale du simplexe. Finalement, on aura 
construit la base optimale pour  — uo (cas 1°), ou bien l’on aura 
mis en évidence l’incompatibilité des conditions (2.2)-(2.3) pour 
U = Ho (cas 2°). 

Le cas où, la forme linéaire étant infinie, le problème n’a pas de 
solution réalisable ne présente aucun intérêt. Le problème est alors 
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insoluble avec tout u, les conditions du problème dual ne dépendant 
pas de u et par conséquent étant incompatibles avec tout pu. 
Considérons d’abord le cas 1°. 
1°. Supposons que la base optimale obtenue se compose des 
vecteurs À;,, ..., A; On a 


B' + oB” = 2 Ai ti, (Lo) - (2.4) 


En résolvant le système (2.4) par rapport à zi(uo), il vient 
Ti, (Mo) = 7 + Lol” = 250 + Mots, S—1,2,...,m, 


où 2 — 21) (s = 1, 2, ...; m) est la solution du système (2.4) 
pour B—B"; 2 — x (s —1, 2, ..., m), la solution de ce 
même système pour B = B”. 
Toutes les composantes de base z;, (Ho) — Zs:0 (Ho) Sont non néga- 
tives. Cela signifie que le système d'inégalités 
Zso (u) = 29 + urŸ 20, s = 1, 2, ..., m (2.5) 


est compatible. 

Les critères A; des vecteurs À; ne dépendent pas de u. C’est pour- 
quoi une condition nécessaire et suffisante d’optimalité d’une pseudo- 
base est que les inégalités (2.5) soient vérifiées. Considérons le systè- 
me (2.9). 

La relation relative au numéro s du système (2.5) est vérifiée 
si avec z®’ >> 0 

Tiù 
D 7: 
et avec r® < 0 


zx) 
U< Ta 
Introduisons les notations 
Fu 
u= | xa»0 (—-): (2.6) 


— oo si tous les r% <0 ; 


. x) 
min (— a)» 
Zz 
sv 


U = x(2) <0 
: (2) 
oo si tous les x >0. 


Le système des inégalités (2.5) étant résoluble, u < pu. 

La pseudobase considérée est optimale pour celles et seulement 
pour celles des valeurs de u qui sont vérifiées par le système d’inéga- 
lités (2.5). Par suite, l’ensemble d'’optimalité de cette pseudobase 
se compose de toutes sortes de valeurs finies de up qui vérifient la 
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condition 
PESTE 

On obtient ainsi la proposition suivante. 

Théorème 2.1. L'ensemble d'optimalité E (u, ) de la base 
considérée est bien défini par les nombres u et Ts calculés d’après les 
formules (2.6) : 

si > E (be, L) est un ensemble vide; 


sil =, Eu, u) est le point U=p=Hp; 

Si —o<u< ms <oœo, E (Le, Lu) est le segment [u, ui] : 

siu = —0o, p<oo, Eu, p) est la demi-droite (—o, y]; 

si p> —o, up =, Eu, p) est la demi-drôite [u, co); 

sp — —oo, p = ©, E (u, u) est toute la droite. 

Il est facile de s’assurer que chacune des 6 éventualités du théorè- 
me 2.1 peut avoir lieu (cf. exercice 5). Examinons maintenant le 
problème (2.1)-(2.3) à droite du point pu = pu (pour pu << u la procédu- 
re est analogue). Tout ceci n’a naturellement de sens que si u << oo, 
c'est-à-dire si parmi les zx? il y a des nombres négatifs. Pour tout 
LEE (u, L), le pseudoprogramme X (u) à base A;,, Az, . . ., A1, 
est solution du problème (2.1)-(2.3). Avec u > u, une ou plusieurs 
composantes de base du pseudoprogramme X (1) peuvent devenir 


négatives. Soit z-o(u) la première des composantes du pseudopro- 
gramme qui change de signe. Pour elle, z% << 0 et 


| z{) 7) 
p= min (—25)= —<$. (2.7) 
xi0 <0 0 ds 
Avec u > u, les vecteurs 4:;,, ..., 4;, ne forment déjà plus 


une base optimale, bien que le vecteur X (u) ne cesse pas d’être 
pseudoprogramme du problème (du fait que A; > 0 indépendamment 
de la valeur du paramètre Li). 

Effectuons une transformation élémentaire du pseudoprogramme 
X (u). D'après les règles de la méthode duale du simplexe éliminons 
de la base le vecteur À,, pour le remplacer par le vecteur À, tel que 
AR . Aj 
= min (— EL )- (2.8) 


x, j <0 


On suppose ici qu'il existe au moins un vecteur À; tel que x;; < 

< 0.S'iln'enest pas ainsi, c'est-à-dire si zr, > 0 avec j = 1, 

.., n, les principes théoriques de la méthode duale du simplexe 

(cf. [87], $ 1, chapitre 9) entraînent qu'avec u > pu le problème 
étudié est irréalisable (puisque z,0 (u) << 0 avec u > ). 
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Les composantes de base des pseudoprogrammes obtenus l’un 
à partir de l’autre par des transformations élémentaires sont liées 
par les relations de récurrence 


Lio (u) = — at” + ux{io” — 


= 24} + urfÿ — au = (270 + Hard) (7), (2.9) 
) (2) 
250 (b)— 2 pa = SLR , 


Les critères A, des vecteurs des conditions sont recalculés d’après 
les formules analogues : 


Aj=A;—" nt Ah. (2.10) 


Montrons que la nouvelle Dseudobase est optimale avec u — m 


et peut l'être avec u > u, mais ne le peut pas avec u << u. En effet, 
il suit de (2.7) et (2.9) que 


zio (U) = Zi0 (u) > 0 
On tire de (2.9) que le pseudoprogramme X” (u) ne peut être un 
programme du problème que si 
Zr0 + LzS?) > 0. 
Trkh 
Mais 2%) < 0, Zrr < 0. Donc, X’(u) ne peut être un programme 
du problème qu'avec 


Les conclusions ainsi obtenues peuvent être énoncées sous la 
forme de la proposition suivante. 

Théorème 2.2 Soit u << © et l'indice r défini par la rela- 
tion (2.7). 

a) Si tr; > O pour j = 1, 2, ..., n, avec p > pu les conditions 
(2.2)-(2.3) du problème sont incompatibles; 

b) Si certains des nombres zx,; (j = 1, 2, ..., n) sont négatifs, 
en éliminant de la pseudobase le vecteur À, E d’ après les regles de la 
méthode duale du simplexe, on obtient une pseudobase nouvelle 
dont l'extrémité gauche u” de l’ensemble d'optimalité est égale à pu. 

Ainsi, la procédure du problème paramétrique avec > 
consiste à se déplacer suivant des pseudobases voisines de ce problè- 
me. Par ailleurs, l’extrémité droite de l’ensemble d’optimalité de la 
pseudobase précédente coïncide avec l'extrémité gauche de l’ensemble 
d’optimalité de la pseudobase suivante. 

La procédure s'achève par la construction de la demi-droite qui 
constitue soit l’ensemble d'optimalité de la dernière base, soit 
l’ensemble tel que les conditions du problème sont incompatibles 
en tout point intérieur. 
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On peut montrer que si, pour définir l’indice # du vecteur à inclu- 
re dans la base, on utilise la règle qui assure l'absence de cyclage dans 
la méthode duale du simplexe, on se déplacera toujours en suivant des 
pseudobases différentes. Les raisonnements respectifs sont analogues 
à ceux du paragraphe 1.2 relatifs au cas du paramètre entrant dans 
la forme linéaire du problème. Nous laissons au lecteur d'effectuer 
ces raisonnements lui-même (cf. exercice 6). Ainsi, tout retour à une 
pseudobase déjà passée est exclu, et par suite, la procédure considérée 
ne dépasse pas un nombre fini d'étapes. 

2.3. Il reste à examiner le cas 2°, lorsque la résolution du problè- 
me (2.1)-(2.3) avec u = u9 montre que ses conditions sont incompa- 
tibles. 

2°. D'après le critère du cas 2°, il y a parmi les composantes 
Zio (lo) = TS + Lozi$ des valeurs négatives, et pour l’une d’entre 
elles, au moins, tout z;; > 0 

Soit 

T0 (Lo) = 2r0 + Hozro < 0; (2.11) 


et, de plus, tout 
Lrj > 0. 


Si x%$ — 0, les conditions d’incompatibilité sont évidemment 
remplies pour toutes les valeurs de pu ; le problème (2.1)-(2.3) est par- 
tout irréalisable. Avec 2% > 0, 

= 
Tro (u) < 0 pour <— 22) = is 
T0 


» 


c'est-à- dire que le problème est insoluble à gauche du point pu. 


Avec x% << 0, 
Zro (u) < 0 pour p > la, 


les conditions du problème sont incompatibles à droite de lu. 
Supposons pour fixer les idées que zŸ >> 0 et explorons le -pro- 
blème (2.1)-(2.3) sur la demi-droite [pu, œ). Appliquons au problème 
paramétrique avec 1 — 4 la méthode duale du simplexe en partant 
de la pseudobase disponible. Après quelques itérations, on obtient 
un programme optimal, ou bien l’on constate que le problème est 

impossible 
Zio (ua) = 2 + pur < 0, 


(2.12) 
zt; > 0 pour j = 1, 2, ...,n. 


La première éventualité nous amène au cas 1°; la discussion 
ultérieure se poursuit suivant les recommandations du paragra- 
phe 2.2. Si, par contre, on est en présence des relations (2.12), celles- 


ci, avec x, < 0, restent évidemment en vigueur pour tout u > lu, 
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alors qu'avec zf> >> 0, elles restent vraies à gauche de 


Par conséquent, la non-positivité de x? signifie que le problème 


(2.1)-(2.3) est insoluble sur tout l’axe des u, et la positivité de ce 
paramètre indique que le problème est irréalisable à gauche du 
point u2 >> qu. Dans ce dernier. cas, l'exploration du problème 
paramétrique se poursuit conformément aux règles déjà exposées, 
à cette différence près que u, est remplacé par u. Après un nombre 
fini d'étapes on aboutit au cas 1°, ou bien on établit que les condi- 
tions (2.2)-(2.3) sont incompatibles pour toutes les valeurs du para- 
mètre u. La démonstration de ce fait est laissée au lecteur (cf. exer- 
cice 6). 

2.4. Choisissons un algorithme de programmation paramétrique 
pour le cas où le vecteur des contraintes dépend linéairement du para- 
mètre. 

La solution du problème débute par le calcul de sa base optimale 
pour l’un des points u, (généralement arbitraire) de la marge donnée 
de variation du paramètre u. Si cette marge est une demi-droite ou 
un segment, il est commode d’aborder le calcul par le point extrême, 
pour avancer pendant la résolution du problème toujours dans le 
même sens. 

La solution du problème pour le point initial u, est recherchée 
par la méthode primale ou duale du simplexe suivant qu’il est plus 
simple de calculer le programme de base initial ou le pseudopro- 
gramme du problème. 

Si au terme de la discussion du problème (2.1)-(2.3) avec u = do 
il apparaît que sa forme linéaire est infinie, on en conclut que la 
solution de ce problème est irréalisable pour toutes les valeurs de pu. 
Si par contre la discussion s’achève par la construction d'un program- 
me optimal (cas 1°) ou par la mise en évidence de l’incompatibilité 
de ses conditions (cas 2°), il faut utiliser la méthode de programma- 
tion paramétrique décrite dans les paragraphes précédents. L’algo- 
rithme de cette méthode s'obtient en modifiant légèrement l’un 
des algorithmes de la méthode duale du simplexe (le premier ou le 
deuxième). Dans le cas 1°, on aura intérêt à remplacer la colonne À, 
du tableau de la méthode duale du simplexe par trois colonnes, 
où figurent dans la première (4;) les composantes zf°”, dans la deuxiè- 

(1) 
me (4°) les composantes zf?, dans la troisième les rapports — 75 . 
10 
Si au cours de l'étude le paramètre u croît (décroît), on ne complète 
alors que celles des cases de la troisième colonne auxquelles corres- 
pondent les x$? < 0 (zf>> 0). 
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Le vecteur à éliminer de la base est déterminé par l'élément 
minimal de la troisième colonne lorsque u croît, et par l'élément 
maximal de cette colonne lorsque u décroît. Pour le reste, l’itération 
est identique à une étape isolée de la méthode duale du simplexe. 
En cas de croissance (de décroissance) du paramètre pu, l'élément 
minimal (maximal) de la troisième colonne définit l’extrémité droite 
(gauche) de l’ensemble d’optimalité de la pseudobase courante. 

La procédure prend fin soit en rendant évidentes les conditions 
d’irrésolubilité 

LTrj LO, j = 1, 2, ss 7 


(r est le numéro du vecteur à retrancher de la base), soit avec 
l'absence totale d'éléments dans la troisième colonne. Dans le premier 
cas, on note que le problème est insoluble à droite du point u* si 
au cours de la procédure le paramètre u croît et à gauche du point 
u* si p décroît. u* est ici l'élément de la troisième colonne qui 
correspond au vecteur à éliminer de la base. Dans le deuxième cas, 
la pseudobase courante est optimale pour la demi-droite [u*, co) 
si u croît, et pour la demi-droite (—, u*] si p décroît. 

Considérons le cas 2°, où l’étude préalable du problème s’est ache- 
vée par la mise en évidence de l’incompatibilité de ses conditions 
avec L = Lo. 

Soit r le numéro de la ligne qui vérifie les conditions d’incompa- 
tibilite : 


Zro (Mo) = ZÙ + Lozro 0, x > 0, j — 1,2, ...,n. 


Avec x; — 0, on conclut que les conditions du roblème sont 
incompatibles pour tout u. Dans le cas contraire, on calcule 4 — 
(1) 


—= — et on remplace dans les tableaux la colonne À, par deux 
rÜ 


colonnes où figurent dans la première (4;) les composantes x, et 
dans la deuxième (4, (u)) les composantes Lio (a) = ZT + Liriÿ. 
Si x$ > 0, le problème (2.1)-(2.3) n'a pas de solution réalisable 
à gauche de u,, et l’analyse doit être poursuivie seulement pour Îles 
points de la demi-droite Îiy, oo]. Si z%$ << 0, l'exploration du 
problème doit concerner seulement la demi-droite (—co, il: 
à droite du point pu, les conditions du problème sont incompatibles. 
Le choix du vecteur à éliminer de la base est guidé par l’un des 
éléments négatifs de la deuxième colonne. Pour le reste, on applique 
tou jours les règles de la méthode duale du simplexe. Si la procédure 
s'achève par la construction d'un programme optimal, l'étude se 
poursuit d’après les recommandations du cas 1°. Mais si l’on met en 
évidence l’absence de solution réalisable (le r;-ième élément de la 
deuxième colonne est négatif, les éléments de la r,-ième ligne à partir 
du troisième sont non négatifs), la marche ultérieure du calcul est 
déterminée par le signe du r;-ième élément de la colonne À;. 
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Supposons que l'étude du problème se fasse à droite (à gauche) 
du point up*. Avec 25 <0 (x > 0), on note que les conditions 


du problème sont incompatibles sur tout l'axe des u. Avec z55 > 0 
(x? << 0), la colonne À (lu) est remplacée par Ao (2), où 


et la procédure d'exploration du problème paramétrique se poursuit 
selon les recommandations décrites ci-dessus pour le cas 2°. De plus, 
à gauche (à droite) de u>, on fixe l’incompatibilité des conditions 
du problème. Le contenu du présent paragraphe permet de tirer la 
conclusion suivante. 

Dans le cas B — B° + uB”, de la programmation paramétrique 
la procédure de calcul consiste à résoudre le problème par la méthode 
duale du simplexe en appliquant une règle particulière de choix du 
vecteur à éliminer de la base et des critères spéciaux pour mettre fin aux 
calculs. 


2.5. Considérons un exemple à titre d'illustration. 
Maximiser pour toutes les valeurs du paramètre u la forme linéaire 


L = —2i + 212 — 373 — TZ 
sous les conditions 
| 271 + 22 — Szs+ 21 < 1 — 2u, 
Za + 3x2 + 4zs + 2r, < 20 + Lu, 
— 4x1 + 92e — 2zs + 3x4 9 + 3u, 
z > 0, j = 1, 2, 3, 4. 


Introduisons les variables supplémentaires non négatives xs, ze, 27 
et ramenons aux égalités les conditions-inégalités. 

Pour k = 0, le programme de base initial est évident. Aussi est-il plus 
commode de calculer la base de la solution du problème à l’aide de la méthode 
primale du simplexe. Le passage de la base initiale A:, As, A7 à la base optimale 
pour u = 0, (42, Ac, A3), se fait en trois itérations. Le vecteur des contraintes 
se décompose par rapport aux bases des programmes de base en complétant les 
colonnes A5 et A5. À chaque itération consécutive, les composantes z{? se 
calculent à partir des valeurs correspondantes obtenues à l'itération précédente 
suivant les mêmes formules de récurrence que celles utilisées pour le calcul de z{D. 

zÙ 
La colonne ( +) ne se complète qu'après le calcul de la base optimale pour 


10 
u = 0. 
La procédure de résolution du problème, qui utilise le premier algorithme, 
est donnée dans le tableau 3.2 
La troisième itération établit la base optimale du problème pour p = 0. 
Les coefficients de décomposition du vecteur des contraintes par rapport à la 
base A2, 4e, As sont égaux respectivement à z10 = À + pu, 220 — 17 — Gu, 
xl) 
zso = pu. L'élément maximal de la colonne (- 5) avec z5% >>0 est égal à 0 
10 


et s'obtient dans la case qui correspond au vecteur 4: de la base. 
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Dans la [colonne 45 le seul élément négatif correspond à la deuxième case 


; 
de la base dans laquelle figure le vecteur 44. Le rapport — # est égal à 7. 
0 
{0 17 
Dans la colonne — me on a marqué deux éléments: po = 0 etui =, 
10 
qui déterminent le segment de l’axe u sur lequel le système de vecteurs 42, 
A6, A3 constitue la base de la solution. Le vecteur 
X =(0,1+u, p, 0, 0, 17 — 6u, 0) 
est un programme optimal, et la valeur maximale de la forme linéaire est 
L'=2— 1, . 
Pour passer au demi-axe négatif u il faut retrancher de la base le vecteur 43, 
+ e * 17 . , . e . 
alors que l'exploration du problème avec p > 4 = — impose l'élimination 


6 
du vecteur As. 


Eliminons d’abord le vecteur 43. La ligne — y et les règles de Ja méthode 


Tr 
duale du simplexe indiquent qu'il faut ajouter à la base le vecteur 41. En réali- 
| z(1) 
sant l’itération suivante, seules sont complétées dans la colonne — 5 les cases 
0 
qui correspondent à z{% = 0. La valeur positive de z{7) n’est associée qu’au 


20 238 


22 33 
T30 
Æ —17, 21 détermine le point u_1. Sur le ent [u-1, mo], la base de la solution 


du problème est constituée par le système de vecteurs A2, 4e, 41. Le programme 
optimal du problème est égal à 


vecteur Aç, qui figure dans la troisième case. La valeur — 


Pa 


43 1 33 
X= (pu tu 00,0. 47+ Ju 0), 
et la valeur maximale de la forme linéaire est 
9 
à —_ 
L' = 2 + 24 be 


L'exploration de l'axe u plus à gauche impose l'élimination de la base 
du vecteur 46. Le vecteur à inclure dans la base-est 4;, auquel correspond le plus 


pa 
petit élément de la ligne — D Le seul élément de la colonne des rapports 
r 


détermine le point u_2 = — 85. Sur le segment [u-2, 1.1], le système de vec- 
teurs A2, As, A1 constitue la base de la solution, le vecteur 


FA 7 33 
X = (5— Su. 5+ ju 0, 0, —14— Tu, 0, 0 
est le programme optimal, et la valeur maximale de la forme linéaire est 
18. 
* — ee 
La valeur u_2 s’obtient dans la première case de la base, qui correspond au 


vecteur 42. Les coefficients de décomposition z;; de tous les vecteurs des condi- 
tions par rapport à la base sont non négatifs. Conformément au critère d’irré- 
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solubilité du problème, ceci signifie qu'avec u << u_2 le problème n’a pas de 
programmes. 


IL reste à explorer le problème pour u > 1 = 7 . À cette fin reprenons 


la base A2, 46, A3, optimale sur le segment [uo, u:], éliminons le vecteur 44 
placé en deuxième case et remplaçons-le par le vecteur 4: tel qu’il fournit 
A 
min (-= . 
X2J< : . z (1) 
Dansletableau qui correspond àla nouvellebase (42, 47, 43), la valeurde — = 
10 
définit l’extrémité droite du segment d’optimalité successif 2 — LR Sur 
le segment [s, u2] — ES | , le système de vecteurs A2, A;, 43 constitue 
la base de la solution, le vecteur 
… 64 — 5u 17 + 7u 
À — (0. 13  ? 13 
est les programme optimal, et la valeur maximale de la forme linéaire est 
égale à 


, 0, 0,0, —17 + Gu ) 


77—31u 
13 


La valeur de u2 s'obtient dans la première case de la base qui correspond 
au vecteur A2. Toutes les composantes z,; de la décomposition des vecteurs des 
conditions du problème par rapport à la base sont non négatives. D'après le 
critère d’irrésolubilité-du problème, ceci signifie qu'avec >> u2 les conditions 
du problème sont incompatibles. 

Le problème est ainsi étudié complètement. L’axe u est divisé en quatre 
segments, sur chacun desquels la base de la solution ne change pas, et en deux 
demi-droites pour lesquelles le problème n’a pas de programmes. 

Les systèmes de vecteurs explorés par la procédure de résolution du pro- 
blème ont été appelés ici bases, puisqu'ils sont tels pour certaines valeurs du 
paramètre u. Remarquons que ces systèmes sont tous des pseudobases pour 
n'importe quelle valeur de pu. 


L*— 


2.6. Au terme de la discussion ci-dessus du problème paramé- 
trique (2.1)-(2.3), que l’on suppose résoluble pour plus d'une valeur 
de u, l’axe u est coupé en segments 


[ue dc [lc Becnh +. (hs, pl, .. 
...) [Ur-e, Ur1), [u-_1, ul 
et en demi-droites | 
(—co, url, Îur, oo) 


qui jouissent des propriétés suivantes : 

tout segment est un ensemble d’optimalité pour une certaine 
pseudobase ; 

toute demi-droite est un ensemble d'’optimalité d’une certaine 
pseudobase, ou bien se compose (extrémité exclue) des points pu 
pour lesquels les conditions (2.2)-(2.3) sont incompatibles. 


12-0776 


178 PROGRAMMATION PARAMÉTRIQUE [CH, 3 


Soit u, la frontière de deux ensembles d’'optimalité voisins, 
B,(B:+1) la pseudobase associée à l'ensemble gauche (droit). Le 
passage de B, à B,+1 s'effectue généralement en quelques itérations. 
Il est évident que chaque pseudobase intermédiaire conte un 
ensemble d’optimalité constitué par le point unique u — 

Soit E l’ensemble des points u tels que le problème C 1)- (2.3} 
aunesolution. Pour tout u € E,calculonsf (u), le maximum de la forme 
linéaire (2.1), sous les conditions (2.2)-(2.3). Si Æ, est l’ensemble 
d’optimalité de la pseudobase B., alors, pour u € E 


f (a) — à Cu en) a 


où ré, (ré) sont les coefficients de décomposition du vecteur B’(B") 
par rapport à la pseudobase B, — (A1, Ai, ..., Ai). 

Par conséquent, f (1) est une fonction linéaire de u sur chacun 
des ensembles d’optimalité. 

Disons que u, est un point critique si 


6 62. 


On a l’analogue suivant du théorème 1.3, dont la justification est 
laissée au lecteur (cf. exercice 8). 


Théorème 2.3. Si le problème (2.1)-(2.3) a une solution pour 
plus d’une valeur de y, 

a) le domaine de définition E de la fonction f (u) est soit une droite, 
soit une demi-droite, soit un segment ; f (u) est continue sur E: 

b) les points critiques u,, (s'ils existent) divisent E en ensembles 
E;, (segments ou demi-droites) Sur chacun desquels f (u) est une fonction 
linéaire ; 

c) tout ensemble E,, est composé des ensembles d'optimalité des 
pseudobases aux mêmes critères de sélection ; 

d) les coefficients angulaires de la fonction linéaire par morceaux 
f (u) décroissent monotonement en passant par les points critiques de 
gauche à droite, c'est-à-dire f (u) est une fonction convexe vers le haut. 


$ 3. Cas général 


3.1. Dans les paragraphes précédents nous avons étudié 
de près deux problèmes paramétriques simples dont l'explo- 
ration nécessite un nombre fini d'’itérations de la métho- 
de primale ou de la méthode duale du simplexe. Ce qu’il 
ya ici de commun, c'est que dans les deux cas l’axe du paramètre est 
balayé successivement par des ensembles connexes jointifs, dont 
chacun constitue par rapport au système donné de vecteurs des 
conditions soit l’ensemble d'optimalité pour une base fixe (pseudo- 
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base), soit l’ensemble de la forme linéaire infinie (des contraintes 
incompatibles). Le passage de l’ensemble disponible à l’ensemble 
successif nécessite une ou plusieurs itérations de la méthode corres- 
pondante. Rappelons également que dans les deux cas, les grandeurs 
z;5 et À, associées à la base (pseudobase) fixe ne dépendent pas du 
paramètre, ou bien en dépendent linéairement. Cette circonstance 
simplifie l'algorithme de la méthode de programmation paramétrique. 

Considérons le problème général de la programmation paramétri- 
que linéaire, dans lequel les coefficients de la forme linéaire, les 
composantes des vecteurs des conditions et du vecteur des contrain- 
tes dépendent linéairement d'un paramètre. 

Soit la forme linéaire à maximiser: 


À rte) 6.4) 

sous les conditions 
À Qsttpr=biti, i=1,2,..m; (2 
_ z32>0,j—=1,2,...,n. (3.3) 


L'analyse de ce problème, comme des problèmes plus simples 
examinés dans ce qui précède, se ramène également à balayer l’axe t 
par une collection finie d’ensembles (ensembles d’optimalité ou en- 
sembles de solutions irréalisables de systèmes fixes de vecteurs 
des conditions). Toutefois, dans le cas présent, les ensembles qui 
balayent l’axe t ne sont pas astreints à être connexes, ce qui empêche 
le mouvement monotone le long de l’axetet complique la discussion. 
En outre, le système de vecteurs des conditions du problème qui 
constitue sa base optimale dans le voisinage (to — &, to) n’est pas 
astreint à être base ou pseudobase du problème à droite de t,. Par 
conséquent, l’utilisation immédiate de la méthode primale ou de la 
méthode duale du simplexe est rendue malaisée. Enfin, dans la 
majorité des cas, les grandeurs A; et x,; sont des fonctions non li- 
néaires du paramètre £. Ces circonstances (première et troisième 
surtout) rendent très complexe l'étude du problème général (3.1)- 
(3.3). Sous ce rapport, l'étude de certains cas particuliers du problè- 
me (3.1)-(3.3) est d’un grand intérêt pratique, leur allure singulière 
permettant d'obtenir des schémas de calcul relativement simples. 
Dans ce qui suit nous soumettons à un examen sommaire deux de ces 
cas. Les considérations qui y sont rapportées peuvent s'avérer utiles 
également lors de la discussion de situations plus complexes. 

3.2. Supposons que ai, = 0 pour tous à et j, c’est-à-dire que le 
paramètre { ne fait partie que des coefficients de la forme linéaire 
du problème (3.1)-(3.3) et des composantes de son vecteur des con- 
traintes. Autrement dit, considérons le problème paramétrique qui 


12° 
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consiste à maximiser la forme linéaire 


À (ci +éc;) x; (3.4) 
sous les conditions 
S Az; = B'+1tB, (3.5) 
j=1 
z12>0, j—=1,2,...,n. (3.6) 


Ici Aj— (ap .. Amÿ), B' = (bi, b,, ..., bn), B"— 
—= (b;, b:, . .., br)". Le problème (3.4)-(3.6) est une généralisation 
naturelle des problèmes étudiés aux $$ 1, 2. 

Appelons base fondamentale finie tout système linéairement 
indépendant contenant m vecteurs des conditions du problème (3.4)- 
(3.6). L'ensemble des valeurs du paramètre f telles que la base fonda- 
mentale finie soit une base de la solution du problème (3.4)-(3.6) 
s'appelle ensemble d'optimalité de la base. 

Soulignons qu’à la différence des problèmes des $$ 1, 2, dans le 
problème considéré la base fondamentale finie peut être une base 
pour certaines valeurs de t, une pseudobase pour d’autres valeurs, 
et pour d’autres valeurs encore peut ne posséder aucune de ces pro- 
priétes. 

L'analyse du problème (3.4)-(3.6) débute par sa résolution pour 
une certaine valeur du paramètre { — fs. La discussion préalable 
peut s'achever par l’un des trois résultats suivants: 

a) construction d’une solution de base du problème à base 

Ai À) ..) Ai, 

b) mise en évidence de l’incompatibilité des conditions du pro- 
blème ; 

c) mise en évidence du fait que la forme linéaire du problème est 
infinie sur l’ensemble de ses programmes. 

Considérons seulement la première éventualité. Par zx;;, x et 
x nous désignerons, comme d'habitude, les coefficients de décom- 
position par rapport à la base des vecteurs À; (j = 1, 2, ..., n), 
B' et B” respectivement. Posons 


m m 
a= = 


Pour que le point t appartienne à l’ensemble d’optimalité de la 
base fondamentale finie Ai, As ce A;,,, il faut et il suffit de 
vérifier les inégalités 

mot) =1Y +irx® > 0, i = 1, 2, ..., m; (3.7) 
À; (4) — AYT + A ;» > 0, j = 1, 2, ee...) 7. (3.8) 
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Le système d'inégalités linéaires (3.7)-(3.8) est compatible, 
puisqu'il est vérifié par le point £ = to. 
Introduisons les quantités 


— © si 2) <O pour i=1,2,...,m 
p— 20 
_ max (— © | dans le cas contraire ; 
x) 0 Zi0 
ds | : (3.9) 
— © si A; LO pour j=1, 2, ...,n; 
n A { . 
T =) max (—--7) dans le cas contraire ; 
Bj2>0 J2 
e (2) Le. 
co si zio >0 pour i—1,2,...,m; 
L' — z0) 
min (— 7) dans le cas contraire ; 
xtDc0 ziÿ 
+0 | (3.10) 
ee si A; >0 pour j—1, 2,...,n; 


. Aji . 
min (— } dans le cas contraire. 


) 


L'ensemble des solutions du système d'’inégalités (3.7)-(3.8) 
se compose des points extrémaux t qui obéissent à la condition 


t—max(t, t)<t<min(t,t”)=t. (3.11) 
Ainsi, l'ensemble d’optimalité de la base fondamentale finie 
donnée est soit une droite (£ — —oo, t — ©), soit une demi-droite 


(une des bornes #, t est infinie, l’autre est finie), soit encore un seg- 
ment (>> —o0, t < co), qui peut dégénérer en un point (£ = { — 
— to). On voit que les ensembles d’optimalité du problème (3.4)-(3.6) 
ont la propriété d’être connexes du fait de la dépendance linéaire 
des grandeurs z;0 (t) et A; (t) par rapport au paramètre £. Cette cir- 
constance, aussi bien que la linéarité des fonctions zx; (t) et A; (t) 
simplifient considérablement la discussion du problème. 


3.3. Supposons que la borne droite t de l’ensemble d’optimalité 
donné soit finie et essayons de poursuivre la discussion du problème 


pour { > ?. Produisons un décalage suffisamment petit à droite de t£. 
Si 

t=t<t, 
la base fondamentale À, Ai, ... Ai, cesse alors d’être une base, 


mais reste encore une pseudobase, car les inégalités (3.8) continuent 
d’être vérifiées. Dans la situation donnée, il faut naturellement 


- 
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utiliser, comme au $ 2, la méthode duale du simplexe. Si, lors du pas- 

sage par t, une ou plusieurs inégalités‘du système (3.8) sont violées 

alors que le système (3.7) reste toujours vérifié, c'est-à-dire si 
t=t<E, 

on recourt à la méthode primale du simplexe de même qu'il en a été 


au $ 1. 
On peut enfin avoir le 


+ S 


que nous n’avions pas rencontré jusque-là. Quel que soit t>£, la 
base fondamentale A;, , Ai, .. » Ai, n’est dans ce cas ni une base, 
ni une pseudobase. Afin de poursuivre l'étude du problème il faut 
faire appel aux considérations suivantes. 

Remplaçons le vecteur des contraintes B (t) du problème (3.4)- 


(3.6) par le vecteur B (6) et appelons auxiliaire le problème ainsi obte- 
nu. Il est clair que la base fondamentale Ai, Ai, ... Ai, est 
une base du problème auxiliaire quelle que soit la valeur du para- 
mètre £. C'est pourquoi, en partant de la base fondamentale dispo- 
nible, on constate, après quelques itérations de la méthode primale 


du simplexe, que le problème est impossible avec £ > + ou on 
construit une nouvelle base dont l’ensemble d’optimalité a pour 


extrémité gauche le point t. 

Le premier résultat indique que le problème paramétrique est 
insoluble pour { >> t, puisque les conditions des problèmes duals par 
rapport aux problèmes paramétrique et auxiliaire sont les mêmes. 
Le second résultat conduit à la base fondamentale qui est une pseudo- 
base du problème (3.4)-(3.6) sur un certain segment à extrémité gau- 
che en t. Par conséquent, la discussion ultérieure peut se poursuivre 
par la méthode duale du simplexe en partant de la pseudobase nouvel- 
lement construite. 

Ainsi, l'exploration du problème paramétrique (3.4)-(3.6) se 
ramène à une série d'étapes successives de la méthode primale et de 
la méthode duale du simplexe. La procédure est guidée par les règles 
déduites de ce qui précède. Bornons-nous au cas où le paramètre t 
varie de gauche à droite. 

Calculons d’après la base fondamentale disponible les valeurs 


t’ et {” en appliquant les formules (3.9) et (3.10). Si 
t = min (f’, {”) = oo, 
la discussion est terminée. 


Mais si t < oo, il faut passer à l’itération suivante, dont le type 
est déterminé par la relation entre les nombres £” et t”. Deux cas sont 
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possibles : 
a) <t"; bt>t” 
a) Dans le premier cas, on effectue une étape de la méthode duale 


du simplexe pour le problème (3.4)-(3.6) avec t — &. Le vecteur Ai, 
à retrancher de la base est défini par la relation 


z(0) 210) n (2) 
— 7 = min (5) =2 xÿ <0. (3.11') 
T0 x <0 Ti0 


b) Dans le deuxième cas, on effectue une étape de la méthode 


primale du simplexe pour le problème (3.4)-(3.6) avec t — £. Le 
vecteur À, à inclure dans la base est donné par la relation 


A _ 
— Ski min (— L ]=# An <0. (3.12) 
k2 à }»<0 . 
S'il arrive que 
Zry 2 O0 pour j = 1, 2, ..., nr dans le cas a) 
ou 
Zir KO pour à = 1, 2, ..., m dans le cas b), 


on note alors que le problème est irréalisable à droite de t [dans le 
premier cas l’incompatibilité porte sur les conditions du problème 
dual par rapport à (3.4)-(3.6), dans le deuxième, sur celles du problè- 
me (3.4)-(3.6) lui-même]. 

En appliquant les considérations exposées plus haut, il est aisé 
de voir que la procédure proposée permet d'assurer l’exploration 
complète du problème paramétrique (3.4)-(3.6) en un nombre fini 
d'étapes. Nous laissons au lecteur le soin d'effectuer les raisonnements 
correspondants (cf. exercice 11). L’algorithme que nous venons d’exa- 
miner permet de calculer successivement toutes les valeurs de la 
fonction 


FO) =max [Ù (c+ 167) 2j), 
X J= 1 


où le maximum est pris par rapport à X qui vérifient les conditions 
(3.5)-(3.6). Cet algorithme permet de démontrer sans peine la pro- 
position suivante (exercice 10). 


Théorème 3.1. Supposons que le problème (3.4)-(3.6) ait 
une solution pour plus d’une valeur de t. Alors: 
a) le domaine de définition E de la fonction f (t) est soit une droite, 
soit une demi-droite, soit un segment; f (t) est continue sur E; 
b) l'ensemble E est coupé par un nombre fini de points t; (points 
critiques) en ensembles E; (segments ou demi-droites s'il y a au moins 
un point critique), sur chacun desquels f (t) = dist® + diot + dis. 
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3.4. Considérons encore un cas particulier du problème (3.1)-(3.3) 
où le paramètre t n’entre que dans les composantes de l’un de ses vec- 
teurs des conditions. I1 s’agit du problème paramétrique qui consiste 
à maximiser la forme linéaire 


D CjTj (3.13) 
j—=1 
sous les conditions 
a (Ai +145) + 2 z543=8B; (3.14) 
j=2 
z212>0,j—=1,2,...,n. (3.15) 


Selon l'usage, l’exploration débute par l’analyse du problème 
pour une certaine valeur du paramètre t = to. L'étude préalable 
débouche sur l’un des trois résultats : 

1) construction d’une base optimale composée de vecteurs d'indices 
Lis Los + + ms 

2) mise en évidence de l’incompatibilité des conditions du pro- 
blème ; 

3) obtention d’une forme linéaire infinie sur l’ensemble des 
programmes du problème. 

Nous n’examinerons ici qu’une seule éventualité, puisqu'un exa- 
men complémentaire de deux autres cas n’apporterait rien de nouveau 
en principe à l’algorithme de résolution du problème. 

Supposons donc qu’on ait le cas 1). Calculons les coefficients de 
décomposition z;; (t) des vecteurs des conditions du problème et du 
vecteur À, = B par rapport à la base disponible et composons les 
critères A;(£) = Zm+1, ; (t). Considérons par convention à, > 2 
avec s = 2, 3, ..., m. L'écriture des fonctions zx;;(t) (i — 
= 1,2,...,m+1; j —0,1,...,n) varie suivant que le 
vecteur 

A; (€) = À; + Aït 


entre ou n’entre pas dans la base donnée. 
Si à — 1 et si le système de vecteurs 4, 4i,, ..., À;, est 
linéairement indépendant, 


t—tij 


Tij—5s : i— 2, 3, ....Mm+1; j=0, 4,...,n; 
Zij (E) = (3.16) 
Tij  — À  — 0 «| 
PT L—=1, J—=U,1,...,n. 


Si à — 1 et si le vecteur À’? est une combinaison linéaire des 
vecteurs À;,, À:i,, ..., À; 
zut) =x} +ix, i=1,2,...,m+1; j=0,1,...n. 

(3.17) 
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Si ü > 1, 


tni—=1,2,...,m; j—=0,2,...,n; 
zu (t) = pe Les T2 j et (3.18) 


il 


Zip, Li L*, Ti, ti sont ici des constantes. 


Les relations (3.16) et (3.17) sont une simple conséquence des. 
formules bien connues de Cramer. 

On voit que dans le cas considéré les éléments des tableaux de 
programmation linéaire peuvent dépendre non linéairement du para- 
mètre £. Toutefois, le caractère spécifique de cette dépendance non li- 
néaire [x;; (t) sont des fonctions homographiques de mêmes dénomina- 
teurs] permet quand même d’élaborer un algorithme assez économique 
de discussion du problème (3.13)-(3.15). 

Déterminons le domaine d'optimalité de la base disponible. 

Soit d’abord i; — 1 et le système de vecteurs 4;, 4i,, ..., À; 


linéairement indépendant. D’après (3.16) les conditions d'optimalité- 
zio (t) > 0, A;(t) >0 


se mettent sous la forme 


t—1 . 
—->0, Lio — >0, i— 2, 3, ss M; (3.19) 


L— m1, J . 
Tmut, 775 2>0, j=1,2,...,n. (3.20) 


Si Z10 5 0, le signe du dénominateur £ — t* étant constant (il 
doit coïncider avec le signe de z:0), on aboutit à la conclusion que. 
l'ensemble d’optimalité de la base fondamentale est connexe. Dési- 


gnons par éett les bornes inférieure et supérieure de l'ensemble d’opti- 


malité (ces bornes se calculent sans peine). Pour £{* différent de f et £, 
l’ensemble d’optimalité est fermé, c’est-à-dire coïncide soit avec une. 
droite, soit avec une demi-droite, soit encore avec un segment 
qui peut dégénérer en un point. Lorsque t* se confond avec l’un des 


nombres #, t, l’ensemble d'optimalité de la base fondamentale est 
soit une demi-droite, soit un segment privé d’une de ses extrémités. 

Si Zi0 — 0, le vecteur B est une combinaison linéaire des vecteurs. 
Ais Ài,, - -., Ai. Le cas le plus probable est que parmi les vecteurs 


des conditions du problème n'’entrant pas) dans la base fondamenta- 
le il se trouve au moins un vecteur À; tel que zx: (to) 0. Dans ce 
cas, en remplaçant dans la base le vecteur 4, ({) par À;, nous ne 
changerons pas les composantes du programme de base disponible 
tout en amenant une situation qui répond à la formule (3.18). I] peut 
arriver toutefois que tout vecteur des conditions À, j > 2 soit une 
combinaison linéaire des vecteurs À;,, ..., Ai. Il est clair alors. 


que les premiérs membres des inégalités (3.19)-(3.20) ne dépendent 
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pas de t et que l’ensemble d’optimalité de la base donnée est une 
droite. Le cas relatif aux relations (3.16) est ainsi complètement 
£€tudié. 

Les éventualités correspondant aux formules (3.17) et (3.18) 
sont plus simples, car dans ce cas la dépendance du paramètre est 
linéaire. Lors de la réalisation d’une de ces éventualités l’ensemble 
.d'optimalité est toujours fermé et connexe. 

Les conclusions obtenues peuvent être énoncées de la façon sui- 
vante. 


Théorème 3.2. Supposons que le système de vecteurs donné 
constitue une base du programme optimal du problème (3.13)-(3.15) 
pour une certaine valeur du paramètre t. L'ensemble d'optimalité de 
cette base est alors l’un des ensembles suivants: une droite, une demi- 
droite (fermée ou ouverte), un segment (fermé ou privé d'une de ses 
extrémités), ou un point. 

3.9. Voyons maintenant comment avancer, en partant d’une base 
fondamentale disponible, au-delà de l’une des bornes de son ensemble 


d’optimalité. Pour fixer les idées, nous parlerons de la borne droite #, 
qu’il est logique dans ce cas de considérer comme finie. 
Considérons le problème paramétrique (3.13)-(3.15) dans un inter- 


valle suffisamment petit (£, £ + €) de variation du paramètre ft. 

Trois cas sont possibles : 

. 4) la base fondamentale disponible S (t) est une base pour # € 

2) la base fondamentale S ({) est une pseudobase pour # € 
€ (é, l + €); LL 

3) pour 4€ (t, t + e), aussi bien parmi les quantités x;o (t) 
( Li< m) que parmi les quantités A;(t) = zm+1, ; (4) A<Lji< 
< n), il en est qui sont négatives. 

Dans le cas 1), (2)), on applique la méthode primale (duale) du 
simplexe en partant de la base fondamentale disponible S (t). Un 
nombre fini d'étapes conduit à une nouvelle base fondamentale, dont 
l’ensemble d’optimalité contient un certain segment et a pour borne 


gauche #, ou à l'établissement d’un certain ensemble (connexe) à 


. borne gauche t sur lequel le problème n’a pas de solutions. 

Dans le cas 3), on procède conformément aux recommandations 
du paragraphe 3.3, en transformant le vecteur des contraintes B de 
sorte que dans l'intervalle considéré la base fondamentale S (£) soit 
une base. On voit aisément que cette transformation peut être réali- 
sée en ajoutant à B une certaine combinaison linéaire des vecteurs 
-de la base fondamentale, le résultat devant être en outre multiplié 
par (—1) dans le cas { — t*. Ensuite, après quelques itérations 
de la méthode primale il devient clair que les conditions du problè- 
me dual à (3.13)-(3.15) sont incompatibles, ou l’on construit une pseu- 


$ 31 CAS GÉNÉRAL 187 


dobase du problème (3.13)-(3.15). Dans les deux cas, les conditions 
indiquées sont remplies dans un certain intervalle de variation du 


paramètre { à borne gauche t. Après l'obtention de la pseudobase, on 
rétablit le vecteur des contraintes du problème, et au terme de quelques 
étapes de la méthode duale du simplexe on construit une base fonda- 


mentale dont l’ensemble d’optimalité a une borne gauche £, ou l’on 
découvre l’incompatibilité des conditions du problème dans un cer- 
tain intervalle à borne gauche t. 

Lors de la discussion du problème (3.13)-(3.15), il suffit de fixer 
à chaque itération les paramètres zx;; (t) ou les éléments e;; (t) du 
tableau principal pour une certaine valeur & = t’. Le choix du point 
+’ n’est restreint que par les vecteurs des conditions qui constituent 
une base fondamentale pour un certain ensemble de l’axe des #, ces 
vecteurs devant être linéairement indépendants avec ? = t”. En uti- 
lisant ces paramètres fixés, il est facile d'obtenir pour x; (6) et À; (t) 
les expressions nécessaires à l'exploration de la base fondamentale 
disponible. En effet, supposons pour fixer les idées que la ré- 
solution du problème s'obtienne à l’aide du deuxième  algo- 
rithme (méthode de la matrice inverse). Soient e;; = e;; (e” ), 
i=1,2,...,m,j — 1, 2, ..., m, les éléments du tableau prin- 
cipal qui correspond au système de vecteurs À; (4”), As, - - ., As. 


m 
Si Lis, à = 1, 2, ..., m, sont les coefficients de décomposition du 
vecteur À) par rapport à la base considérée, et si 


Tm+1,1— > Em+1, dois Lij = > Cialaj)s 
a=1i a=1 


on a 

. €10 _9! ” 

Cio 1F(—P)z4 (£ ')Tis, i = 2, 3, ..) M; 
Zi0 (£) = €10 (t) — 10 4 

+ 
T1j [4 LA 0 
A@=X Got Emt. a (9) = Apr (tt )Tmp1,t #1. 
a=1 


Les formules ci-dessus se déduisent des relations de récurrence 
fondamentales de la programmation linéaire appliquées au cas où 
” vecteur À, (£”) de la base fondamentale est remplacé par le vecteur 

Ai () — 4; (t) + (£ —#) AT Si la nécessité se présente, des 
formules analogues permettent de calculer z;; (t). 

Lors de la discussion du problème (3.13)-(3.15), il est utile de se 

servir de la proposition suivante. 


Théorème 3.3. L'ensemble des valeurs du paramètre t pour 
lesquelles les conditions (3.14)-(3.15) sont compatibles est connexe. 
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L'ensemble des valeurs du paramètre t pour lesquelles les conditions 
du problème dual par rapport à (3.13)-(3.15) sont incompatibles est 
également connexe. 

La démonstration du théorème 3.3 fait l’objet de l'exercice 12. 

L'exploration du problème paramétrique à droite de t{ impose, 
comme nous l'avons vu, la construction d’un nouvel ensemble 
d’optimalité, ou bien nous conduit aux conditions du cas 2) (incom- 
patibilité des conditions du problème initial) ou du cas 3) (incompa- 
tibilité des conditions du problème dual). Dans le cas 2), la proposi- 
tion du théorème 3.3 permet de conclure que les conditions (3.14)- 


(3.15) sont incompatibles pour tout point à droite de é. 

La procédure décrite Îles cas 2) et 3) se discutent de façon analogue 
au cas 1) déjà examiné] permet d'étudier complètement le problème 
et conduit à la formation en un nombre fini d’itérations de la fonction 


f(t)=max(Y cyx;) 
X j=i 


[le maximum est pris par rapport aux points X qui vérifient les 
conditions (3.14)-(3.15)]. En appliquant l'algorithme donné et le 
théorème 3.3, on peut démontrer la proposition suivante. 


Théorème 3.4. Si le problème (3.13)-(3.15) a une solution 
réalisable pour plus d'une valeur de t, alors 

a) le domaine de définition E de la fonction f (t) est un ensemble 
connexe ou bien est constitué de deux composantes connexes; 

b) l'ensemble E est coupé par un nombre fini de points t; (points 
critiques) en ensembles connexes E; tels que sur tout E;, f (t) est une 
fonction homographique continue. 

A la différence des cas examinés dans les paragraphes précédents 
f (t) ne doit pas récessairement être une fonction continue dans son 
domaine de définition. Elle peut subir une discontinuité aux points 
frontières des ensembles E;, et de plus, les limites à gauche ou à droite 
aux points de discontinuité peuvent être aussi bien infinies que fi- 
nies. L’algorithme donné ci-dessus permet d'analyser le problème 
(3.13)-(3.16) pour toutes les valeurs du paramètre £, à l’exception 
des points de discontinuité de la fonction f (t). L'étude du problème 
pour ces valeurs fixées de f{ rend nécessaire un examen supplémentaire. 

À titre de conclusion, indiquons que la mise en œuvre des consi- 
dérations exposées dans ce paragraphe et les paragraphes précédents 
permet d'ébaucher sans peine un algorithme pour l’étude du problè- 
me (3.1)-(3.3) dans lequel la dépendance du paramètre n'intervient 
que dans les éléments d’une des lignes de la matrice des conditions. 
La composition du schéma général de cet algorithme est laissée au 
lecteur (cf. exercice 16). Parmi les ouvrages consacrés au problème 
(3.13)-(3.15), signalons surtout [44]. 
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3.6. L'étude des problèmes (3.4)-(3.6) et (3.13)-(3.15) exposée 
aux paragraphes 3.2 à 3.5 peut servir de base à la construction d’un 
algorithme de programmation paramétrique appliqué au problème 
(3.1)-(3.3). Esquissons ce schéma dans ses grandes lignes: comme 
d'habitude, il faut commencer la discussion par la résolution du 
problème pour une certaine valeur de & = to. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’à une certaine itération de la 
procédure de résolution on ait obtenu le programme optimal du 
problème associé au système de vecteurs À;, (£), À;, (£),..., 4:;, (). 
Décomposons le vecteur des contraintes et les vecteurs des conditions 
par rapport aux vecteurs de ce système (pour ceux des { pour lesquels 
il constitue une base fondamentale) : 


Ao(t) = B = 2 zio (£) As, (£), 


Aj()= 2 3 (E) As, (0), j—1,2,...,n. 


Les critères A; ({) des vecteurs des conditions À; (t) par rapport 
à la base fondamentale choisie se calculent suivant les formules 


m 


A;G)= 2 Ce,(t)zis(t)— ct), j=1,2,...,n. 


Le système de vecteurs (base fondamentale) ainsi obtenu est une 
base de la solution du problème dans la marge de variation du para- 
mètre £{, qui vérifie les inégalites 


To (4) >Z0, i—1, 2, ..., m, (3.21) 
A;G)>0,j=1,2,...,n, (3.22) 


on suppose de plus que le déterminant à (£) du système de vecteurs 
considéré n'est pas nul. 

En résolvant le système d’inégalités (3.21)-(3.22) compte tenu de 
la restriction 6 ({) Æ 0, on obtient l’ensemble d’optimalité de la 
base fondamentale considérée. Dans le cas général, les premiers 
membres des inégalités (3.21)-(3.22) se présentent comme des rapports 
entre certains polynomes et £. C’est pourquoi la construction de l’en- 
semble d’optimalité se ramène à la résolution d’une série d'équations 
algébriques. Il est clair que dans le cas général, l’ensemble d’optima- 
lité est constitué de plusieurs composantes. Pour une étude plus 
poussée, il convient de choisir l’un des points frontières (le point #,) 
de l’ensemble d’optimalité et d’aborder l’exploration du problème 
dans celui des intervalles suffisamment petits, adjacents à £,, qui se 
trouve dans la partie de l’axe des t non examinée encore. Supposons, 
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pour fixer les idées, que cet intervalle soit (4, &, + e). Cherchons la 
solution du problème (3.1)-(3.3) pour t — #4 + &, où & est un nombre 
positif suffisamment petit. On prend pour base fondamentale celle 
qui est une base optimale pour #& = t; — e. Il faut utiliser de plus 
les recommandations données dans les paragraphes 3.3 et 3.5. Con- 
formément. à ces recommandations, on obtient en quelques itérations 
de la méthode primale et (ou) duale du simplexe une base optimale 
pour l'intervalle (£,, {+ e), ou bien suivant les propriétés d’un certain 
système de vecteurs des conditions on révélera que dans ce même 
intervalle le problème est irrésoluble. 

Pour la nouvelle base fondamentale on procède d’une façon analo- 
gue. Ïl1 en résulte un ensemble des valeurs du paramètre tel qu'il 
garde les propriétés de la base fondamentale qui ont lieu pour l'inter- 
Met (ti, t1 + e) (conditions d’optimalité ou de solution irréali- 
sable). 

On choisit ensuite l’un des points frontières de l’ensemble des 
valeurs étudiées du paramètre t, dont un voisinage aussi petit que 
l’on veut contient des points qui n’appartiennent pas à cet ensemble. 
En partant de ce point, on définit le nouvel ensemble d’optimalité 
ou de solution irréalisable. 

La procédure s'achève après un nombre fini d'étapes, puisque le 
nombre total des bases du problème qui peuvent être composées 
de m vecteurs des conditions est fini. 

Finalement, le problème paramétrique sera exploré pour toute la 
marge imposée de variation du paramètre f, sauf, peut-être, pour un 
nombre fini de points. Dans certains cas une discussion spéciale du 
problème est nécessaire pour ces valeurs particulières du 
paramètre. 

Notons que les valeurs particulières du paramètre sont caracté- 
risées par la propriété suivante : avec { — 1*, les systèmes de vecteurs 
des conditions qui engendrent les ensembles d’optimalité ou de solu- 
tions irréalisables et qui adhèrent des deux cotés au point singulier 
t* sont linéairement dépendants. 

Le schéma de l’algorithme énoncé peut être transposé à une classe 
suffisamment large de relations non linéaires des conditions du 
problème et du paramètre t. Ceci concerne, par exemple, le cas où les. 
conditions du problème constituent des fonctions analytiques du para- 
mètre. 

L'hypothèse d’une dépendance analytique entre les données 
du problème et le paramètre £ assure qu'avec un & >> 0 assez petit. 
une base optimale du problème pour t = t, + e reste optimale pour 
tout # € (ti, {1 + el, et les conditions d’irrésolubilité du problème 
avec t = {, + e se conservent pour tout # € (ti, ti + el]. Cette con- 
clusion résulte d’une propriété connue des fonctions analytiques : 
un point où une fonction non identiquement nulle est analytique 
ne peut être une limite pour les zéros de cette fonction. 
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3.7. Voici un exemple de problème général de programmation paramétrique 
linéaire emprunté à (67] *). 
Maximiser pour toutes les valeurs de t (— co << t < oc) la forme linéaire 


L(t) = — (30 + Gt) za — (50 + 74) z2 
sous les conditions 
(4 + 2) + (G+t)z2tzs=14 +1, 
(150 + 34) ra + (200 + 41) z2 — za = 200 + 24, 


z,>0,j—=ûi;, 2, 3, 4. 

Avec t = 0, le programme optimal du problème est égal à X (0) = 
= Ge 3 » 0, 1) . La base de la solution se compose des vecteurs 41 et 42. 
Décomposons le vecteur des contraintes 40 (t) et les vecteurs des conditions 
A; (t) suivant les vecteurs 41 (t) et A2 (t) et formons les expressions des critères 
Ay (t) des vecteurs des conditions intervenant dans la base adoptée. Portons 
tous les paramètres du problème dans les tableaux de la méthode primale du 
simplexe (tableau 3.3). 

La marge de variation de t dans laquelle les vecteurs 41 et A2 constituent 
une base de la solution vérifie le système d'’inégalités (4.5)-(4.6). Dans notre 
cas, nous avons: 


(#) 242-482 2000 


AO ET SA 204E 2200 
22 (t)— Ea (t) t2+236t + 700 0, 


ED — SE-H2041+ 2200 
a (= 236) — 5 — 1204 + 1500 > 0 
E (4) 5t2 + 2941 + 2200 ? 

Ga() _ 8t2 + 144t + 580 
E(t) ot?+294t+ 2200 
Dans l'expression relative à z, (t), le numérateur ë, (t) est positif pour 


toute valeur réelle de t. La condition zx, (t) > 0 est remplie si on vérifie l'iné- 
galit 


As (4)— 7 0e 


E (t) = 5€% + 294t + 2200 >> 0, 
(t + 8,8) (t + 50) > 0. 

Cette dernière inégalité a lieu si 

t << —50 ou t > —8,8. 


La condition z2 (t) > 0 est compatible avec la condition z1 (t) > O0 pour 
£2 () > 0. La valeur approchée de cette relation s'écrit 


(+ 3) (4 + 233) > 0. 
t1<—233 ou 1 > —3. 


ou 


On en tire 


*) Dans [67], lors du découpage de l’axe des t en intervalles tels que læ 
base de la solution reste invariable on utilise à tort la seule condition A; > 0. 
C'est pourquoi, dans certaines marges de variation de f, les composantes de- 
la solution donnée par [67] s'averent négatives. ù 
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D'une façon analogue, on obtient que la condition A3 (t) > 0 est remplie 


pour 
—50 < t < 10, 
et que la condition A4 (t) > 0 est vérifiée avec t < —11,9 ou t > —6,1. 
L'ensemble des valeurs de t pour lesquelles les vecteurs A1, 42 constituent 
une base de la solution est ainsi déterminé par les inégalités 


—3<t<10. (3.23) 


Afin de poursuivre la discussion, calculons la base optimale du problème 
pour un point quelconque ti << —3 ou t; > 10 voisin des extrémités du sep 
ment (3.23). Avec t =- 10, la condition A3 > 0 est compromise. Par suite, le 
vecteur 43 doit être introduit dans la base. Résolvons le problème pour t4 — 
= 415> 10. La base du programme optimal est constituée par les vecteurs 
A2 (t)et As (t). Décomposons le vecteur des contraintes et les vecteurs des condi- 
tions par rapport aux vecteurs de cette base. Nous avons alors le tableau 3.4. 

La marge de variation de £ pour laquelle les vecteurs 42 (t) et A3 (t) consti- 
tuent une base optimale est déterminée par le système d'inégalités 


21? + 481 + 2000 31° + 120t — 1500 
T2w+& 70 T0 7" 
200 + 21 90 + 74 
Boop 70 2004470 


Le trinôme 24° + 48t + 2000 > 0 quelles que soient les valeurs de t. 
Aussi ce dernier système d'’inégalités peut être mis sous la forme 


200 + 41 > O0, 

200 + 2 > 0, 
(+ 50) (t — 10) > 0, 

50 + 7t > 0. 

Ce système d'inégalités se vérifie avec t => 10. Lesïvecteurs A (t), A3 (1) 
constituent ainsi une base optimale pour tout t > 10. 

En nous appuyant sur les vecteurs 42 (t), A2 (t), cherchons s’il existe un 
domaine de modification de t tel que la forme linéaire du problème ne soit pas 
bornée sur l’ensemble de ses programmes. A cette fin trouvons la marge de 
variation du paramètre t dont les points satisfont aux conditions de solution 
irréalisable du problème pour les vecteurs 42 (t), A3 (t). Le système d’inégalités 

As (4) O0, zu (1) L'O, ru (1) L O0 
est contradictoire, du fait que z21 (t) — > 0. Le système 

Ag (t) O0, zu (t) LO, ra (t) < 0 
est compatible avec —50 <1< — T- Dans cette marge de variation de ft, 
le problème n’a donc pas de solution du fait que sa forme linéaire est infinie. 

Explorons le problème pour t << —3. Lorsque t << —3, pour t — —4 par 
exemple, les vecteurs des conditions A1 (t), As (t) constituent une base optimale. 
Calculons la marge de variation du paramètre t telle que les vecteurs A1 (t), 
A3 (t) constituent une base de la solution. Dressons le tableau 3.5. 

” 1] est facile de voir que les vecteurs A1 (t) et A3 (t) restent base optimale 


du problème pour toutes les valeurs de t qui satisfont aux inégalités 
—5 LtL—3 ou —o <t< —233. 


En outre, pour — 7 < t < —6,1, la forme linéaire du problème n’est 


pas bornée sur l’ensemble de ses programmes (A2 (t) < 0, zi2 (t) & 0, zo2 (1) 0). 
13—-0776 
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Composons les tableaux 3.6 à 3.8 de la méthode primale du simplexe associés 
aux systèmes de vecteurs (A4 (t), Az (t)), (Au (t), A2 (4)) et (Ac (t), As (t)). 

L'analyse des tableaux 3.6 à 3.8, analogue à celle qui a été effectuée pour 
les tableaux 3.3 à 3.5, permet d’énoncer les conclusions siuvantes compte tenu 
des résultats obtenus : . 

1. Le problème exploré est réalisable pour toutes les valeurs du paramètre t 
qui appartiennent aux deux demi-droites t < ty et t > t2 où t3 — —118 — 
— 2 V3 306 © —233, = 94 + V2 -61 De plus: 


a) pour t << —233 et —5 <t < —3, la base optimale se compose des 


D] 


vecteurs A: (t), As (t), le programme optimal est égal à 
x= (be, 0 _ #+236t+700 
7 \ 1450+3t ? 150 + 3t ’ } 
et la valeur maximale de la forme linéaire se calcule selon la formule 
__4(E2+ 1054 +- 500). 
50+1 ’ 
b) pour —6,1 < t < —5, la base de la solution se compose des vecteurs 
A1(t), Ait), le programme optimal est égal à 
x=( l4tt jo _#+236+700 
REX 7 14 +21 } 
et la valeur de la forme linéaire dans le cas d'un programme optimal s'écrit 
__ 3(42+19:+ 70), 
7 7+t ’ 
c) pour —3 < t << 10, la base optimale est constituée des vecteurs 4: (t}, 
Az2(t), le programme optimal est égal à 
x— ( 212  48t - 2000 12 2361 + 700 
7 :\52+294t+ 22007 51421 294t + 2200? 
et la valeur maximale de la forme linéaire est 
: 1943 -L 205012 + 30140 + 9500 
5t° + 294t + 2200 ’ 
d) pour la demi-droite t => 10, la base est constituée des vecteurs 42 (t), 
As(t)}, le programme optimal est 
100 +? t2 + 24t + 1000 0 
* 400+21° 100 + 24 ’ } ’ 


L*— 


Le — 


0, 0). 


L* — 


x= (0 


et la valeur maximale de la forme linéaire 


7€2 + 750t + 5000 
100 + 25 


2. Dans l'intervalle de variation du paramètre (—50; —6,1), la forme 
linéaire du problème n’est pas bornée sur l’ensemble de ses programmes. (Pour 
—50 << t < —7, le critère A, du vecteur des conditions À, (t) par rapport 
à la base 4» (t), A3 (1) est négatif, et en même temps zy, < 0: pour —7 <t 
<< —6,1, le critère A2 du vecteur 42 (t) par rapport à la base A1 (t), A3 (+) est 
négatif et de plus tout r;2 << 0.) 

3. Dans la marge de variation du paramètre —233 << t << —50, le pro- 
blème n’a pas de solution, ses conditions étant incompatibles. Pour n'importe 
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laquelle des bases du problème, l'une des composantes au moins de la décompo- 
sition du vecteur des contraintes suivant les vecteurs de la base considérée est 
négative pour tout t appartenant au segment [—233, ]. 


$ 4. Applications de la programmation 
paramétrique 


4.1. Il existe pour plusieurs modèles particuliers de programma- 
tion linéaire des méthodes spéciales de discussion qui tiennent comp- 
te de la structure de leurs mâtrices des conditions. Ces méthodes 
spéciales auxquelles on associe le problème de transport, le problème 
d'affectation, etc., simplifient nettement la procédure. Mais que l’on 
ajoute aux conditions de ces problèmes particuliers une condition 
au moins de type général, et ces méthodes spéciales simples perdent 
leurs avantages et ne peuvent plus être utilisées directement. On 
voudrait, naturellement, pouvoir appliquer les méthodes économi- 
ques de résolution du problème particulier correspondant à la discus- 
sion d’un problème pluscomplexe. Nous allons montrer dans ce qui 
suit que l’application des principes de programmation paramétrique 
permet quelquefois de ramener l'exploration d’un problème de pro- 
genre tion linéaire à un modèle particulier qui lui est apparen- 
té . 

Considérons le problème de programmation linéaire qui consiste 
à maximiser la forme linéaire 


2 Cjtj - (4.1) 
sous les conditions 
D &yz;=bi, 1—-1,2,...,m; (4.2) 
ji 
z1>0,j—=1,2,...,n; (4.3) 
à dix; <d. (4.4) 
2= 


Supposons que les conditions (4.2) aient une structure simple, 
de sorte qu'il est facile d'effectuer la discussion du problème (4.1)- 
(4.3) pour n'importe quelles valeurs des coefficients c; à l’aide de la 
méthode primale du simplexe spécialement adaptée à ce modèle. 
Le problème (4.1)-(4.3) diffère du problème simple (4.1)-(4.3) par une 
seule condition de type général. Montrons comment utiliser, pour 
résoudre le problème (4.1)-(4.4), la méthode élaborée pour l'étude des 
modèles du type (4.1)-(4.3). 
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Introduisons dans la discussion le problème À; où l’on demande 
de maximiser la forme linéaire 


à (cy5— dj) x; (4.9) 


sous les conditions (4.2), (4.3). 

Supposons pour simplifier l’analyse que l’ensemble. des points 
X défini par les conditions (4.2), (4.3) soit borné et constitue, par 
conséquent, un polyèdre convexe. 

L'algorithme de programmation paramétrique exposé au $ 1 
ramène la discussion de la famille de problèmes A; (4 > 0) au dé- 
coupage de l’axe des À positif en une série de segments [0, Al, 
As, À, . .., [A1 Al et une demi-droite À > À, tels que pour 
tout. À E [A: 1, Al le programme X, (4 — 1, 2, ..., s) est une 
solution du problème 4, et le programme X,:, *) une solution du 
problème À; quel que soit À > À... Nous avons vu au $ 1 que le 
passage du programme X, au programme X,+, s'effectue en une ou 
plusieurs itérations de la méthode primale du simplexe adaptée au 
problème défini par les conditions (4.2), (4.3). 

Nous allons énoncer et démontrer quelques propriétés des pro- 
grammes X},, qui permettent d'utiliser ces derniers pour la cons- 
truction de la solution cherchée du problème (4.1)-(4.4). 


Lemme 4.1. Lorsqu'on passe du programme X, au programme 
X +1, la valeur de la forme linéaire 


À djt; 
décroit, c'est-à-dire 
Le À Ge > Lane D dyaft®. (4.6) 


Démonstration. Le programme X,.:, est une solution 
du problème À; avec À; << À << À,+4. Le programme X, ne constitue 
pas une solution du problème dans cette marge de variation du para- 
mètre. C'est pourquoi 


È (cy— M) 2° = 2 (C3 — nd;) 2ÿ 7 — 
— (à) È a à (cj5— Ad) af = 
= > Cy— hd) #0) À def. (7) 


*) Dans un cas articulier, l’ensemble des segments peut être vide. Dans 
ce cas, À, = 0 
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Les programmes X, et X:+, sont les solutions du problème À pe 
Par suite, 


2 (c5— dj) a = À (cy— Andy) af, (4.8) 
= =1 


L'inégalité (4.7) avec l’égalité (4.8) entraînent la relation (4.6). 
Lemme 4.2. Si 


n 


L,= © dyxÿ <d, (4.9) 


J=1 


X, est alors une solution du problème (4.1)-(4.4). Si avec un certain 
1<k<Ssl 


Lx= Ÿ de >d>lims X dirt, (4.10) 


j=1 


le problème (4.1)-(4.4) a pour solution le programme 


X* — tX Er + (1 — #) X p+1) (4.11) 
où 
…_ d— Li+: 
=. (4.12) 


Démonstration. Le programme X, est une solution du 
problème (4.1)-(4.3), qui coïncide avec le problème À; pour À = 0. 
Il est évident que si les conditions (4.9) sont vérifiées, X, est égale- 
ment une solution du problème (4.1)-(4.4). 

Supposons maintenant que l'inégalité (4.10) ait lieu pour un cer- 
tain 1 << k L s. En vertu de (4.10), 


O<Ld — Lyys << Li —Lrrs. 


Donc, 0 < t < 1, et par conséquent, X* étant une combinaison 
convexe des programmes X, et X,:, du problème (4.1)-(4.3), il 
satisfait aux conditions (4.2), (4.3). La substitution directe mon- 
tre que 


2 d;x; = d. (4.13) 


Donc, X* est un programme du problème (4.1)-(4.4). Le vecteur 
X* est en outre une solution du problème 4;,, puisque À, et X,4+: 


sont des programmes optimaux de ce problème. D'après le critère 
d’optimalité, pour les programmes du problème 4;, il existe des 


nombres li, Uz2, . .., Um (Critères des conditions du problème À;,) 
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tels que 


à 


Cy— dy < 2 Gijli, j—=1,2,...,n; 


(4.14) 


3 


- Cj— nd; = à dijlui Si x >> 0. 


Les conditions (4.14) et l'égalité (4.13) traduisent le fait que les 
nombres Ji, Mo, - - .; Um, Àr >> O sont les critères de sélection des 
conditions du problème (4. 4)- (4.4). Par conséquent, le programme X* 
est une solution de ce problème, ce qu’il fallait démontrer. 


Lemme 4.3. Si 
Len = D'dgj+n > d, 
j=1 
les conditions (4.2)-(4.4) sont contradictoires. 


Démonstration. Soit X un vecteur arbitraire qui vérifie 
les conditions (4.2), (4.3). Conformément aux notations adoptées, 
le vecteur X,:, est une solution du problème À, avec À > À.,. Par 
suite, 


D hd) a< À (id) z$T9 pour AZ (4.15) 


Divisons par À les deux membres de l'inégalité (4.15) et passons 
à la limite pour À —+ oo. Il vient 


D) dix; > >> dire Lise 


Avec L,+1, > d, lette dernière inégalité conduit à la relation 
n 
À dt; > d, 


ce qui réduit à l’absurde la condition (4.4). Le lemme est ainsi 
démontré. 

4.2. Les lemmes démontrés ci-dessus permettent de justifier la 
procédure de résolution du problème (4.1)-(4.4) fondée sur l’algori- 
thme de programmation linéaire du $ 1. 

Cette procédure débute par la détermination du programme opti- 
mal X, du problème (4.1)-(4.3). Si le programme X, vérifie l’iné- 
galité (4.4) d’après le lemme 4.2, il constitue une solution du pro- 
blème (4.1)-(4.4). S'il n’en est pas ainsi, après avoir adopté ZX, 
comme programme initial, on procède à la discussion du problème 
paramétrique À, pour À > 0. A cette fin on utilise l'algorithme 
du $ 4. On sait que la procédure imposée par l’algorithme du $ 1 
se compose d’itérations de la méthode primale du simplexe réalisées 
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successivement en se guidant sur une règle spéciale de choix du 


vecteur À, à inclure dans la base. Dans le cas donné, cette règle 
s'écrit 


Af] A t 
7 = min 7, AR > 0. (4.16) 
Age 400 A9 

1 


Ici 
t £ { t M 
A$f = à Gt) —c;; A2= 2 di 29) — dis 
8—= 8= 


y 1,2,..., n; 


x sont les coefficients de décomposition du vecteur A; par rapport 
aux vecteurs de la: base A3,, À4:,, . .., 4, du programme À: 
obtenu à la t-ième itération. Pour chaque programme X;, on calcule 


ñn 
Li= Y dix. 
j=1 


La procédure s’achève par la construction d’un programme À; 
qui vérifie l’une des deux conditions 
|  Li1>d, L<d; 
2° L>d, AP <O pour tout j. 


Dans le cas 1°, le programme 


X* — aX 1 + (1 — à) X: (4.17) 
avec . 
d —L:i 
a DT, (4.18) 


est une solution du problème (4.1)-(4.4) (cf. lemme 4.2). Si par 
contre on est dans le cas 2°, d’après le lemme 4.3, le problème (4.1)- 
(4.4) n’a pas de solution, les conditions (4.2)-(4.4) étant incompa- 
tibles. 

Ainsi, l'application de la méthode primale du simplexe au 
problème de programmation linéaire défini par les conditions (4.2), 
(4.3) permet, en un nombre fini d’itérations, d'obtenir la solution 
du problème (4.1)-(4.4) ou d'établir que ses conditions sont incom- 
patibles. 

Dans le problème (4.1)-(4.4), la contrainte supplémentaire (4.4) 
avait la forme d'une inégalité. L'’algorithme exposé ci-dessus sera 
très peu modifié si l’on remplace l'inégalité (4.4) par l'égalité 


à dit; = d. (4.19) 
J2= 
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Si le programme optimal X, du problème (4.1)-(4.3) vérifie la 
condition 


ñn 
S dx) > d, 
1 


la procédure de résolution s'effectue d’après les règles déjà décrites. 
Mais si 
. : 
n 
D dyxÿ” <d, 
2= 


il faut procéder à la discussion des problèmes À; avec À < 0. C’est 
pourquoi le choix du vecteur à inclure dans la base à la t-ième ité- 
ration est déterminé non par la relation (4.16), mais par la condition 


(t) 1@ 
Aÿi À;; 


() * 1) ? 
Af2 aQ<0 A 


AR < 0. (4.20) 


La règle d'achèvement de la procédure:est elle aussi modifiée 
de façon correspondante: la l-ième itération est la dernière si 


Lis <d, Li >d (cas 1°) 
ou si | 
Li << d, A 20 pour toutj (cas 2°). 


Dans le cas 1°,.la solution X* du problème (4.1)-(4.4) se calcule 
d’après les formules (4.17), (4.18). Dans le cas 2°, les conditions 
(4.2), (4.3), (4.19) sont incompatibles. 

4.3. L'algorithme exposé peut être utilisé pour résoudre n’importe 
quel problème spécial de programmation linéaire rendu plus com- 
plexe par une contrainte de type général. Appliquons-le à la réso- 
lution d’un problème de transport classique à une condition supplé- 
mentaire de type général. 

Supposons qu'il faille minimiser la forme linéaire 


m n 


D À cut (4.21) 


i=1 j=1 


sous les conditions du type « transport »; 


n 


È Lij — Qi, i— 1, 2, ..) m ; (4.22) 
={ 
2 zu =06,, j=1, 2,...,n; (4.23) 
EE | 


zy Z>0, i=1,2,...,m;, j—=1,2,...,n, (4.24) 
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et une contrainte supplémentaire de type général 


2 2 dit Ld. (4.25) 
i=1 7= 

Pour résoudre le problème de transport (4.21)-(4.24),. utilisons 
la méthode des potentiels (cf. par exemple, [87], $ 1, 2, chapitre 14). 
La procédure de résolution du problème (4.21)-(4.24) s'achève par 
le calcul du programme optimal X, et de la matrice A% aux élé- 
ments 

A = Ci — (0j —w) > 0, 


où v;, u, sont les potentiels du problème (4.21)-(4.24). 

S’il s'avère que X, vérifie la condition (4.25), ce programme est 
une solution du problème (4.21)-(4.25). 

Dans le cas contraire, on poursuit le calcul des itérations de la 
méthode des potentiels. La différence entre ces itérations et les 
étapes usuelles de la méthode des potentiels réside en ce qu’à une 
itération quelconque (de numéro t) au lieu d’un seul système de 
potentiels on calcule deux systèmes: 


u® De et u®, y 
définis par les matrices 
C= {ci llmen et D = | di; (mn 


respectivement. 
Les indices éo, jo du transport à inclure dans le nombre des trans- 
ports de base à la t-ième itération sont choisis d’après la condition 


ot A@, t) 
AD . (--+) Aie 0, (4.26) 
10202 8; 9 <0 132 
ou 
Af, = Cÿj — (© … u®) ; Af) — di, … (&® 9), 
Posons 
Lu 2 à disais 


La procédure prend fin à la /-ième itération si 
1° Li > d, Li<d 
ou si 
2° L, > d, A9 > 0 pour tout à et j. 


Dans le cas 1°, la solution X* du problème (4.21)-(4.25) est 
définie par les relations (4.17), (4.18), dans lesquelles il faut entendre 
par X, le programme de transport construit à la t-ième itération. 


Dans le cas 2° on enregistre l’incompatibilité des conditions (4.22)- 
(4.25). 
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L'algorithme considéré est un cas particulier de la méthode 
générale exposée aux paragraphes 4.1, 4.2. La différence entre les 
conditions (4.26) et (4.16) s'explique par le fait que (4.21)-(4.25) 
est un problème de minimisation, ce qui entraîne que la forme li- 
néaire du problème correspondant À; est de la forme 


m n 
D D (cu +Adi)zu. 
11 7—=1 
4.4. Il existe des modèles de programmation linéaire dont tous 
les vecteurs des conditions sauf un (4,::, par exemple) ont une 
structure très simple, de sorte que si l’on fixe la variable x,.;, 
la discussion de tels modèles devient bien plus simple. 
Considérons le problème qui consiste à maximiser la forme li- 
néaire 
n+ri 


D: City (4.27) 
j=1 
sous les conditions 
n+1{ 
> Az; = B; (4.28) 
j=1 
z,2>0, j=1,2,...,n +1. (4.29) 


Supposons qu’un type particulier de la matrice 
A — (A, A2; 9 An) 

rende possible l'application d’un algorithme spécial, suffisamment 
économique, se basant sur la méthode duale du simplexe à la réso- 
lution d’un problème de programmation linéaire à matrice des 
conditions À. 

Si l’on pose que z,+, — u est le paramètre et si l’on met les 
conditions (4.28) sous la forme équivalente 


D Aie = B—hAnss, (4.30) 
2= 


il devient alors possible d'utiliser l'algorithme de programmation 
paramétrique exposé au $ 2. 

Nous donnerons le schéma général de la procédure en supposant 
que les conditions (4.29), (4.30) sont compatibles pour tout u > 0 
{c£. exercice 20, où l'on propose au lecteur d'éliminer la contrainte 
indiquée). 

1. Cherchons la solution du problème (4.27)-(4.29), dans lequel 
Zn+1 est posé d'avance égal à zéro. Si le critère de sélection du vec- 
teur À,:, par rapport à la base optimale obtenue est non négatif, 
le programme construit est une solution du problème (4.27)-(4.29). 
Dans le cas contraire, on passe au stade suivant de la procédure. 
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2. Chaque étape de ce stade est une itération de la méthode 
duale du simplexe appliquée au problème à matrice À, dans lequel 
le vecteur à éliminer de la base est déterminé à l'aide d’une règle 
spéciale donnée ci-dessous. 

Soient zig et zfÿ les coefficients de décomposition suivant la 
base courante des vecteurs B et À,:, respectivement. Le numéro 
r de la case de la base astreinte à être renouvelée est choisi d’après 
la relation 


._. 7i0 (2) 
= Min, ZXr0 > 0. (4.31) 
T 


3. Affectons de l'indice k toutes les quantités qui correspondent 
à la k-ième itération. AŸ); notamment est le critère du vecteur des 
conditions A,+1 par rapport à la base de la k-ième itération. 

La procédure s'achève à la /-ième itération si 


19 ASE) <O, AD: >0 
ou si 
2 Ai <O0, 1% <O pour tout i. 
Dans le premier cas, le vecteur x" aux composantes 
D — pt) si j—=s, i—=1,2,...,m; 
Er: si j—=n<+ti; 
(4 dans les autres cas 


est une solution du problème (4.27)-(4.29). u* est ici la valeur du 
minimum (4.31) correspondant à la (2 —1)-ième itération; 
(S4s S2, + + «, Sm) Sont les numéros des vecteurs de la base de Ia 
l-ième itération. 

Si ce sont les conditions du cas 2° qui sont remplies, on en tire 
la conclusion que la forme linéaire (4.27) est infinie sur le polyèdre 
convexe (4.28), (4.29). L'algorithme exposé est l’analogue dual de 
la procédure étudiée de près aux paragraphes 4.1, 4.2. Sa justification 
est laissée au lecteur (cf. exercice 19). 

4.5. Voici encore une application de l'algorithme du $ 1 à la 
| résolution du problème général de programmation linéaire proposée 
par [541]. 

Soit un problème de programmation linéaire qui consiste à 
maximiser la forme linéaire 


ñn 


Ÿ CT} (4.32) 


j=1 


sous les conditions 


D aty=br, i=1Â, 2,...,m, (4.33) 
= 1 
| z, > 0. (4.34) 
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Sans restreindre la généralité, on peut, considérer toutes les 
composantes b;, du vecteur B comme non négatives. 

Supposons que nous connaissions un programme (Ô4, Ô2, . . ., Ôm) 
du problème dual de (4.32)-(4.34) et que, de plus, toutes les com- 
posantes Ô;, soient strictement positives. Il est commode d'écrire 
les conditions (4.33), (4.34) sous la forme équivalente : 


D Qjtitännu=bi, i=1,2,...,m; (4.35) 
j=1 
2 Ôitn+i = 0; (4.36) 
= 1 
2>0, j—=1,2,...,n + m. (4.37) 


Introduisons dans la discussion le problème paramétrique À;, 
À > —1, à la forme linéaire 


se 


È CjTj — À 2 Gitneis (4.38) 


qu'il faut maximiser et aux conditions (4.35), (4.37). 

On vérifie aisément que les vecteurs unités A,41 — €4, An+2 — 
= 2, « ..s Anim — €m Constituent une base optimale du pro- 
blème À; avec À — —1. D'après les résultats obtenus aux paragra- 
phes 4.1, 4.2 la résolution du problème (4.32), (4.35)-(4.37) se 
ramène à l'exploration de la famille de problèmes A4;, À > —1, 
pour une base initiale coïncidant avec la matrice unité (e;, 6», .. 

.» Em). C'est pourquoi il ne nous reste qu’à traduire |’ algorithme 
du paragraphe 4.2 en termes du problème donné. 

Désignons par 


AD et AË G=1,2,...,n+m) 


les critères de sélection des vecteurs des conditions À; par rapport 
à la base de la t-ième itération de la procédure, associés respective- 
ment aux formes linéaires 


n m 
Li= Dex et Le= À Gttnu 
j=1 i=1 


Chaque itération de l'algorithme est une étape de la méthode 
primale du simplexe appliquée au problème soumis aux conditions 
(4.35), (4.37). Le vecteur À, à inclure dans la base à la t-ième ité- 
ration est défini par la relation 


(h A) 
Shi _ min ee AD 0. (4.39) 
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La procédure prend fin à la L-ième itération si l’on vérifie l’une 
des deux conditions suivantes: 


1° L2(X) =0; 2 L:(X)>0 et AÈ<0 
G=1,...,n + m). 
(Xi = (x, 9°, ..., sin) est ici le programme associé à la 
l-ième itération). 

Dans le cas 1°, les r premières composantes du vecteur X, cons- 
tituent une solution du problème (4.32)-(4.34) (les m dernières 
composantes de ce vecteur sont évidemment nulles). Cette conclusion 
se déduit du lemme 4.2. D'après le lemme 4.3, le cas 2° n’est possible 
que lorsque les conditions (4.35)-(4.37) ou, ce qui revient au même, 
les relations (4.33), (4.34) sont incompatibles. 

Dans l'hypothèse de non-dégénérescence du problème (4.32)- 
(4.34), la valeur de la forme linéaire L;, (X), variable d'écart pon- 
- dérée des conditions (4.33), subit une décroissance monotone. L'’algo- 
rithme décrit peut être utilisé au lieu de la #-méthode bien connue. 
Pour de nombreuses formulations pratiques, l'hypothèse de l’exis- 
tence d’un programme du problème dual aux composantes posi- 
tives n’est pas restrictive. Il en est ainsi, par exemple, des problèmes 
dans lesquels 4; >0, 4; Æ 0 pour j = 1, 2, ..., n. 

4.6. Dans les paragraphes suivants nous allons montrer que 
la méthode de programmation paramétrique du $ 1 permet de réaliser 
la discussion numérique complète du problème de programmation 
homographique qui consiste à maximiser la fonction homographique 


n 


D Cjzj +c L(& 
R(X) = —= 5e (4.40) 
Zeit é : ° 
sous les conditions 
D ax = bi, i=1,2,...,mM; (4.41) 
j=1 
2,>0, j—1,2,..,n. (4.42) 


Pour abréger l'exposé, par la suite, nous supposerons borné 
l’ensemble M des points À qui vérifient les conditions (4.41), (4.42). 
Soit 


L; (X) = L, (X) + AL: (X). (4.43) 
Introduisons les fonctions 
fi (À) = max L;, (X) (4.44) 
XEM 


et 
fe (À) = min L; (X). (4.45) 
XEM 
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On sait (cf. paragraphe 1.6) que f, (à) (f2 (À)) est définie dans 
le cas considéré sur l’axe tout entier et constitue une fonction con- 
tinue linéaire par morceaux, convexe vers le bas (vers le haut). 

Désignons par X? et X{> les solutions du problème de maximi- 
sation de la fonction L;, (X), sous les conditions (4.41), (4.42), 
pour des À, disposés respectivement sur les segments [4, À + el 
et [À — €, Àl, où € est un nombre positif suffisamment petit. (Il 
est clair que & doit être choisi de sorte que les intervalles (À, À + e) 
et (À — e, À) ne contiennent pas de points critiques de la fonction 
fs (À).) 

Introduisons de façon analogue, en partant du problème de 
minimisation de ZL; (X) et sous les mêmes conditions 


X% et XS2. 


Les vecteurs X{% et XS (X% et X%2) ne diffèrent que si À est 
un point critique de la fonction fi (f2). 

Soient f11 (À) et fi2 (À) les dérivées à droite et à gauche de la 
fonction fi (À); f21 (à) et f22 (À) les dérivées à droite et à gauche de 
la fonction f2 (4). De la définition des vecteurs X% découlent les 


égalités 
fa @ = Le (AY fie = Le (A 
fai (À) = Li (X@), f22 À) = Li: (XQ). (4.46) 


L'’algorithme de résolution du problème (4.40)-(4.42) se fonde 
sur certaines propriétés des fonctions f;1 (À) et f2 (À). Ces propriétés 
se déduisent de deux propositions auxiliaires. 

Soit Gmax(min) la valeur maximale (minimale) de L: (X) sous 
les conditions (4.41), (4.42). 

Désignons par r la face supérieure de la fonction R (X) avec 
XEM et par r(q) (9 Æ0, Qmin < I L Imax) la face supérieure 
de R (X) avec X E M, L: (X) = q. 


Lemme 4.4 Soit q=Æ0 un nombre arbitraire compris entre 


min € Jmax- 
Sig>0 et si À est déterminé par les conditions 


fi D <9K f11 À), (4.47) 
il vient 
r (9) = R(aXM + (1 — a) XP), (4.48) 
où le coefficient « se calcule d'après la relation 
aL(X{N)+(1 — a) La (KU) = 9. (2.49) 
Siq<O0et si À est défini par les conditions 
f2a À) <q < f22 (À), (4.50) 


14—0776 
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alors 
r (9) = R (aX® + (—a) X®, (4.51) 
où le coefficient a se calcule d'après la relation 
aLs (X@) + (1—a) Le (XD) = 9. (.52) 


Démonstration. 1. Puisque le dénominateur de la 
fraction R (X) est fixé et constitue un nombre positif, pour justifier 
(4.48) il suffit de s'assurer que le vecteur 


XG2 = aX{? + (1— a) XD 


où À et « sont déterminés respectivement d'après (4.47) et (4.49), 
est une solution du problème de maximisation de ZL, (X) sous les 


conditions 
XEM, L:(X) = 9. (4.53) 
Les relations (4.46), (4.47) et (4.49) conduisent aux inégalités 
0La< 1. 


Par conséquent, X(! est une solution du problème de maxi- 


misation de L; (X) sous les contraintes (4.41), (4.42), du fait que 
cette condition est vérifiée par les vecteurs X() et X(). Il est main- 
tenant facile d'établir la propriété d’extrémum cherchée du vecteur 
X() à l'aide des raisonnements utilisés lors de la démonstration du 


% 


lemme 4.2 (se servir à cette fin du critère d’optimalité du pro- 
gramme X®). 

2. Soit g < 0. L'égalité (4.51) est justifiée par des raisonne- 
ments analogues à ceux qui ont été donnés plus haut ; il n’y a qu’à 
remarquer que lorsque la fraction À (X) a un dénominateur fixé 
négatif, son numérateur doit être aussi petit que possible. Le lemme 
est ainsi démontré. 

Soit À une valeur quelconque du paramètre tel que fi: (4) > 0. 
Introduisons l’ensemble Æ{° des nombres g > 0 qui vérifient les 
contraintes (4.47). Si À n’est pas une valeur critique de la fonction 
f1 (À), l’ensemble E se compose du seul point 


q = fi Q) = fie Q). 


Dans le cas contraire, E(‘) est soit un segment [f12 (À), fi1 (4)I 
lorsque fi: (À) > 0, soit un demi-intervalle (0, fi: (A)], lorsque 
fiz (À) <0. | 

De façon analogue, introduisons pour un point quelconque À 
tel que f:, (à) << 0, l’ensemble ES composé des nombres q << 0 qui 
vérifient les inégalités (4.50). L'ensemble Ef est lui aussi soit un 
point, soit un segment, soit encore un demi-intervalle. 
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Lemme 4.5. Si l'ensemble EŸ” est défini, avec f; (à) > 0, 
fa A) 0, fa (À) = 0, la fonction r (a) est respectivement monotone 
décroissante, monotone croissante, à valeur constante sur E. 

Si l’ensemble Ef° est défini, avec f2 (à) >> 0, f2 (À) << 0, f2 À = 0, 
la fonction r (q) est respectivement monotone décroissante, monotone 
croissante, à valeur constante sur EŸ’. 


Démonstration. Supposons que l’ensemble EE; con- 
tienne plus d’un point et que de plus, g soit un point intérieur de 
E‘". D'après le lemme 4.4, 


r (q9) = R (X56), 


4 


où 
XL — aX;r + ({ — a) x 
est une solution du problème de maximisation de la fonction L; (X) 
sous les conditions (4.41), (4.42); L; (X$9) = q. Par conséquent, 
fa À) = Li (Xÿa) + AL2 (Xi), (4.54) 


r (o) = R (x) = ÉD 2 


En dérivant (4.54) par rapport à q€ po. on a 
dr (g) __ __ fi) 
dq CS 


Si qg est un point intérieur de £E*”, les mêmes raisonnements 
impliquent 


(4.55) 


dr(g) #2 


dq g° 
Les formules (4.55) et (4.56) restent valables également pour les 
points frontières q, il suffit d'entendre par Ta la dérivée à gauche 
si g est l’extrémité droite de l’ensemble correspondant, et la dérivée 
à droite si g est son extrémité gauche. 
Les relations (4.55) et (4.56) prouvent la validité du lemme. 


4.7. Passons à l'énoncé et à la démonstration du théorème qui 
est à la base de l’algorithme de résolution du problème (4.40)-(4.42). 


Théorème 4.1. 1. Si Qmin < 0, max >> 0, une condition 
nécessaire et suffisante pour que le problème (4.40)-(4.42) soit résoluble 
est que chacune des fonctions f, (À) et f2 (À) ait un seul point critique 
\* (commun aux deux fonctions) et, que, de plus, 


fi Q?) = fa (®) = 0. 


Dans le cas où le problème (4.40)-(4.42) a une solution réalisable, 
tout point X EM, L:(X) 0 en est une solution: 


r = R(X)= à. 


(4.56) 


14% 
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2. Si min >0, une condition nécessaire et suffisante pour que 
le problème (4.40)-(4.42) soit résoluble est que max Soit un nombre 
positif et que la fonction f; (À) ait des racines sur l'axe À. Dans le cas 
où le problème (4.40)-(4.42) est résoluble, sa solution est fournie par 
le vecteur X5?, où s est la plus grande racine de f, (À); de plus, 

r = R(XY) = —<. 

3. SÈ {max L 0, une condition nécessaire et suffisante pour que 
le problème (4.40)-(4.42) soit résoluble est que Qmin soit un nombre 
négatif et que la fonction f2 (À) ait des racines sur l'axe À. 

Dans le cas où le problème (4.40)-(4.42) est résoluble, sa solution 
est le vecteur X!?, où s est la plus grande racine de f: (À); de plus, 


r = R(X%) = —s. 
Démonstration. 1. Soient Qmin < 0, max > 0. 


Condition nécessaire: Admettons que le problème 
(4.40)-(4.42) ait une solution réalisable. Dans ce cas,un point quel- 
conque X € M tel que L: (X) = 0 vérifie l'égalité 

Li (X) = 0. (4.57) 


Notons qu'il résulte des conditions du théorème qu'il existe 
des points X” € M et X” € M tels que 


L:(X9>0, L:(X7 < 0. 


Avec Li (X) >> 0, le vecteur X, = (1 — €) À + eX”, où À” € M, 
L; (X') > 0, appartient à M quel que soit 0 < e < 1, et 
__ (1—e) Li(X)+elLi (4) . 
R (Xe) > 16 0 ES ©, S1 ge 0. 
La relation obtenue réduit à l'absurde notre hypothèse sur 
l’existence d’un programme. Par conséquent, L:, (X) < 0. On 
aboutit de façon analogue à l’autre contrainte: L, (X) > 0. L'éga- 


lité (4.57) est ainsi démontrée. 
Considérons deux points quelconques X” et X” du polyèdre M 


tels que ° 
L:(X9>0, L:(X7) <0. 
Soit 
Li (X7) = KL: (X), Li (À) = KL: (47). 
Montrons que 
k—=k"—=k. (4.58) 
En effet, posons que le point X = AX” + (1 —À) X"E M est 
défini par la condition 
L: (X) = 0. (4.59) 
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Il est évident que 0 <À< 1. D'après (4.57), 

Li (X) = ML (X7) + (À — À) k°L: (X7) = 0. 
Transformons cette dernière égalité en tenant compte de (4.59): 
Li (X) = AL: (X7) (4° —k7) = 0. 

Nous avons déjà dit que | 
41>0, L:(X'") > 0. 


Donc, k’ — k”" — 0. L'égalité (4.58) est démontrée. 

Il est facile de vérifier maintenant que tout point À € A1 justifie 
l'égalité 

L, (X) = AL: (X), (4.60) 
où k ne dépend pas de X. 

En effet, avec L: (X) >> 0 (L: (X) << 0), il suffit de considérer 
les points X’ — X et X” (X” et X” = X) et d'utiliser (4.58). Mais 
si Li (X) = 0, (4.60) se déduit alors de (4.57). 

Si À est un nombre arbitraire et À un point quelconque du po- 
lyèdre M, alors en vertu de (4.60), 


Li (X) = Li (X) + AL: (X) = Lo: (X) [k + AI. (4.61) 
La relation (4.61) amène les égalités 
fa (À) — {max (Æ + À) si rh > —k, 
min (A + À) si À << —k; 
fe (à) — min (k + À) si À > —k, 
max À + À) si À << —k. 


La condition nécessaire de la première partie du théorème est 
ainsi démontrée, et À — —k. 


(4.62) 


Condition suffisante. Supposons que les conditions 
de la première partie du théorème soient remplies. Il est clair qu’avec 
À% — —k les fonctions f; (À) et f2 (À) doivent avoir la forme (4.62). 

Pour tout XEM,on a 

0 = f2 (—À) < Lx (X) < fi (—h) = 0, 
et 
Ly (À) = Li (À) — AL: (X) = 0. 
Par conséquent, les conditions 
XEM, L:(X) 0 (4.63) 
impliquent l'égalité 
R (X) = k = —?X#*, 
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ce qui signifie que le problème (4.40)-(4.42) a un programme et 
que, de plus, tout point vérifiant les conditions (4.63) en est une 
solution. 

2. Soit {min > 0. 


Condition nécessaire. Supposons que le problème 
(4.40)-(4.42) ait une solution réalisable. Si Qmax — 0, min — 0 
et, par conséquent, | 


L: (X) = 0 pour tout X EM, 


ce qui signifie que la fonction À (X) n’est définie en aucun point 
du polyvèdre M. Cette contradiction entraîne la positivité de Qmax- 

Pour démontrer que l'équation jf, (À) — 0 a une solution, nous 
procéderons également par la réduction à l'absurde. Supposons 
que cette équation n'ait aucune racine. Pour des valeurs assez grandes 
de l’argument f, (À) est une fonction linéaire à coefficient angulaire 
max >> 0. Il résulte donc de l'hypothèse adoptée que f, (À) est 
positive pour n'importe quelle valeur de À. Constatons également 
que min — Ü, puisque avec {min > O la fonction f; (À) couperait 
obligatoirement l'axe 

Soit s la valeur critique minimale de la fonction j; (À). Il est 
évident que dans ce cas 


Li (X52) = Qmin — 0, L2:(XX) > 0, (4.64) 
et de plus, 
Ls (Xi) = Ls (X52) = fi (s) > 0. (4.65) 
Posons 


Xe = (1 —e) Xn + eXs1. 


Quel que soit 0 < & < 1, le point X, € M. Les relations (4.64) 
et (4.65) donnent 


__ fi) 
R(Xe) = Lx —s—+o quand e—>0, 
ce qui contredit l'existence d’une solution réalisable du problème 
(4.40)-(4.42). Par conséquent, notre hypothèse est incorrecte, ce 
qui signifie que la fonction jf; (À) a des racines. 


Condition suffisante. Supposons que la fonction 
f: (À) ait des racines sur l'axe des À et que Qmax >> 0. Désignons par 
s la racine maximale de fi (À). 

Posons 


q = L:(XS), gqg" = L: (XP). 


s étant la racine maximale de f, (4), qg” > 0, et donc l’ensemble 
E est défini. 
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En vertu du lemme 4.5, 
r(g) =r(g”) pour geE;, (4.66) 


puisque f; (s) = 0. 

Supposons que q” << max. Le segment [g”, Amax| peut être 
partitionné en segments E;, à — 1, 2, ..., p, où À4, À, . . ., Àp 
est une collection complète de valeurs critiques de la fonction f:; (À) 
à droite du point s. Par condition, fi (À;) > 0, puisque À; > s. 
Par suite, d’après le lemme 4.5, la fonction r (q) est monotone décrois- 
sante sur tout segment E/. Autrement dit, 


r(g <r(g”) si q<q< max. (4.67) 

Supposons que q >> Qmin- L'ensemble des points q > 0 entre 
Gmin et g” peut être partitionné en ensembles £;?, i — —1, —2, ... 
…, —t, Où À, Ào, ..., À est une collection complète des 


valeurs critiques de la fonction jf; (À) à gauche du point s. Etant 
donné que q° > min > 0, 

fa A) <fi(s) =0 si À2<s. 
Î1 (A) < 0, L = —1, —2, 3 —1, 


et, d’après le lemme 4.5, la fonction r (q) est monotone croissante 


Donc, 


sur tout ensemble E;, (Gi = —1, —2, ..., —1). 
C’est pourquoi 
r(g<r(g) si g9>0, mn <9<g'. (4.68) 


Les relations (4.66)-(4.68) mènent à l'inégalité 
R(X%) =r(q")>r(g), si q4>0, min < 9 < max 


qui peut être mise sous la forme 
r=sup R(X)=  supr(g  =R(X{). 
XEM 


Imin S<Imax' 4 > 


Donc, X;;’ est la solution recherchée du problème. 
Etant donné que 
Ls (Xi — Î1 (s) — 0, 
il vient 
R(XY) = —. 


La deuxième partie du théorème est également démontrée. 

3. La démonstration de la dernière partie du théorème ne diffère 
des raisonnements de la deuxième partie que par la substitution de 
f2 (Q) à ji À). 

4.8. Voici la description de l'algorithme de résolution du pro- 
blème (4.40)-(4. 42), fondé sur la méthode de programmation para- 
métrique exposée au $ 1. 
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Désignons par A;1 (4:32) le problème qui consiste à maximiser 
(minimiser) la fonction L; (X) sous les conditions (4.41), (4.42). 

1. Cherchons la solution X, du problème de maximisation de 
la fonction L: (X) sous les conditions (4.41), (4.42). Deux cas sont 
possibles : 


4) max = L2(X1) > 0; D) max = Lo (X1) KL 0. 


2.a. Soit L> (X1) > 0. Appliquons la méthode du $ 4 pour étudier 
le problème paramétrique A1. 

Prenons comme programme initial le programme X;,, qui est 
une solution du problème À;, avec des valeurs de À suffisamment 
grandes. En cours d’analyse, les valeurs du paramètre À sont donc 
astreintes à décroître. On sait que les calculs, dans ce cas, consistent 
à effectuer plusieurs itérations de la méthode primale du simplexe 
telles que le choix du vecteur À; à ajouter à la base soit défini par 
les conditions 


A AD o | 
——— max(——), A0, (4.69) 
A) 40 ( x) 


où AŸ” et Af° sont les critères relatifs au vecteur À; associés aux 
formes linéaires L;, (X) —c et L:(X) — d respectivement. 

Il se peut que X, soit une solution du problème À;, pour toutes 
les valeurs de À. Alors, d’après la deuxième partie du théorème 4.1, 
le vecteur X, est une solution du problème (4.40)-(4.42). S'il n’en 
est pas ainsi, l’axe À est découpé en ensembles 6,1 = (—co, À;l, 
Ôy = Ar Au, : - …, 02 = (ho, Ml, O1 = [M, ©); de plus, on cons- 
truit pour tout 1 < i < L + 1 un programme de base X, qui est 
une solution du problème À; avec À € 6;. La marche ultérieure 
de la procédure est déterminée par le signe de Qmin — Lo (X +1). 

3.a.a. Soit Lo (X 413) << 0. Nous sommes alors en présence des 
conditions de la première partie du théorème 4.1. Pour rendre le 
problème possible, il faut justifier les restrictions 


ki, Lu (Xi) = Lu (Xi) = 0. (4.70) 


Si les égalités (4.70) ne sont pas respectées, le problème (4.40)- 
(4.42) n’a pas de solutions réalisables. Mais si les relations (4.70) 
ont lieu, on vérifie alors les conditions 


X: est une solution du problème À4;, pour À < À, 
X> est une solution du problème À4;, pour À > À:. 


(4.7) 


Lorsque ces conditions sont vérifiées, cela signifie que le pro- 
blème (4.40)-(4.42) est possible et que le vecteur X;, en donne la 
solution. 
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Dans le cas où les restrictions (4.71) ne sont pas observées, on 
en tire la conclusion que le problème n’a pas de solution réalisable. 

3.a.b. Soit Lo (X 141) > 0. Dans ce cas, on achève la discussion 
du problème à l’aide de la deuxième partie du théorème 4.1. La. 
fonction f1 (À) est alors non décroissante. Donc si 


fa Qn) = Li, (XD) > 0, La (Xi) = 0, (4.72) 


fs (À) n’a pas de racines sur l’axe des À, ce quisignifie que le pro- 
blème (4.40)-(4.42) est irrésoluble. 
Mais si les conditions (4.72) ne sont pas vérifiées, on choisit. 
l'indice æ maximal tel que 
fi x) = Li, (Xa) 2 0. 


D'après le théorème 4.1, le vecteur 


—— Xe 1 Î (Aa) > 0, 
xt LR HG) TO 


est la solution cherchée du problème (4.40)-(4.42). 

2.b. Supposons maintenant que Qmax & 0. Ce cas correspond 
à la dernière partie du théorème 4.1. Il faut explorer le problème. 
paramétrique A;°. Etant donné que X, est une solution pour des 
valeurs suffisamment petites du paramètre À, le choix de X, comme 
programme initial assure une croissance monotone du paramètre: 
À au cours de la discussion du problème A;2. Les calculs consistent 
également à effectuer plusieurs itérations de la méthode primale 
du simplexe, le vecteur À, à inclure dans la base se détermine de. 
nouveau d’après la relation (4.69). 

Il peut s’avérer que X, soit un programme optimal du problème 
A;2 avec tout À. Si dans ces conditions Qmax — Qmin = 0, le pro- 
blème (4.40)-(4.42) n’a pas de solution du fait que la fonction À (X) 
n’est définie en aucun point du polyèdre M. Si, par contre, {max = 
—= min < 0, d’après la troisième partie du théorème 4.1, X, est. 
une solution du problème (4.40)-(4.42). 

Dans le cas général, l’axe À est découpé en ensembles 


Ô, = (—00, M], = [4, Al, . .., Ô, =: 
— [p-1 À}, Ôp+1 — [hp co) 


et l’on construit pour tout à (1 < i < p + 1) un programme optimal 
X, du problème À;,, avec À € Ô:. 

3.b. La fonction f: (À) est non croissante, puisque Qmax & 0. 
C'est pourquoi, les conditions 


fa (un) = Lisa (X1) 0, * Gmax = L2 (X1) = 0 (4.73) 


étant remplies, f2 (À) n’a pas de racines sur l’axe À, ce qui indique- 
que le problème (4.40)-(4.42) n’a donc pas de solution réalisable. 
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Supposons que les conditions (4.73) ne soient pas respectées. 
Choisissons l'indice & maximal tel que f2 (À) = Li, (Xe) — 
= L;, (Xe+1) Z 0. D'après le théorème 4.1, le vecteur FX at est 
la solution cherchée du problème (4.40)-(4.42). 

Ainsi, la méthode de programmation paramétrique exposée au 
$ 1 permet d'effectuer une exploration complète du problème de 
programmation homographique. 

Insistons sur le fait que l'algorithme ainsi décrit pour la résolution du 
problème (4.40)-(4.42) se compose d’itérations de la méthode primale du 
simplexe appliquée au problème linéaire de conditions (4.41), (4.42). 
Pour cette raison, si parexemple (4.41), (4.42) sont les contraintes d’un 
problème de transport, l'algorithme ne diffère que de peu de la 
méthode des potentiels. Dans certains cas, les conditions (4.41), 
(4.42) sont complétées par des contraintes sur le dénominateur 
L; (X) de la fraction R(X) du type B;, < Lo: (X) < B2. Il est 
facile de remarquer (cf. exercice 22) que la présence de ces conditions 
supplémentaires ne complique nullement l'algorithme. 

C'est pourquoi lorsque le système (4.41), (4.42) contient de telles 
conditions, on aura intérêt à lés mettre en évidence. Pour finir, 
indiquons une particularité qualitative des problèmes du type 
(4.40)-(4.42). La fonction (4.40) ne jouit pas de la propriété de con- 
vexité, si bien que le problème (4.40)-(4.42) peut avoir un maximum 
local distinct du maximum global*). Toutefois, la structure simple 
de la fonction À (X) aboutit à ce que cette éventualité qui, d’une 
façon générale, est cause de difficultés de calcul considérables, 
est dans le cas présent tout à fait « sans danger ». Le fait est qu’en 
présence d’un maximum local du problème (4.40)-(4.42) qui ne 
coïncide pas avec son maximum global, la face supérieure de À (X) 
sur le polyèdre M est infinie (cf. exercice 23). C'est, au fond, cette 
circonstance qui a fourni la possibilité de construire un algorithme 
assez simple de résolution du problème (4.40)-(4.42). 


$ 5. Sensibilité des solutions des 
problèmes de programmation linéaire à la 
variation des données 


5.1. La question de la vitesse de variation de la valeur optimale 
de la forme linéaire d’un problème en fonction de la variation des 
composantes des vecteurs desconditions, descomposantes du vecteur des 
contraintes et des coefficients de la forme linéaire présente un grand 
intérêt pour les applications. L'étude des dérivées de la valeur 


*) R (X’) est un maximum local du problème (4.40)-(4.42) si R (X) < 
< R (X') avec XEM, L:(X) #0, | X — X° < 6, Ô est un certain nombre 
positif. Par maximum global du problème, on entend Ep AR (X). 
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optimale de la forme linéaire par rapport aux 4;,;, b;, c; et à leurs 
combinaisons linéaires, de même que la discussion des problèmes 
de programmation linéaire, permet d'apprécier la stabilité de la 
solution d’un problème dans les conditions des variations possibles 
des éléments de sa matrice complète des conditions. 
Considérons le problème possible de programmation linéaire À 


* 


qui consiste à maximiser la forme linéaire 


2 CjX] (5.1) 

. = 

sous les conditions 
D &ijt; = bi, i—1, 2, ...) M, (5.2) 
j=i 


z, Z 0, ji = 1, 2, . 
Désignons par 


, nn. (5.3) 


Îf (@iÿs Cp bi) 
la valeur maximale de la forme linéaire (5.1) sous les conditions 
(5.2), (5.3), associée, naturellement, à tous les éléments a,;, c;, b; 
(GG —1,2,...,m; j —=1,2,...,n) de la matrice complète 
des conditions du problème À. 

S’imposant une certaine direction À = {6;;, Goj;, do} de varia- 
tion des paramètres a;;, c;, b; du problème À, introduisons la dérivée 
fa (@5, c, bi) de la fonction f (a;;, c;, b;) le long de la direction A. 
Conformément à la définition connue de la dérivée par rapport 
à la direction 


g(t)—æ (0) 
t ? 


Îa (a;;, Cjs bi) — Pa (0) — lim (5.4) 
t—+0 


P (£) — Î (a;; + tÔ;, Cj + tÜoj b; + 10,0). 


Il est logique de supposer à cet effet que le problème À (t) dont 
la matrice complète des conditions se compose des éléments a;; + 
+ 10;,5, cj + tôoj et br + 100 (à = 1, 2, ..., m;j —=1, 2, ...,n) 
ait une solution pour t € [0, tol, to >> 0, et que la relation (5.4) 
ait une limite. 

Les dérivées fa caractérisent l'influence des fluctuations des 
paramètres du problème sur la valeur optimale de sa forme linéaire 
et sont souvent utilisées dans les applications. 

Le présent paragraphe est consacré à l’établissement des relations 
qui associent les valeurs des dérivées f\ aux solutions et aux critères 
du problème À — À (0). Les formules données ci-dessous permettent 
de calculer les dérivées fa sans explorer au préalable le problème 
A (t) pour t > 0 et ont une grande valeur pratique. 
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5.2. Composons la fonction de Lagrange F, (X, Y) pour le pro- 
blème À ({) aux paramètres 


ai (€) = ai + tôiy, ao (t) = cj + t0op io (t) = bi + t0;0 
(Gi —1,2,...,m; j—=1,2,...,n), 


FX, P)= au zs+ Dany 2 2 a (9 vies, (5.5) 


Pour le problème initial À — À (0) défini par les relations 
(5.1)-(5.3) la fonction de Lagrange s'écrit F (X, Y) = Fo(X, Ÿ). 

Nous aurons besoin par la suite de la notion de point selle, qui 
généralise la définition donnée dans le chapitre 2 en vue d’être 
appliquée aux jeux (cf. également le paragraphe 4.4 du chapitre 6 
de [87]). : 

Appelons (Xo, Yo) € Tx X Ty point selle de la fonction R (X, Y), 
sous la condition (X, Y)E Tx X Ty, si les relations 


R(X, Yo < R (Xo Yo) < R (Xo, Y) (5.6) 


ont lieu pour tout point (X, Y)E Tx x Ty. D'après le théorème 
4.6 du chapitre 6 de [87], les vecteurs X; et Y; sont respectivement 
solutions du problème À (£) et du problème À (ft) dual de À (+) si 
et seulement si (X;, Ÿ,) est un point selle de la fonction F; (X, Ÿ) 
sous la condition: X; > 0, Ÿ; étant quelconque. On voit aisément 
que, de plus, 


FX. Yr) — 2 aoj (t)xŸ = À aio(t)yi = p(t). (5-7) 
2= 1= 
Introduisons dans la discussion la fonction 
T(X, "= À Goity + 2 Groÿi— 2; à OijYiT (5.8) 


engendrée par la direction donnée A— {6;;, ,;, Ôio}. 

Avant d'énoncer la proposition principale de ce paragraphe, 
nous allons démontrer une proposition concernant les points selle 
de la fonction FT (X, Y). 


Lemme 5.1. SiGxet Gy sont des polyèdres convexes, la fonction 
T'(X, Y) a un point selle (X*, Y*) sous la condition que (X, Y)E€ 
€ Gx X Gz; de plus, 


max min l'(X, Y)= min max T(X,Y)=T(X*,Y*). (5.9) 

XEG x YEGy YEGy XEG y 
Démonstration. Soit X3, k4 = 1, 2, ..., N4, la collec- 
tion complète des sommets du polyèdre Gx, et Y,, k = 1, 2, ... 
- +. V2, l'ensemble complet des sommets du polyèdre G7. D’après 
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le théorème connu sur la représentation des polyèdres convexes 
(théorème 2.1 du chapitre © de [87], les polyèdres Gx et G; coïncident 
avec les ensembles de points 


Ni Ni 
X= DoarXn, Da—=1, œ>0, (5.10) 
Rk=1 Rk=1 
et 
Ne Ne 
Y= DfaYr 2iBr=1, PBr>0, (5.11) 
ha Rk=11 
respectivement. 


En transformant l'expression (5.8) pour T'(X, Y) à l’aide des 
relations (5.10) et (5.11), on a 


Ni Ne Ni Na 
TX, Y)= D cndg+ D Bsdio— D D Gnfsdans (9.12) 
k=1 81 R=1 51 
N:s Na 
à @n = À, D Bs = 1, ar >0, Bs> 0, (5.13) 


où 
n m m n 
dox = 2 Ô01t{"); dso = 2 Gioÿ® ; den = à à Gr. 
= 1— = 1 2—= 


Si l’on utilise maintenant les conditions (5.13), la relation (5.12) 
peut se mettre sous la forme bilinéaire homogène 
N1 No 
TX, Y)= A (a, P) = À 2 RsnoBs, 
où | 
Ron = don + ds — dep (4 —= 1, 2, .., N;; S —= 1, 2, .  .) No). 


Ainsi, la recherche d’un point selle de la fonction T'(X, Y) 
sous la condition (X, Ÿ) E Gr X Gy se ramène à trouver un point 
selle de la fonction H (œ, B) sous la condition (5.13), ce qui est 
équivalent à la résolution d’un jeu à matrice || k;4 ||. C’est pourquoi 
la démonstration du lemme se fonde sur le théorème fondamental 
des jeux matriciels (théorème 2.1, chapitre 2). 

Désignons respectivement par Gx et G7 les ensembles des solu- 
. tions d'un couple de problèmes duals respectifs À = À (0) et À — 


— À (0). Voici la formulation du théorème principal de ce para- 
graphe. 


Théorème 5.1. Si Gxr et Gy sont des ensembles bornés non 
vides, il existe une dérivée fA par rapport à une direction quelconque 


999 PROGRAMMATION PARAMÉTRIQUE [CH. 3 


À, telle qu'elle donne lieu à la relation 

fa=max min F(X, Y)= min max (X, Y)—T(X*, Y*), (5.14) 
XEG x YEGs- YEGy XEG y 

où (X*, Ÿ*) est un point selle de la fonction TV (X, Ÿ) sous la condition 

X € Gx, Y € Gy. 

La démonstration du théorème 5.1 s'appuie, en plus du lemme 5.1, 
sur trois autres propositions auxiliaires, dont l’énoncé et la justi- 
fication sont donnés dans le paragraphe suivant. 

5.3. Considérons une famille d’ensembles convexes non vides 
M (t);, 0Ot<t1, ti >> 0, dont le système des conditions dépend 
linéairement du paramètre #: 

(4 + 440%), 2) < di + id}, i=1,2,... l; 

(AG + 440), 2) = d; + tdi”, i=1+1, , L+ét. 


AG), A sont ici des vecteurs-lignes, dont la dimension coïncide 
avec celle ‘du vecteur-colonne Z; 
d;, dfM sont des scalaires. 


Lemme 5.2. Si M (0) est un ensemble borné (polyèdre convexe): 
il existe un to >> 0 tel qu'avec 0 Lt L to les ensembles convexes M (t) 
soient bornés dans leur généralité, c'est-à-dire 
sup I1ZII << oo. (5.16) 
ZEM(E), 0<tSto 


Démonstration. Supposons que (5.16) soit incorrect, 
c'est-à-dire qu'il existe des suites 1, — 0 et Z, € M (t:) telles que 


(5.15) 


I Zx [| — co. (5.17) 
Posons 
7, — 2h 
re  ZE - 


Prélev ons dans la suite bornée {Z,} la sous-suite convergente 
Zn, — Zo- (9. 18) 
En divisant par | Z, | les deux membres des relations (5.15) pour 
t— 1, et Z = Z,, il vient 
1 
(49 + 4,4Ÿ, A nus i—1,2,...,1; 
| * (5.19) 


i ù 7 CHR 
AP + AP, 7) = RÉ, 12144, ls. 


Faisons tendre vers l'infini l'indice À de (5.19) par rapport à la 
suite 4. Compte tenu de (5.17) et (5.18), on obtient 


(AG), Zo) < 0, l — 1, 2, .. , À; 
| | (5.20) 
(AD, Z) =0, i=l4+1,.., ls. 
Etant donné que | Zo| = |Zx,| = 1, le vecteur Zo = 0. 
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Les relations (5.20) montrent que quels que soient 
Ài>0 et ZE M (0), 


le point Z + AZ E M (0), c'est-à-dire l’ensemble M (0) contient 
une demi-droite et ne peut, par conséquent, être borné. La con- 
tradiction ainsi obtenue est une preuve de la validité du lemme. 


Lemme 5.3. Si Gx et Gy sont des ensembles bornés non vides, 
alors, quel que soit À = {ô;;, dos, Üi9}, le problème A (+) est résoluble 
pour tout t d’un certain voisinage à droite de zéro. 


Démonstration. Assurons-nous qu'il existe un 4, > 0 
tel que les conditions 


D Ay(t)z;=B(t), x;>0, j—1, 2,...,n, (5.21) 
j=1 


du problème À ({) soient compatibles quel que soit # € [0, £,]. 

En effet, la supposition du contraire est équivalente à l'existence 
d'une suite {, + O jouissant de la propriété suivante: si { —#, 
(£ = 1, 2, ...), le cône polyédrique Æ (t), constitué des points 


Z= > Aj(t)z;, zi>0, j=1,2,...,n, 
j=1 


ne contient pas le point B (t). . 
Appliquons au cône polyédrique Æ ({,) et au point B ({,) é K (tz) 
le corollaire 3.2 du théorème de l’hyperplan séparateur (chapitre 4 


de [87]). D'après ce corollaire, il se trouve un vecteur A (| Axl = 1) 
satisfaisant aux conditions 
(Ax 220 pour ZE X (tx), (5.22) 
(An B (x)) < 0. (5.23) 
Les relations (5.22) sont équivalentes aux conditions 

(Az; À ; (tx)) > Z 0, ]j = 1, 2, e . .) De (5.24) 

Prélevons dans la suite bornée {A;} la sous-suite {A4 } convergeant. 
vers un certain vecteur À (| A | = Î). 


En passant dans (5.23) et (5.24) à la limite avec £ = k, —+ oo, 
il vient 
(A, 4) 20, j=1,2,...,n; (5.25) 
(A, B) < 0. (5.26) 
Par condition, B = B (0) € X (0). Les relations (5.25) conduisent 
donc à l'inégalité 
(A, B)20 
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AA" 
qui justifie avec (5.26) l'égalité 
(A, B) = 0. (5.27) 


Soit Ÿ une solution arbitraire du problème À. Les relations (5.25) 
et (5.27) traduisent le fait que pour tout u > 0 le vecteur Ÿ + 
+uA € G>. Le résultat obtenu est en contradiction avec l'hypothèse 
de l’ensemble borné G>. Cette dernière est donc fausse, ce qui si- 
gnifie que pour £ € [0, £:], où t, est un certain nombre positif, le 
système (5.21) est compatible. On procède d’une façon analogue 
pour montrer la compatibilité des conditions du problème À (t) 
avec t € [0, t2], te >> 0. : 

Ainsi, avec #€[0, t3], t3 — min (#4, t2) 0, les problèmes 
A (t) et À (t) ont des programmes. D'après le corollaire 2.1 du 
premier théorème.de dualité (ch. 6 de [87]), ceci indique que le 
problème À (t) est résoluble pour t# € [0, f:l, ce qui démontre le 
lemme 5.3. 

Désignons par p (Zo, M) la distance entre le point Z, et l'en- 
semble fermé M, égale par définition à la face inférieure des dis- 
tances entre le point Z, et les points Z € M. 


Lemme 5.4. Si les ensembles non vides Gx et G+ des programmes 

optimaux des problèmes À et À respectivement sont bornés, 
P (Gx, X G) +0, p (Gr, Y ()) +0 (5.28) 

avec t + 0, 
où X (t)et Y (t) sont respectivement les solutions des problèmes À (t) 
et À (t). 

Démonstration. On sait de la théorie de la dualité que 
l'ensemble G(t) — Gxri(t) x Gy (t) des solutions des problèmes 
A (t) et À (t) peut être donné par le système de conditions linéaires 


n 


Ÿ aijlt)z; = bi (t), i— 1, 2, ss M; 
fi 


z,>0, j—1,2,...,n; 


> 5.29 
à an(yi>c(é), j—=1, 2,..., n; (5.29) 


D biltlyu= à cé) x. 
i=1 j=1 ) 
D'après le lemme 5.3, l’ensemble G (t) est non vide (c'est-à-dire 
que le système (5.29) est compatible) avec # € [0, #2], ta > 0. 
Les ensembles Gx (0) — Gx et Gy (0) — Gy étant bornés, il en 
résulte que l’ensemble G (0) = G l’est également. Appliquons le 
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lemme 5.2 à la famille des polyèdres convexes G (ft), 0<1t<t2. 
La dépendance linéaire entre les coefficients des conditions (5.29) 
et le paramètre £ entraîne que pour un certain to © 0 les ensembles 
G(t),0 <t<t, sont bornés dans leur généralité. Supposons main- 
tenant que l’une au moins des relations (5.28) soit fausse. Admettons 
par exemple qu'il existe une suite X}4 € Gx (t:) telle que 


P(Gx, Xr)>e>0, k—1, 2, ..., (5.30) 
lim lh = 0, th < lo- 


Posons | 
Zk = (An Ya, où Ye € Gy (tx). 


La suite des points Z4 € G (tx), 0 tx to, est bornée. Pré- 
levons-en une sous-suite convergente 


Zr, > Zo=(Xo, Yo). 
En faisant tendre vers zéro t de la relation (5.29) par rapport à la 
suite {x à = 1, 2, ..., après avoir préalablement substitué 
dans cette relation les vecteurs X4, € Gr (t,) et Yr, € Gy (tx) 
à À et Ÿ, on obtient - 

Zo = (Xo Yo) E Gx X Gr. 
Ainsi la suite {X4,} converge vers la solution X, du problème 

A, c'est-à-dire | 

lim p (Gx, Xr,)=0, 

Œ—+00 
ce qui contredit (5.30). Le lemme 5.4 est ainsi démontré. 

&. Passons à la justification du théorème 5.1. 


Démonstration du théorème 5.1. La fonction 
p (t) est définie pour tout # € [0, £ol, to >> 0 (lemme 5.3); de plus, 
d’après la formule (5.7), 


p (ë) = Fe (Xe, Yu), 


où X;, et Ÿ, sont des points quelconques des ensembles G>% (t) et 
Gy (+) respectivement. 
Par conséquent, 


pe Q = Fee: FO— Foto Fo), 0Li<to. 


Conformément à la notation (5.8), 
Fi (X, Y) = Fo(X, Y) +14 (X, ?). 


Tenant compte du fait que (X:, Ÿ:) est un point selle de la fonc- 
tion F,(X, Y)et (Xo, Yo) un point selle de la fonction FL, (X, Y), 
15— 0776 
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On a 
Fi (Xe Yo) 2 Fi (Xo Yi) = 


= Fo(Xo Yy) + #7 (Xo Yy) > Fo (Xo Yo) + ET (Xo Yi), (5.31) 
Fi (Xe Yi) < Fr (Xu Yo) = 
= Fo (Xe Yo) + € (Xr, Yo) < Fo (Xo Yo) + &T (Xr, Yo). 
(5.32) 
Les inégalités (5.31) et (5.32) amènent la relation 
T'(Xo, Y)LPOPO CT (X,, Yo). (5.33) 
D'après le lemme 5.4, 
lim D (X2, G x) = lim p (Y:,Gy) —=(. 
t— 1— 


Par conséquent, 


. XL AX,, Ye Yi+AY:, 
où (5.34) 
lim |AX:[= HimlAYe|=0: X,EGx, Y,EGy. 


La représentation (5.34) et le fait que les ensembles G% et G- 
sont bornés permettent d'établir les critères suivants pour les nom- 
bres FL (Xo, Y,) et L'(X:, Yo): 

T'(X0 Y1) > FT (X;, Y+e> Jan L (or Y)+ei, 


(5.35 
T'(X:, Yo LT (X4, Yo) + < max (A. Yo) + er, 
x 


Jim &; — ]im €; = 0; 
t—0 t—0 


e; et e; ne dépendent pas de X, et Yo. 
Compte tenu des inégalités (5.33) et des critères (5.35), on obtient 
ei+ min D'(Xo, Y)<2O=PO € max T'(X, Yo)+#. (5.36) 
YEG y XEG 


Rappelons que les inégalités (5.36) sont déduites pour n'importe 
quels points Xo € Gx = Gx (0) et YoE G; = Gy (0). Donc 


e; + max min l'(X, Y)< ç40-e0 € 
XEGy YEG,- 


< min max l'(X, Y)+e:. (5.37) 
YEGy XEG y 
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D'après le lemme 5.1, 
T'(X*, Y*)= max min l'(X, ŸY)=— min max l'(X, Y)=À, (5.38) 
XEG x YEGy YEGy XEG y 


où (X*, Y*) est Je point selle de la fonction l' (X, Ÿ) sous la con- 
dition x € Gx, Y 
(5.37) et (5.38) entraînent le critère 


20-80 _3|<max{e, &}=e, (5.39) 
où 
lim 8e — 0. 
10 
En passant dans (5.39) à la limite pour t —+ 0, on obtient 
fs = lim 20-80 23, (5.40) 


t—0 
Ainsi, l'existence de la dérivée 4 (0) est établie pour n'importe 
quelle direction À, et les égalités (5.38) et (5.40) sont équivalentes 
à la relation (5.14). On a ainsi le résultat annoncé par le théorè- 
me 9.1. 

5.9. Un corollaire du théorème 5.1 nous fournit les formules des 
dérivées partielles de la fonction f(a;;, c;, b;). Désignons par 
0f of df 
ôa*; * ôcf gb? 
les dérivées partielles à droite de la fonction f (a;;, c;, b;) par rap- 
port aux arguments correspondants et par 

9f 9f 0f 
da" 057 où 


SJ 


les dérivées partielles à gauche de cette fonction. 


Théorème 5.2. Sous les hypothèses du théorème 5.1: 


LL = MAX Tj —=T}; max; 2 == min Tj—=ZT; min; (5.41) 
) XEG >; J X€G x 
of of 5.42 
og = MN Yi Yi mins EE MAX Yi Vi max, ( ° ) 
db  yecy dbi Ye. 
— of . 0 Si 1 > 0, 
af dCT gb: 06: 
dat, ôf df . ôf 
= —— St ee cd 0, 
OCT db: Obi 
a . x _o (5.43) 
of Oct gb TS 
dar, d/ of 
1) J 
— À si < 0. 
dc Gb: db 


15e 


228 PROGRAMMATION PARAMÉTRIQUE [CH. 3 


Démonstration. Soit Af(j) (A; (j)) la direction dont 
toutes Îles composantes sont nulles, sauf Oo = 1 (607 = —1); 


A3 (i) (A3 (i)), la direction dont toutes les composantes, sauf 
10 = 1 (ô;0 — —1), sont nulles; 


At (à) (A- (ij)), la direction dont l'unique composante non 


nulle s'écrit 
Ô; = 4 (ô; — —1). 
Il est évident que 


df f: 9f_ f' 

def  AÏ()? der art) 

Of _,. of , 

ge latuy ge — larur 
0f , 9f ’ 
"Dar. —JA#(ij = — — JAT(ij). 
ôa*; Î (CHE da; fa (ij) 


Par suite, d’après le théorème 5.1, les dérivées considérées existent 
toutes; de plus, 


of 
—— = Max ZT; = — max —ZT;)= min Z 
0  xec, dcr XEGy (— x) XEG y d 
0f 
= MINY, ———=— min (—y;) = max y;, 
dbi YEG;- dbi YEG; YeG,- 
p) . —Tj mi si > 0 
2L = max min (— zjyi) _ j minYi max Ui max Z V, 
i) XEG y YEGy — TjmaxYimox S1 Yi max <0, 
0f —Zj maxYi min Si Yi min > 0, 
da; XEG y YEG.- —ZTjminYimin Si Yimin CO, 


ce qu'il fallait démontrer. 
5.6. Le théorème principal de ce paragraphe (théorème 5.) 
est démontré en partant de l'hypothèse que les ensembles des solu- 


tions Gx et Gr des problèmes À et À sont bornés. La question se 
pose de savoir s’il n'est pas possible d'étendre la proposition de 
ce théorème au cas général où Gr et G- peuvent être non seulement 
des polyèdres, mais encore des ensembles convexes. 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier (cf. exercice 24) que 
dans le cas où l’un au moins des ensembles Gx, Gÿ est non borné 
il y a une direction À telle que la dérivée fA n'existe pas. C'est 
pourquoi l'hypothèse des ensembles G+ et Gÿ bornés est essentielle 
pour justifier toutes les propositions du théorème 5.1. 

Signalons que le théorème 5.1 est dû à H. Mills [56], qui a dé- 
montré la relation (5.14) pour le cas des jeux rectangulaires. Cepen- 
dant, la démonstration de ce théorème faite dans [56] pour le pro- 
blème de programmation linéaire n’est pas suffisamment correcte. 
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Le théorème 5.1, démontré dans ce paragraphe, transpose aux pro- 
blèmes de programmation linéaire le résultat obtenu par H. Mills 
qui n’est rigoureusement justifié que pour les jeux matriciels. ([15] 
poursuit également ce but). 

Si les ensembles Gx et Gy ne sont pas supposés bornés, (dans [56] 
on admet l’existence des ensembles G+ et G non bornés), on voit 
d’après les exemples qu'il est impossible d’assurer l’observation de la 
relation (5.14) même lorsque cette relation possède une dérivée 
et un point selle. 

Voici un exemple très simple de ce type. 


Problème À (6), t > 0: Problème À (4), t > 0: 
tt, — max, Y2— min, 
LT — Tr + Ts = 0, Yi Ty2Zzt. 
T1 +z, = À, —ly: > 0, 
zZ>0, 2220, 1:20,7:,2>0. Yi > 0, 
Ye > (. 


Il est évident que l’ensemble G+-(t) des solutions du problème 
À (+) est défini par la relation 


OA 
GOT > si 1>0, 
zi=0, 2:>0 si t1—0, 
alors que l’ensemble Gy (£) est imposé par les conditions 


— y = 0, Ye = t Si t> 0, 
Gr &) y >0, ya —=0 si 1-0. 


Pour l'exemple considéré, la fonction œ (t) = t, t > 0. Par consé- 
quent, 


r _ dp() _ 
f= 0) =1, 


où la direction À = {6;;, Ôoj 00} Se construit d'après les coeffi- 
cients de &t dans les conditions du problème À: 
14 sii—0, j — 1, 
Ôy = À —1 si i = 1, j — 2, 
0 dans les autres cas. 
Pour l'exemple considéré, la fonction .T (X, Y) s'écrit 


VX, Ÿ) = x; + yix. 
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Assurons-nous que l'(X, Ÿ) a un point selle sous la condition 
(X, Y)EGx X Gy. En effet, 


max min V(X, Ÿ)= maxmin [x +yire] — 

XEG + YEGy x1=0, 220, 1>0 

= max min (ÿ1Ze) = min mäx (y;Te) —0—T(0, O). 
x220 y320 y1Z0 x2>0 


Ainsi, dans l'exemple considéré la dérivée f1 et le point selle 
(X*, Y*) de la fonction l'(X, Ÿ) existent, et cependant 


fa=1ZÆT(X*, Y®) = 0, 


c'est-à-dire que la relation (5.14) n’est pas vérifiée. 

Nous laissons au lecteur le soin de construire, en partant de 
l'exemple donné, un autre exemple dans lequel la fonction  (t) 
est définie pour t > 0, la fonction l'(X, Ÿ) admet un point selle 
et néanmoins la dérivée fa n'existe pas (exercice 25). 

9.7. A titre de conclusion nous allons démontrer une proposition 
qui précise le théorème 5.1 pour une certaine classe de directions A. 
Associons dans l’ensemble H toutes les directions À = {ô6;;, Ôoj, 60}; 
telles que leurs RTE 0 = 0 avec i —1,2,...,m; 
j=1,2, ...,n. Si ACH 


F(X, Y)— D VoZi + D Oioÿs- 
= 1 ii 


En supposant que la première somme soit bornée supérieurement 
sur l’ensemble G; et que la deuxième soit bornée inférieurement sur 
l'ensemble Gy, on a 


min max ['(X, Y)= max min l'(X, Y)= 
YEG y; XEG+ XEG x YEGy 


n m 
= max( à 6073) + min ( D 6soÿ1). 


Théorème 5.3. Soit le problème À — A (0) à solution réali- 
sable. Si À € H, l'existence de la dérivée f\ est équivalente à la vérifi- 
cation des conditions 


sup (È 6x) <oo, inf (D ômy)>—00, (5.44) 
ÀXEG > YEGy ii 


ou, ce qui revient au même, à la présence d’un point selle dans la fonc- 
tion l'(X, Y). Lorsque les conditions (5.44) sont respectées, 


fa ee. ( D NE 7) + min à ( à Oroÿ:). (5.45) 


EGx =! 
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Démonstration. Appliquons au problème À (t), t > 0, 
l'algorithme de programmation paramétrique exposé aux paragra- 
phes 3.2, 3.3. Si l’on prend comme programme initial une solution de 
base arbitraire du problème À — À (0) et sil’on tâche, au cours 
de la discussion du problème paramétrique, d'accroître la valeur 
du paramètre, on obtient en un nombre fini d'étapes des méthodes 
primale et duale du simplexe une base B du problème À pour laquelle 
se réalise l’une des trois éventualités: 


a) 2 >0, 2? >0 si z°—0 
AP >0, AP >0 si AP = 0; 


b) pour un certain À 
AR <O0, A —=0, zk <0, i—=1,2,...,m; 
<) pour un certainr 
29 O0, 2% —=0, 2,,2>0, j=1,2,...,n. 


Les z;, sont ici les coefficients de décomposition des vecteurs 
des conditions À; du problème À par rapport à la base B; 

z$) et xi9, les coefficients de décomposition du vecteur V et 
du vecteur (ôi0 Ô29; - + :» Ômo)? par rapport à la base B; 

A et A, les estimations des vecteurs À; par rapport à B 
avec les coefficients de la forme linéaire cyet Oo = 1,2, ...,n) 
respectivement. 


Soit, pour fixer les idées, B — (41, A2, ..., Am 


a) Si l’on est dans le cas a), le programme de base X (t) aux 
composantes de base 


zit) = x + trf, i —=1,2,..., m, 


est solution du problème À (t) pour t € [0, to], où t, est un certain 
nombre positif. 


C'est pourquoi, avec t € [0, tol, 
pÜ)=f(@ c+ 1805, bi +100) = È (ci t80r) (xD +421) 


et, par conséquent, 


fa = | = > OouTi0 + S CT. (5.46) 
i—{ 
Soit 


AP = D ayl—c, Aÿ— D arjyi — Ooj- 
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Nous sommes en présence de la suite Fépaites 


© 


2 cb = È ( age) 28 = y (À dit) = > LATE 


qui permet de mettre la relation 5.40) sous la forme 
fa= D Boitid + D 6ioÿf. (5.47) 
is 1 i=1 


Le système de vecteurs B est une base optimale du problème 
A — A (0). C'est pourquoi le programme de base X, du problème 
A aux composantes de base 2f7, i — 1, 2, . .., m, constitue une 
solution de ce problème, et le vecteur Y1 = (y!”, y», .….. YY), 
un programme optimal du problème À. 

Soit X une solution quelconque du problème À. D'après le 
deuxième théorème de dualité ($ 2, chapitre 6 de [87]), zx; = 0 si 
AD 0. 

Par conséquent, 


; IA 


nr 
| Dos — — È 0075 — D APr;= 
j=1 


LE 


ñn 
—_ (1) (2) (b 
= $ VojTÿ” — » Aÿzx; < 2 OojTi ”; 
= 2— 


(D) — 
a; =0 


étant donné que A > 0 si A — 0. On obtient ainsi la relation 


D Ô0jT; = ÔoiTi0 = Max « ÔojTj < 00. (5.48) 
j=1 


Pour vérifier la relation 
m m 
D dry = min à Gros > — 0, (5.49) 
i=1 'eGy i=1 


on procède d’une façon analogue. 

Ainsi, l'éventualité a) assure l’existence de la dérivée f’a, et 
de plus, donne lieu à la relation (5.45). 

b) Supposons que ce soit l'éventualité b) qui est vérifiée pour 
la base B = (4,, 42, ..., An). Dans ce cas, le problème A'(t) 
n’a pas de programmes avec t >> 0, ce qui signifie que la fonction 
@ (£) n’est pas définie à droite du point t — 0. En effet, soient t > 0 
et YŸ le vecteur quelconque vérifiant les inégalités 


(A3, Y) > ci + Ont, à —= 1, 2, ..., m. 
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Compte tenu des coefficients z;, non positifs, on a 


(Ar, Ÿ)= > Tin (Ai, Y) << <> (ci + Voit) Tir = 


= A + 1AË D Lou +6, HP + où + 10m Cent tôw, 


puisque A = 0, AP <0,t>>0. Ainsi, il n'existe pas de vecteur 
vérifiant toutes les conditions du problème À (t) avec t > 0, ce 
qu'il fallait démontrer. 
D'après les conditions du cas b), le vecteur X (6) — X;, + 62, où 
—Zjr avec j—1, 2,..., m, 
2j = 1 avec j—=k, | 
0 dans les autres cas, 


est solution du problème À pour tout 8 > 0. 
Par ailleurs, 


lim à ÔojT; (0) = = Jim [ È ÔojT;” — BA£°’] = ©, 


c'est-à-dire 
sup ÿ Ô0j7; = 00. (5.50) 
XEG, ji=1 


c) Considérons enfin la dernière éventualité. Si c'est le cas 
c) qui a lieu, le problème À (t) n’a pas de programmes pour t > 0, 
ce qui signifie que la fonction œ (t) n’est pas définie pour les valeurs 
positives de {. En effet, avec t => 0 et un vecteur À quelconque aux 
composantes z, non négatives, l'égalité 
n 


T0 + É(ÿ — 2 Tri?) 
est impossible, puisque 
1 2) — prt2 
AD +129 = tr < 0, 
alors que 
n 
= 


Notons que le vecteur Y (0) — Y; + 6e,, où e, est la r-ième 
ligne de la matrice inverse à celle de la base, constitue un programme 


optimal du problème À quel que soit 6 > 0. En outre, 


mn mn 
lim >} Go: (CE) = lim [ > Gioÿ{1) + 220 ] = — oo, 
6—00 1—1 O—oo if 


234 EXERCICES 
c'est-a-dire 


m 
inf D Ôsoÿi = — ©. (5.51) 
YEG i=1 | 
Il n'est plus difficile maintenant d'achever la démonstration du 
théorème. Supposons que les conditions (5.44) soient vérifiées. 
Alors (5.50) et (5.51) rendent impossible la réalisation des cas b) 
et c). Nous sommes donc ramenés au cas a), et, comme on l’a montré, 
la relation (5.45) est respectée. 

Mais si les conditions (5.44) ne sont pas observées, le cas a) est 
impossible [cf. (5.48) et (5.49)], et donc c'est le cas b) ou le cas c) 
qui se réalisent. Comme il a été montré, dans chacun de ces cas la 
fonction œ (t) n'est pas définie pour des t positifs et par suite, la 
dérivée fA n'existe pas. Le théorème 5.3 est ainsi démontré. 

Constatons que la proposition du théorème 5.3 est vraie notam- 


# e. Ld 0 0 e 
ment pour les dérivées 22 , CZ , € SP . Toutefois son exten- 
dcj dbi dc; dbi 


. PR (e) Ô . 
sion aux dérivées _ et = ne semble pas possible. Nous pro- 
aij aij 


posons au lecteur de s’en convaincre par lui-même en construisant 
un exemple correspondant (cf. exercice 26). 


Exercices 


4. Montrer que chacune des éventualités indiquées par le théorème 1.1 
est possible. 


2. Démontrer que l'algorithme de programmation paramétrique du $ 1 


est fini sous la condition que la procédure de calcul du problème (1.1)-(1.3) avec 
À = ho aboutisse au cas 2°. 


3. Explorer le problème 
L'(X) = (1 — 24) 1 + Àre + z3 — (2 — À) x; — max, 
3x, — 22 + 2rs + 574 < 10, 
Zi + 3z3+ zx < 6, 
27: — 3x2 — T3 < 5, 
z,2>0,j — 1,2, 3, 4, 
pour toutes les valeurs du paramètre À. 


4. Montrer que la fonction f (À) du théorème 1.3 est convexe vers le bas. 


5. Montrer que chacune des éventualités indiquées par le théorème 2.1 
est possible. 


6. Démontrer que l'algorithme de programmation linéaire du $ 2 est fini. 
7. Discuter le problème 


L(X) = 22 — 22+ Srxs+ zx, — max, 
Zi + 222 + 23 + 3x4 < 10 + 3u, 
ty — 22+ 2z23+ zx L7—p, 
3z2 + 23 — 2r, < 2 + Su, 
z>0,j = 1,2, 3, 4 
pour toutes les valeurs du paramètre li. 


EXERCICES 235 


8. Démontrer le théorème 2.3. 

9. Analyser le problème 
L(X)=(—1+thu+(-2+tzz+ (—3 + 20) 3 + (—1 — 21) z4 + max, 

D —2t22+ 13 —z <i+it, 
271 + 3z2 — 23 + 2 < 2 — Bt, 
—zy + Dre + 3zs — Ir, < 3 — 21, 
zj > 0, j = 1, 2, 3, 4, 
pour toutes les valeurs du paramètre t. 

10. Démontrer le théorème 3.1. 

44. Montrer que l'algorithme de programmation paramétrique décrit 
aux paragraphes 3.2, 3.3 est fini. M 

12. Démontrer le théorème 3.3. 

13. Justifier la proposition du théorème 3.4. 

14. Explorer le problème 

L(X) = 2x3 + 22 + 4zs + 37, — max, 
(CD+t)zit z2+ 273 + 57 < 12, 
(14 — 2t) zx, — 272 + 3x, 7, 
(3 + 4t) zs + 3x2 — 23 + 2x4 <9, 
z,2Z0,j— 1, 2, 3, 4, 
pour toutes les valeurs du paramètre t. 
15. Appliquer le schéma du paragraphe 3.6 pour étudier le problème 
(3+t)zi — 2 + tzs — max, 
(2+ cht)zs + (2—sht)z2 + zs << 2 — 1, 
(2 — sht)zxi — (2 + cht) x: < 15 + 4t, 
z120,j—= 1, 2, 3, 
pour toutes les valeurs du paramètre 1. 

16. Composer un schéma de résolution du problème paramétrique où les 
éléments d’une des lignes de la matrice des conditions dépendent linéairement 
du paramètre. 

17. Donner un exemple de problème du type (3.13)-(3.15) dont la valeur 
maximale de la forme linéaire est une fonction discontinue du paramètre t. 

18. Etendre l'algorithme de résolution du problème (4.1)-(4.4) au cas d’un 
ensemble convexe quelconque M défini par les conditions (4.2), Re 

19. Justifier l'algorithme de résolution du problème (4.27)-(4.29) donné 
au paragraphe 4.4. 

20. Décrire l'algorithme de résolution du problème (4.27)-(4.29) sans 
supposer que les conditions (4.29) et (4.30) sont compatibles pour un y quel- 
conque. 

21. Résoudre le problème de programmation homographique 


3 & 
DAT 7 
1 


R(X) == — —+ MAX, 
DBDE TT 
i=1 j=1 
4 
y Tij— Gi, i=1, 2, 3; 
j= 1 
3 : 
ÿ zij=b;, j—=1, 2, 3, 4; 
i= 1 


21720, i=1, 2, 3; 1=1, 2, 8, 4, 
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où 
35 28 4132 
Iczsll=117 4 1031; [d&sl—=10504|; 
68 57 3060 


(as, ao, az) — (10, 20, 25); (b1, b2, bs, bi) = (12, 6, 19, 18); d = 1. 
22. Composer un algorithme de résolution du problème (4.40)-(4.42) muni 
d'une contrainte supplémentaire sur le dénominateur de la fraction R (X) 


du type 
Bi < Le (X) < Bz. 


23. Démontrer que si le problème (4.40)-(4.42) comporte un maximum 
local, différent du maximum global, la face supérieure de la fraction R (X) 
sous les conditions (4.41), (4.42) est égale à l'infini. Donner un exemple de 
problème du type (4.40)-(4.42) ayant un maximum local différent du maximum 
global. 

24. Montrer que si l’un au moins des ensembles G; ou G; est non borné 
pour une certaine direction A la fonctiono (t) n’est pas définie avec t > 0, 
c’est-à-dire la dérivée fA n'existe pas. 

25. Construire un problème de programmation linéaire et une direction A 
tels que la fonction œ (t) soit définie pour t > 0, la fonction L (X, Ÿ) ait 
un point selle et la dérivée fA n'existe cependant pas. 

26. Montrer que la proposition du théorème 5.3 ne peut pas être étendue 


aux dérivées —— et —— 


dat 0 
27. Soit (t) la valeur maximale de la forme linéaire 
n 
DARTIOEZ 


sous les conditions 
n 


D'autz;=b(e, 1=1,2,...,m, 
= 


zj>0, j—=1,2,...,n, 


et À (t) le problème définissant la fonction  (?). 

Montrer que si les ensembles des solutions G; (to) et Gy (to) des problèmes 

À (to) et À (to) sont bornés, et si chacune des fonctions c; (t), b; (t), &;y (t) a une 

aq(to) 
dtt 


dérivée à droite en to, il existe une dérivée à droite de la fonction q (t) 


n t =t0, et de plus 


d 
PU) = rçx, ve), 


où (X°, Y*) est un point selle de la fonction I (X, Y) sous les conditions 
(X, Y) E Gx (to) X Gy (to); | 


m n 
db; (to) dej(t 
rAN=D RE -n+ D  n AT 
j=1 


1=1 


m°n 
… Qt daij (to) 
i—1 J—=1 
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28. Supposons que les conditions (4.41), (4.42) assurent soit la non-néga- 
tivité, soit La non-positivité de La fonction L2 (X). En utilisant le théorème 4.1, 
démontrer la proposition suivante (Schvartzman A 


+ P.). 
rogramme de base X*° (L2 (X*°) 0) à base B est solution du pro- 
blème r .40)-(4.42) si 


AD L,(x®) 
A  L,(X*) 


où A et AŸ sont les critères de sélection du j-ième vecteur des conditions 
par rapport à la base B aux coefficients de la forme linéaire définis par Li (X) 
et L2(X) respectivement. 


>0, 1=1,2...,n 


Chapitre 4 


PROGRAMMATION PAR BLOCS 


Le nombre de contraintes intervenant dans les problèmes pra- 
tiques de programmation linéaire se mesure par centaines et parfois 
par milliers d’égalités et d'inégalités. Le nombre de variables dans 
les problèmes extrémaux économiques et techniques complexes se 
chiffre par milliers. Le temps nécessaire pour résoudre ces problèmes 
est déterminé principalement par le nombre d’appels à la mémoire 
centrale de l'ordinateur. Lors de la résolution de problèmes extré- 
maux conditionnels de grande taille, la rapidité effective de la 
machine peut être grandement augmentée si l’on modifie les schémas 
de calcul de façon à diminuer le nombre d'appels à la mémoire 
centrale au prix d’un certain accroissement du nombre d'opérations 
élémentaires. De là vient que l’on s'efforce de ramener la résolution 
de problèmes à grand nombre de variables et de contraintes à celle 
de quelques problèmes à plus petit nombre de variables et de con- 
traintes. 

L'ensemble des procédés qui ramènent la résolution des problèmes 
de grande taille à une exploration de quelques problèmes de taille 
moindre s'appelle programmation par blocs. 

L'avantage de cette discipline réside non seulement dans l’uti- 
lisation rationnelle de la mémoire à accès immédiat de la machine. 
La programmation par blocs permet souvent de diviser un problème 
dont la structure de la matrice des conditions interdit l'utilisation 
de méthodes spéciales de résolution, en quelques problèmes de 
taille plus faible dont les conditions autorisent l'application de 
méthodes spéciales. 

L'un des principes possibles de programmation par blocs est 
proposé par [38] et [39]. I1 a reçu le nom de méthode de décomposition. 
La description de cette méthode et de ses modifications possibles 
fait l’objet des $$ 1 et 2. Cette méthode peut être considérée comme 
l’analogue par blocs de la méthode primale du simplexe. 

Les $$ 3 à 8 donnent une approche assez générale d'élaboration 
de méthodes de programmation par blocs, qui peut servir notamment 
pour l'obtention de la méthode de décomposition. 


| 
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Le $ 3 traite de l’attitude à prendre devant la programmation 
par blocs et de son interprétation géométrique. Le $ 4 est consacré 
à la description de l’analogue dual de la méthode de décomposition, 
qui est fondé sur la méthode duale du simplexe. Dans le $ 5 on 
examine les méthodes de programmation par blocs, dont le principe 
les apparente à la méthode primale duale. 

Dans les $$ 6 et 7, on discute les moyens de construction de 
l’approximation initiale et l’on justifie la convergence de ces mé- 
thodes. La méthode de programmation par blocs proche de la 
méthode d'encadrement est décrite au $ 8. 

Ainsi les premiers huit paragraphes du chapitre comprennent 
les analogues par blocs de toutes les méthodes finies principales de 
programmation linéaire. 

Les méthodes de programmation par blocs peuvent être utilisées 
pour la construction d’algorithmes efficaces de résolution des pro- 
blèmes spéciaux de programmation linéaire. Les $$ 9 et 10 illustrent 
les possibilités des méthodes par blocs sur les exemples du problème 
de transport, du problème de distribution et du problème à trois 
indices à sommes axiales. 

Les conceptions de la programmation par blocs ne font pas que 
simplifier la procédure de calcul, mais étendent aussi dans bien 
des cas le domaine d'application de la programmation linéaire. 
Dans le $ 11, les possibilités de la programmation par blocs sont 
illustrées par l'exemple d’un problème linéaire à vecteurs des condi- 
tions non fixés d'avance. 


$ 1. Méthode de décomposition 


1.1. Considérons le problème de programmation linéaire de type 
général qui consiste à maximiser la forme linéaire 


L = (C, X) (1.1) 
sous les conditions 
AX = B, (1.2) 
X > 0. (1.3) 
C = (cs, C2, . . …, Ch) est ici le vecteur-ligne de dimension n; 
B — (b;,, bo, ..., bm+m,)', le vecteur-colonne de dimension 
m + mi; 
À = ||a;;||, la matrice des conditions de dimensions (m+ m;) X 
X nn; 
X = (ti, To, . . ., z,)T, le vecteur-colonne de dimension ». 


Divisons les contraintes du problème en deux blocs dont le 
premier comprend les m premières contraintes, et le deuxième les 
contraintes restantes. Désignons par A‘° et A respectivement 
les matrices des conditions associées aux deux blocs, et par B‘” 
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et B les vecteurs des contraintes des blocs. 


AO BO) 
A= s B— Co) 


A1) 
Le problème (1.1)-(1.3) s'écrit alors 


L = (C, X) — max (1.4) 
sous les conditions 
A9 X — B", (1.5) 
A® X — B‘, (1.6) 
X >. (1.7) 


Supposons que l’ensemble défini par les conditions (1.6), (1.7) 
soit borné (par la suite, nous renoncerons à cette hypothèse). Dési- 
gnons par X1, X2, .- - ., À} les sommets du polyèdre convexe répon- 
dant aux conditions (1.6), (1.7). Les points X4, X2, ..., XN sont 
les images géométriques des programmes de base du problème (1.4), 
(1.6), (1.7). Appelons le problème (1.4), (1.6), (1.7) X'° -problème 
et le problème initial (1.4)-(1.7), X-problème. 

Tout point X du polyèdre (1.6), (1.7) est une combinaison convexe 
de ses sommets, soit 


N 
X — D ZX v, (1.8) 
v=i 
où 
N 
D zv=—1; (1.9) 
v=i 
zVd2>0, v—=1,2,...,N. (1.10) 


Dans le problème initial les formules (1.8)-(1.10) permettent de 
passer des variables z; aux variables z,. Les programmes de base 
Xy = (x, 2, ..., a) étant supposés connus, mettons le 
problème (1.1)-(1.3) [où, ce qui revient au même, le problème (1.4)- 


(1.7)] sous la forme 
N 
D (C, X ») 2 max 
v=i 


sous les conditions: 


N 
2 (AOX,) 8v —= B"), 
v—= 


61] MÉTHODE DE DÉCOMPOSITION 241 


Introduisons les notations 


(C, X,) = 6 (1.11) 
AO X, = P4. (1.12) 
Les ©, sont ici des scalaires : 


les P,, des vecteurs de dimension m. 


Dans les nouvelles notations, le problème se ramène au calcul 
des variables z, qui maximisent la forme linéaire 


N 
2: Gv£v (1.13) 

Vv= 

sous les conditions 
SP — B9, (1.14) 
< 

N 
2 z=1, (1.15) 

Z 
2>0, v=1,2,..., N. (1.16) 


Appelons le problème (1.13)-(1.16) Z-problème. 
L'écriture des conditions (1.14) et (1.15) du Z-problème devient 
très commode si on les met sous la forme d’une égalité vectorielle 


> P,z,= B, (1.17) 


(1.18) 


(0) 
0) _ | B 
5 - | 1 |] 


sont respectivement les vecteurs des conditions et le vecteur des 
contraintes du Z-problème. 


Pour résoudre le Z-problème, il n’est nullement nécessaire de 


connaître tous les vecteurs P,. Il faut seulement avoir à sa dispo- 
sition à chaque étape m + 1 vecteurs des conditions du Z-problème 
qui constituent sa base courante. Quant au vecteur à inclure dans 
la base, son choix est guidé, comme nous allons le voir, par la résolu- 
tion d'un problème auxiliaire de programmation linéaire soumis 
aux conditions (1.6), (1.7). C'est en cela que réside la nature même 
de la méthode de décomposition. 

La résolution du Z-problème détermine univoquement le pro- 
gramme optimal du X-problème. Le vecteur X*, solution du X-pro- 
blème, se calcule à l’aide des composantes z? du programme optimal 
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du Z-problème d’après la formule 


N 
X*= D Xe (1.19) 


En effet, le vecteur X* est un programme du X-problème, puis- 
que : 
1) X* vérifie les conditions (1.6), (1.7) en tant que combinaison 
convexe des programmes de base X,; 

2) X* vérifie les conditions (1.5), car, en vertu de (1.19), (1.12) 
et (1.14), 


N N 
AONxX» = D AUX 8 S P,2 = BON, 
v={ 1 


V—= 


En outre, la condition d’optimalité du vecteur Z* 


N N 
D Cy2v > >» Ovzv 
v=i v=!i 


(pour tous les programmes du Z-problème) entraîne 
N N 
2 (C, XNJ#> > (C, Xv) ve 
V— V= 


En vertu de (1.19) et (1.8), cette dernière inégalité peut se mettre 
sous la forme 


CX* > CX 


pour tous les programmes du X-problème. 

La résolution du X-problème se ramène donc au calcul d’un 
programme optimal du Z-problème. 

Les dimensions du ZXÂ-problème sont égales à (m + m4) X n. 
Le Z-problème compte moins de contraintes (m + 1) mais beaucoup 
plus de variables (NW). Le nombre W de sommets du polyèdre (1.6), 
(1.7), pour des dimensions assez grandes du deuxième bloc, est un 
nombre astronomique. 

1.2. Considérons le schéma général de résolution du Z-problème. 
Cherchons sa solution en utilisant le deuxième algorithme primal 
du simplexe. 

Supposons connus les vecteurs de la base d’un certain programme 
de base du Z-problème (pour la constructon d'une base initiale, 
cf. paragraphe 1.4). Conformément aux règles de la méthode primale 
du simplexe, l’ordre des calculs est défini par les valeurs À, des 
critères de sélection des vecteurs des conditions par rapport à la 
base courante. Lorsqu'on utilise le second algorithme, les critères 
se calculent d’après la formule 


A, = (P,y À) —o,v = 1,2, ..., N. (1.20) 
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Le vecteur À des critères relatifs des conditions du Z-problème 
est de plus une solution du système d'équations 


(P;, À) =05 (1.21) 


où l'indice j parcourt les numéros des vecteurs de la base. Le pro- 
gramme de base associé à la base considérée est optimal si tous les 
A, sont non négatifs. Toutefois, cette forme du critère d'optimalité 
d’un programme est inefficace pour le Z-problème, puisqu'elle 
suppose connus tous les vecteurs ?,, dont le nombre est générale- 
ment très grand. Dantzig et Wolfe ont indiqué (et c'est là que réside 
le fondement de la méthode de décomposition) un moyen pratique- 
ment valable pour tester l'optimalité d’un programme de base du 
Z-problème et choisir le vecteur à ajouter à la base si le programme 
exploré n'est pas optimal. Voici le procéde en question. 


Prélevons la dernière (m “+ 1iîmt) composante du vecteur A, 
associée à la condition (1.15) du Z-problème et désignons-la par À. 


Le vecteur À peut alors s’écrire 
A = (A, À). | (1.22) 

Les composantes du vecteur À sont les critères relatifs des con- 
ditions (1.14) du Z-problème [A — (A4, Ào, . .., Am)l. 

Compte tenu des notations (1.18) et (1.22), réécrivons les for- 
mules (1.21) et (1.20) des critères relatifs des conditions du pro- 
blème et des vecteurs des conditions: 

(A, P ;) + À — O fr j € Z:, (1.23) 
A =(A, P)+ki—o,, v—=1,2,...,N, (1.24) 
où 1. est l’ensemble des indices des vecteurs de la base courante du 


Z-problème. 
Introduisons dans la discussion le vecteur 


Ca =C—AA®. (1.25) 


Les composantes ct) du vecteur CA sont exprimées par les coeffi- 


cients c; de la forme linéaire du X-problème, les composantes À, 
du vecteur À et les’éléments af} de la matrice 4% des conditions 
(1.5) selon la formule 


m 
ec; À Aia(9, j=1, 2,...,n. (1.26) 


A chaque programme de base du Z-problème, on peut faire cor- 
respondre un X\-problème qui consiste à maximiser la forme linéaire 


ñn 


La(X)=(Ca, X)= 2 c{Az, . (1.27) 


16e 
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sous les conditions (1.6)-(1.7). Nous allons voir que la valeur opti- 
male de la forme linéaire (1.27) peut être utilisée pour tester l’opti- 
malité du programme de base du Z-problème qui a engendré le 
X 1\-problème correspondant. 

En effet, la valeur de la forme linéaire sur les programmes de 
base du X 1-problème (nous les avons désignés par X,, v — 1, 2, ... 
..., NN) est liée par des relations simples aux critères A, des vec- 
teurs des conditions du Z-problème : 


La (Xv) = (Ca, Xy) = (C — AA, X,) = CX, — (AA), X,). 
L'utilisation de (1.11) et de (1.12) ainsi que de la formule (1.24) 
entraîne 
La (Xs) = 04, — (A, P,) = À — A,. (1.28) - 
Une relation analogue a lieu également pour le programme de 
base optimal du X1-problème : 
LA (Xve) = À — Age. (1.29) 


La condition d'optimalité du programme de base X.. s'écrit 
La (Xye) > La (X,) pour v—=1,2,..., N, 
ou, en vertu de (1.28) et (1.29), 
Ave As, V—=1,2,..., N. (1.30) 
Par conséquent, si A,» > 0, alors tout A, > 0. Cela signifie 
que pour tester l’optimalité du programme de base du Z-problème, 
‘il suffit de résoudre le À À -problème qu'il a engendré et de comparer 
la valeur optimale de LA (X) avec le critère À. (Constatons que 
l'inégalité A,» > 0 est impossible, puisque, en substituant à v 
dans (1.30) le numéro de l’un quelconque des vecteurs de base du 
Z-problème, on obtient A,» < 0). 
Le programme de base étudié du Z-problème est optimal si 


La (Xve) = À. 
Mais si La (Xvs) >> À, il faut passer à un programme de base 
voisin du Z-problème, à valeur plus grande de la forme linéaire 


(1.13). L'inégalité (1.30) montre que le vecteur P, associé au pro- 
gramme de base optimal X,+ admet le plus petit critère relatif 


Aye — À — L\ (Xe) TX 0. 


On introduit ainsi dans la base du Z-problème le vecteur P, tel que 


Pl AUX, 
Pa = | r)=(* Ce | (1.31) 


Le coefficient correspondant de la forme linéaire (1.13) est égal à 
On = (C, Xys). (1.32) 
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Tous les calculs ultérieurs liés à la résolution du Z-problème 
(test d’irrésolubilité du problème, calcul des éléments de la matrice 
inverse à la matrice de la base courante, etc.) sont effectués con- 
formément aux règles du deuxième algorithme primal du simplexe. 

Prêtons une fois encore attention au fait que pour résoudre le 
Z-problème (et, par conséquent, pour obtenir le programme optimal 
du X-problème), nul besoin n’est de connaître d’avance sa matrice 
des conditions. Il faut connaître seulement les vecteurs des con- 
ditions qui entrent dans la base initiale du Z-problème. Les com- 
posantes des vecteurs des conditions à introduire dans la base pour 
améliorer le programme et les coefficients correspondants de la 
forme linéaire se calculent suivant les formules (1.31) et (1.32), 
à mesure que la nécessité se présente. Pour résoudre le problème 
initial, il ne faut généralement calculer qu’une faible partie des 
programmes de base du X‘”-problème et, par suite, une très petite 
partie des vecteurs des conditions du Z-problème. 

Nous avions divisé ci-dessus les conditions du X-problème en 
deux blocs, aux matrices respectives À‘ et A%. Le premier bloc 
contenait m conditions et le deuxième, m,. Tout ce qui a été dit 
à propos du X-problème (1.4)-(1.7) peut être repris pour le X‘-pro- 
blème (1.4), (1.6), (1.7). Le bloc à matrice A‘? peut être divisé en 
deux avec m et m,; —m conditions respectivement. La méthode 
de décomposition peut être appliquée également au :X‘Ÿ°-problème 
(ou plus exactement, à chacun des X\-problèmes). En poursuivant 
des raisonnements analogues, on aboutit à la conclusion suivante. 
La résolution des problèmes de programmation linéaire au nombre 
de conditions quelconque peut être ramenée, en principe, à la dis- 
cussion de quelques problèmes dont chacun a un nombre de con- 
traintes ne dépassant pas une valeur donnée m. 

1.3. Dans la construction du Z-problème, nous étions partis de 
ce que le domaine défini par les conditions (1.6), (1.7) était borné. 
Dans le cas contraire, la formule (1.8) perdait son sens. 

Une légère modification du Z-problème permet de renoncer à 
l'hypothèse adoptée. 

Dans le cas général, le système de contraintes (1.6), (1.7) découpe 
dans l’espace des variables X un ensemble convexe G. Le rang du 
système de contraintes du type (1.6), (1.7) est égal au nombre de 
composantes du vecteur X. Par suite, d’après le théorème 2.2 du 
chapitre 5 de [87], tout point de l’ensemble G peut être mis sous la 
forme 


Ni N 
. X — D X 2% + ÿ X ,3,, (1.33) 
ou . v=i Ni v=Nit+i 
D z=1; (1.34) 
v=f 


z, > 0, v—=1,2,..., N. (1.35) 
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Les X, sont ici les sommets de l’ensemble convexe G avec v = 
— 1, 2, N, et les vecteurs directeurs des arêtes non bornées 
de cet ensemble avec vV—N, +1, 

Dans le cas considéré, chaque point de l'ensemble G n'est déjà 
plus une combinaison convexe des vecteurs X.. 

Pour conserver l’équivalence du X-problème et du Z-problème, 
il convient de remplacer les conditions (1.15) du Z-problème par 
une relation du type 


N 
> ey2y = 1, (1.36) 
v=] 
où 
4 si À, correspond à un sommet de l’ensemble connexe 
e, = G(v=1,2,..., N;): 


0 si X, correspond à une arête non bornée de l’ensemble 
G(vV= Ni +, ee) N). 


Ainsi, dans le cas général le Z-problème se ramène à la maximi- 
sation de la forme linéaire 


sous les conditions 


P,=|, s P,= AUX, o—=(C, X4). (1.37) 


Le critère de sélection A, du vecteur des conditions P, par rapport 
à la. base du Z-problème se calcule d’après la relation 


Ay = —La (X,) + ak, (1.38) 


dont la justification ne diffère en rien de celle de la formule (1.28) 
donnée plus haut. 

L'ensemble convexe G des conditions du ZX‘? -problème, en 
règle générale, n'étant pas borné, la procédure de résolution du 
X1-problème successif peut s'achever par le cas 1° ou 2°. 

Le cas 1° ou bien correspond à la résolution du Z-problème, ou 


bien nécessite l'inclusion dans la base successive d'un vecteur 2, 
de numéro v < ŸV; (c’est-à-dire du vecteur correspondant à un som- 
met de l’ensemble G). Le cas 2° nécessite de poursuivre le processus 
de résolution du Z-problème ; de plus, il faut introduire dans la base 
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successive le vecteur P, affecté de numéro v > W; (c'est-à-dire le 
vecteur associé à une arête non bornée de l’ensemble convexe G). 
Voici les raisonnements correspondants. Dans le cas 1°, on déter- 
mine Île programme optimal du Xa-problème. Désignons-le par 
Xvys. Les inégalités 
La (Xy) << La (Xvs) pour v = 1, 2, , NV: 


et la relation (1.38) conduisent à la condition 


Ays S Ay pour v=1,2,..., Mi. 
Ensuite on vérifie aisément que 
Li (X4) O0 pour v=N,+1,...,N. (1.39) 


En effet, supposons que l’arête non bornée associée à X, soit issue 
du sommet X,,. Si La (X,) > 0, la valeur de la forme linéaire 
La (Xvo + HA v) = La (Xs,) + La (X,) sur .le programme X, TT 
+ uÀ, croît à l'infini lorsque u augmente. Ainsi, la violation ne 
serait-ce que de l’une des inégalités (1.39) contredit le fait que le 
X\-problème est résoluble (on considère le cas 1°). 

C'est pourquoi, pour v—=N, +1 


Ày = —L A (Xv) + EÀ = —LA(X,) > 0 


Cela signifie que dans le cas 1”, les critères de sélection des vecteurs 
des conditions P, associés aux arêtes non bornées de l’ensemble 
convexe G(v=N,+1,..., N) sont non négatives. 

Par suite, dans le cas 1”, il ne faut pas introduire dans la base 
les vecteurs P, (v=N, +1, ..., N). 

L'égalité As = 0 signifie que le Z-problème est résolu. Si 
Ays < 0, on introduit dans la base suivante le vecteur P.+ cor- 
respondant au sommet X.+ de l’ensemble convexe G. 

Le cas 2°, qui peut se présenter lors de l: résolution du X1-pro- 
blème, signifie qu’à une certaine itératio le critère A d'un 
vecteur des conditions du X\1-problème se trouve ètre négatif et 
que, de plus, toutes les composantes zx,; de la décomposition de ce 
vecteur par rapport aux vecteurs de la base sont non positives. 
Supposons que les vecteurs de la base du programme de base précé- 
dent X,, soient les p premiers vecteurs du X,-problème (p est le 
nombre de conditions indépendantes du X1-problème). Il vient alors 


Xy9 = (CAS To + - +: Lpo 0, 0,  . 0). 
Considérons le vecteur 
Xy—=(— 2x3}, ses 7 Lpjr 0, ., 4, ….., O). 


j 
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Par construction de X,, 
AD X, = 0. 


Par ailieurs en raison des conditions rendant la solution du X\-pro- 
blème (x;; < 0) irréalisable 


X, > (0. 
Par conséquent, le vecteur 
X — X vo + uX, 


est un programme du X ,\-problème quel que soit u > 0. Ceci signi- 
fie que le vecteur X, est un vecteur directeur d'une arête non bornée 
de l’ensemble convexe (1.6), (1.7). La valeur de la forme linéaire 
du X,-problème sur le vecteur X, est égale à 


? 
A A 
LA (Xv) = — 2 yes. 
1=3 


D'autre part, la définition du critère de sélection du vecteur des 
conditions du X,-problème amène 


AA) = D cry — cn, 


Par conséquent, 
La (Xs) = — A. (1.40) 


Mais en raison de (1.38) on a pour le vecteur directeur X, d’une 
arête non bornée de l’ensemble convexe (€, = 0 


A, — —LA(X,). 
En comparant cette relation avec l'égalité (1.40), on a 
A, = AG). (1.41) 


Dans le cas 2°, le critère A est négatif. C’est pourquoi, d'après 


la formule (1 41). on peut introduire dans la base successive du 
Z-problème le vecteur 

: AYX 

P,, — * , 


0 , 


associé à une arête non bornée du domaine de définition du X \-pro- 
blème. 

Ainsi, lorsque la résolution du X\1-problème conduit au cas 2°, 
la procédure de résolution du Z-problème doit être poursuivie. Le 
vecteur à ajouter à la base est défini par celui des vecteurs des con- 
ditions du XA-problème qui vérifie les restrictions du cas 2°. 
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1.4. Voici quelques observations sur la détermination du pro- 
gramme de base initial du Z-problème. 

Le programme de base initial du Z-problème se calcule sans peine 
dans les cas où les contraintes du X-problème ont toutes la forme 
d’inégalités aux deuxièmes membres non négatifs. Dans ce cas, 
les conditions du Z-problème s'écrivent 


N 
2 Pyz, << B°°, (1.42) 


N 
2) &vz = 
v=i 
2 >0, v—=1,2,..., N. 

L'ensemble convexe des conditions du X'‘Ÿ-problème correspondant 


a le sommet 
Xo= (0, .., 0). 


A ce sommet correspond le vecteur des conditions du Z-problème 


s-()(9-(E) 


En introduisant dans le système d'inégalités (1.42) m variables 
supplémentaires z; = 0 (i — 1, 2, ..., m), on obtient la collection 
suivante de vecteurs des conditions, qui peut servir de base initiale 
du Z-problème : 


0 1 0...0 
0 0 1...0 
— = — _ 0 EE, 
(Po, P,, P,, ..., Pr) = + + | 0 
0 O0 0... 
1 0 0...0 


En est ici la matrice unité d'ordre m. 
Les variables de base correspondant au programme de base 
initial du Z-problème sont égales respectivement à 


(0) (0) (0) 
1, b 1 ? be ? . + 3 mm 9? 


où les b"® sont les composantes du vecteur B‘°. 
La matrice inverse relative à la base initiale est égale à 


O 1 
En 1 


Si le X-problème est mis sous forme canonique, la définition 
du programme de base initial donne lieu à un volume de calculs 
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bien plus grand. Il faut alors faire appel à l’un des procédés décrits 
au $ 6 du chapitre 7 de [87], où l’on trouve les méthodes de calcul 
du programme de base initial. 

Il est parfois plus simple de déterminer le programme du X‘Ÿ-pro- 
blème que son programme de base. Il en est ainsi, par exemple, 
dans les cas où, pour quelque raison que ce soit, il est rationnel de 
résoudre le X‘Ÿ-problème par la méthode itérative. Dans des cas 
semblables, il est utile de tenir compte des considérations suivantes. 

Soit E, (u = 1, 2, ..., g) le programme du X‘°-problème 
(qui n’est pas, en général, un programme de base). Introduisons les 


notations 
5 _ (AVE 
où =(C, En) P= | " *). 


On voit aisément que le problème de maximisation de la forme 
linéaire 


N q . 
D Ov À Oucn (1.43) 
vi == 
sous les conditions: 
N … q … 
S Put D Pi = PB", (1.44) 
v=Î u=1 


2, > 0, = 1, 2, ..., N, 
Ÿ | (1.45) 


2 >0, u—1, 2,...,q, 


est équivalent au Z-problème. C’est pourquoi on peut prendre comme 
programme de base initial du Z-problème n'importe quel système 
linéairement indépendant de m + 1 vecteurs des conditions du 
problème (1.43)-(1.45) jouissant de cette propriété que les compo- 
santes de décomposition du vecteur des contraintes B‘® par rapport 
aux vecteurs de ce système sont non négatives. 

1.5. Ebauchons maintenant le schéma de calcul de la méthode 
de décomposition. 

La résolution du problème débute par la division du système 
des conditions du problème en blocs dont les dimensions sont déter- 
minées par la capacité de la mémoire à accès immédiat de la machine 
utilisée pour le calcul du programme optimal. Lors de la division 
de la matrice À des conditions du problème en matrices A‘° et 
A, il est logique d'inclure dans le deuxième bloc les conditions 
conduisant à la matrice A‘% la plus « rare » possible. Ainsi on réussit 
généralement à simplifier le calcul des programmes optimaux des 
X A-problèmes aux différentes itérations de la résolution du Z-pro- 
blème. 

Comme on l’a déjà indiqué, le Z-problème se résout d’après les 
règles du deuxième algorithme primal du simplexe. Toutefois, les 
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particularités de la méthode de décomposition contraignent d’appor- 
ter certaines modifications au schéma de calcul. 

Lors de la résolution du Z-problème, on ne remplit que les ta- 
bleaux principaux Î. La nécessité d’un tableau auxiliaire disparaît. 
A la place de ce dernier, il est avantageux d'introduire le tableau II 
où figureront les lignes de la matrice des conditions 4‘, les coeffi- 
cients c; de la forme linéaire du X-problème initial, les coefficients 
cd des formes linéaires et les programmes optimaux (ainsi que 


les vecteurs directeurs des arêtes non bornées du domaine de défi- 
nition) des X\-problèmes, nécessaires pour la réalisation des ité- 
rations successives de la résolution du Z-problème. Dans la dernière 
ligne du tableau IT sont placées les composantes de la solution X* 
du problème initial. 

Les coefficients cf se calculent suivant les formules (1.26) 


où les af? sont les éléments du bloc A‘° et les À;, les éléments de la 

(m + 2)-ième ligne du tableau principal du Z-problème. 
Supposons que la l-ième itération du processus de résolution du 

Z-problème soit terminée. Il en résulte le l-ième tableau principal 


du Z-problème (sauf les deux dernières colonnes P, et 8). En se 
servant des quantités À;, obtenues à la l-ième itération, on compose 
la forme linéaire du XA1-problème. Il est bon d'effectuer aussi la 
résolution des XÀ1-problèmes selon les règles de la méthode primale 
du simplexe. On peut utiliser de plus le programme optimal du 
X 1\-problème associé à la Z-ième itération comme programme de base 
initial du XA-problème obtenu à la (2 + 1)-ième itération. Un tel 
ordre de calcul diminue généralement le nombre d'itérations néces- 
saires pour résoudre la suite des X À-problèmes. Le choix du premier 
ou du deuxième algorithme de la méthode primale du simplexe est 
défini par les particularités de structure de la matrice A‘ et se 
fait en se guidant par les recommandations de [87] ($ 5 du chapitre 8). 

Dans le schéma de calcul de la méthode de décomposition il est 
commode de prévoir un tableau spécial de récapitulation (tableau III) 
dans lequel sont notés les principaux paramètres caractérisant chaque 
itération de la procédure de résolution du Z-problème. Dans ce 
tableau sont portées les valeurs de À [(m + {)-ième composante du 


vecteur A], les valeurs optimales LA des formes linéaires des X 1-pro- 
blèmes, les oritères A* — A, des vecteurs des conditions P, ajoutés 
à la base du Z-problème, les coefficients correspondants 6, de la 
forme linéaire du Z-problème et les composantes des vecteurs P.. 
Chaque itération de la résolution du Z-problème occupe une ligne 
distincte du tableau récapitulatif. 

On inscrit dans la colonne P, des tableaux principaux du Z-pro- 
blème les composantes de la décomposition du vecteur P, par rapport 
aux vecteurs de la base courante. La colonne 6 des tableaux prin- 


252 PROGRAMMATION PAR BLOCS [CH. 4 


cipaux $e compose d’après les règles générales du deuxième algo- 
rithme de la méthode primale du simplexe. Ensuite, selon l'usage, 
on détermine le vecteur à éliminer de la base du Z-problème et l’on 
remplit selon les formules de récurrence connues la partie principale 
du tableau principal associé à la nouvelle itération. Après un nombre 
fini d'étapes, on aboutit à la solution du Z-problème ou bien l'on 
établit que sa solution est irréalisable (forme linéaire infinie sur 
l’ensemble des programmes possibles). La forme linéaire du Z-pro- 
blème ne peut être infinie dans le domaine de sa définition que dans 
le cas où le X-problème est irréalisable. 

Le programme optimal du ZX-problème est déterminé par la 
formule (1.19) à l’aide des composantes z*, de la solution du Z-pro- 
blème et des programmes optimaux X, des X\1-problèmes successifs. 

Le schéma de calcul suppose naturellement l'existence des ta- 
bleaux qui fixent la procédure de résolution de la suite des XA -pro- 
blèmes. 

1.6. Illustrons l'ordre des calculs sur l'exemple suivant. 

Soit la forme linéaire à maximiser 

L'(X) = 2x4 + Gre + 5ra — 3rs + 87e (1.46) 
sous les conditions 
— Ars + 8x2 + G6z3 — + rs + ze K 8, 


271 + 3re + 5x3 + 4x, + 6x5 + 6zs < 15, (4-47) 

— 3x1 + 322 + 2r, + 3zre < 4, 
224 — Vre + Vrs + In + 25 + 26 <3, (1.48) 

. Gre + 8xrs — 3rs + 3zy — 2r4 < 6, 
z,20,j—1,2,..., 6. (1.49) 


D'après une contrainte supplémentaire, la solution du problème doit être 
ramenée à la recherche de la solution des problèmes de programmation linéaire 
dont le nombre de conditions ne dépasse pas trois. 

Les conditions du problème peuvent être divisées en blocs 4% et At de 
façon arbitraire, puisqu'il n’y a pas lieu d’escompter que l’on puisse utiliser 
les traits propres à l’une quelconque des contraintes pour simplifier la procé- 
dure de résolution. Pour fixer les idées, rapportons les deux premières contrain- 
tes au bloc A(% et les trois suivantes au bloc A4. 

Le Z-problème correspondant compte trois conditions dont deux sont 
engendrées par les contraintes (1.47) et les programmes de base du système (1.48), 
(1.49). La troisième condition est -de la forme (1.15). 

Selon les observations du paragraphe 1.4, la base initiale du Z-problème 


se compose de trois vecteurs linéairement indépendants Po, P;, P:. Le vecteur 
des conditions Po est associé au programme de base Xo du système (1.48), (1.49), 


Xo = (0, 0, 0, 0, 0, 0). 
D’après les formules (1.11), (1.12) et (1.18), il vient 


0 : 0 


1 
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Les vecteurs P; et P; sont les vecteurs des conditions du Z-problème corres- 
pondant aux variables supplémentaires (variables d'écart) qui transforment 
en égalités les deux premières conditions-inégalités de ce problème. 


Par conséquent, 
DE 0 
m0). r-(). 
0 0 


Les coefficients de la forme linéaire du Z-problème associés aux vecteurs 
des conditions P; et P; sont nuls. 

Les vecteurs Po, P; et P; de la base correspondent aux variables de base 

Zu = 0 = À, 22 = 220 = 8, 23 = 230 —= 15. 

La matrice inverse de la matrice de base est de la forme 
0 O0 1 
1 0 0 
0 1 0 


Les critères À; de toutes les conditions du Z-problème par rapport à la base 
initiale sont égaux à zéro, puisque tout ©, qui correspond aux variables de base 
a une valeur nulle. Ainsi, 


À = À = À = 0. 


C'est pourquoi la forme linéaire du X ,-problème associée à la base initiale 


du Z-problème coïncide avec la forme linéaire (1.46) du X-problème. 
Cherchons la solution du X,-problème suivant les règles du deuxième 


algorithme de la méthode primale du simplexe, le vecteur Xo étant pris comme 
programme de base initial. Au bout de trois itérations, on obtient la solution du 
X,-problème. Désignons ce programme de base par Xi: 


X1 = (25; 7,333; 0; 0; 0; 19). 
La valeur de la forme linéaire sur X: est 
La = L, (X1) = 246. 
D'après la formule (1.29), 
As — A = O0 — 246 — —246. 


La relation A1 << U atteste que le programme de base du Z-problème peut 


être amélioré. A cette fin il faut ajouter à la base du Z-problème le vecteur P: 
associé au programme de base X1. Suivant les formules (1.11), (1.12) et (1.18), 
on obtient, 


—22.333 
992,333 _ 

G=246; Pi | ae): r-| 186 ] 
| 


En procédant ensuite conformément aux règles du deuxième algorithme 


de la méthode primale du simplexe on retranche de la base le vecteur P:. 
L'itération suivante du Z-problème donne les critères de ses conditions par 


rapport à la base Po, Pi, Pi: 
A = 0; À2— 1,323, À = 0. 
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D'après les formules (1.26), la forme linéaire du X,-problème successif 
s'écrit 

—0,645z1 + 2,032r2 — 1,613rs — 5,290r, — 10,935zs + 0,064574 (1.50) 

Prenons pour programme de base initial du X,-problème la solution du 
X ,-problème précédent. Le programme éptimal du problème s'obtient en une 
itération. Désignons-le par X2: 

X2 = (0; 1,083; 0; 0; 0; 0,25). 
La valeur correspondante de la forme linéaire du X ,-problème est 
LA — La (X2) = 2,218. 


Le critère 
Aye = A2 = À — LA (X2) = —2,218 


est négatif. Par conséquent le programme du Z-problème peut être amélioré. 
On introduit dans la base le vecteur 


8,917 


_— 0 
P.— ( *) — ( 4,75 ] 
1 
L'itération suivante du Z-problème conduit à un X ,-problème de forme linéaire 
—0,62171 + 2,069z2 — 1,552rs — 5,2414r, — 10,862r; + 0,138rs. (1.51) 


On voit que les coefficients de la forme linéaire (1.51) diffèrent peu des 
coefficients correspondants de la forme linéaire (1.50) du X ,-problème précé- 


dent. La vérification montre immédiatement-que la solution du dernier X ,-pro- 
blème coïncide avec le programme optimal du problème précédent, soit 


X3 — X°. 


Dans ces conditions, la valeur de la forme linéaire (1.51) sur le programme 


X3 est 
L* = L, (X3) = 2,276 
et 
À, — A3 — 0. 


D'après le critère d’optimalité, le programme de base du Z-problème qui 
a engendré le dernier X ,-problème est solution du Z-problème. 
La base optimale du Z-problème se compose de deux vecteurs des condi- 


tions P: et P> et du vecteur P; associé à l’une des variables supplémentaires qui 
en s’ajoutant aux conditions-inégalités les transforment en égalités. 


Les vecteurs P; et P2 de la base sont associés aux composantes de base 
2? = 230 — 0,0566, :? — 519 — 0,943. 
D’après la formule (1.19), le programme optimal du X-problème s'écrit 
X° = 2° X1 + 54X 0. 
Les calculs donnent la solution du problème initial 
X* = (1,415: 1,437; 0; O0; O0; 1,310). 


Toute la procédure de résolution du problème est portée sur les tableaux 4.1 
à 4.5. Le tableau 4.1 est composé de tableaux principaux I de la résolution 
du Z-problème. Le tableau 4.2 contient les paramètres du bloc 4% (constantes 
des conditions (1.47) du X-problème), les coefficients c; de sa forme linéaire, les 
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coefficients A) des formes linéaires, les composantes des programmes optimaux 
des X,-problèmes successifs, les composantes de la solution du X-problème. 


Dans le tableau 4.3 figurent les paramètres principaux de chaque itération 
du Z-problème (valeurs À des critères de sélection de la dernière condition du 
Z-problème par rapport à ses bases, valeurs LA des formes linéaires des X ,-pro- 


blèmes sur leurs programmes optimaux, critères A,,+, composantes P;u des 


vecteurs des conditions P, ajoutés à la base et coefficients ©; de la forme linéaire 
du Z-problème qui leur correspondent). 

Les tableaux 4.4 et 4.5 représentent les tableaux principaux et auxiliaires 
qui traduisent la procédure de résolution de la suite des X ,-problèmes. 


$ 2. Cas particuliers et modifications 
de la méthode de décomposition 


… 


2.1. La méthode de décomposition, décrite au paragraphe précé- 
dent et appliquée au problème général de programmation linéaire, 
est particulièrement efficace lorsque la matrice A() a une structure 
diagonale par blocs. Le cas considéré par Dantzig et Wolfe était 
précisément celui de 


À O0 ... 0 


0 O0 ...A4" 
où À = || 4} || est une matrice de dimension m, X nr *). 
La structure diagonale par blocs de la matrice A simplifie 
la résolution des X À-problèmes et justifie la division des conditions 
du X-problème en deux groupes. 
Dans le cas de la matrice diagonale par blocs A(), il est commode 
de mettre le X-problème sous la forme 


s 
L= ÿ (C®, X)— max (2.1) 
1=1 
sous les conditions 
Es 
Y AXE — po, (2.2) 
t=1 
APXE = BU, #8 —1,2,...,5, (2.3) 
XP >0, 1—=1,2, ...,5. (2.4) 
X'Ÿ est ici un vecteur-colonne de dimension rm; A$f° = || 4% ||, 
une matrice de dimension m X m1; A‘ — || aff ||, une matrice 


de dimension m, X n,; B), un vecteur-colonne de dimension m; 


*) Pour simplifier l'écriture, remplaçons la notation Àt# des sous-matrices 

par Ath. Ceci ne prêtera pas à confusion, puisqu'il ressort toujours du texte 

e quelle matrice A il s’agit. Il convient de faire une observation analogue 
à l'égard de la notation du X‘-problème donnée plus bas. 
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B®%, un vecteur-colonne de dimension) m,; C‘°, un vecteur-ligne 
de dimension n1. 

Dans le cas considéré tout point X de l’ensemble convexe G des 
conditions du X‘-problème peut être présenté sous la forme 


N, 
X=(X®, X®,...,X0), XO D ZX, 11, 2, ...,s. (2.5) 
v=1 


Les X% correspondent ici aux sommets et aux vecteurs direc- 
teurs des arêtes non bornées des ensembles convexes G, des”’conditions 
des X‘°-problèmes obtenus par partition du X()-problème : 


zH > 0, v=1,2,..., N,, t—=1,2,...,5; 
N, 
Del e1, 1—1, 2, ...,5; 


v=i 

{ 1 si XŸ’ est associé à un sommet de l’ensemble convexe 

| G; des conditions du X‘’-problème (v —’1,' 2, 

— | , NY; t—=1,2,...,5s); 

| 0 si X£{° est associé à une arête non bornée de l’ensemble 
GW = NP +1,...,N,;, t—=1,2,...,s). 


Les X‘Ÿ-problèmes (t — 1, 2, ..., s) obtenus par partition 
du problème X® sont de la forme 


et 


LO = (C#, XŸ) > max (2.6) 

sous les conditions 
AXE — B"®, (2.7) 
x > 0. (2.8) 


Le problème initial engendre un Z-problème, qui peut'dans notre 
cas être mis sous la forme: 


8 N, 
6{°z{9 , max, (2.9) 
t=1 v=i 
8 N; 
> » PS =", (2.10) 
t=1 vai 
N, 
Der 1, 1—1, 2, ...,5, (2.11) 
v=Î 


2 DO, v—=1,2,..., N;, t—=1,2,...,5, (2.12) 


6 = (CÉ, XP); 7 (2.13) 
PF = Aÿ XŸ. (2.14) 
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Il est parfois commode de remplacer les conditions (2.10) et (2.11) 
du Z-problème par un système de contraintes 


. s Nr 
À D Pa =Bo, (2.15 
t=1 v=i 
où 
_ PP 
PH — [ ) (2.16) 
… B" 
go = | I | ; (2.17) 


et est le vecteur unité de dimension s avec l'unité figurant à la 
t-ième place; 
Ts, le vecteur de dimension s à composantes unités. 
La solution du Z-problème détermine univoquement le pro- 
gramme optimal du X-problème. Si les nombres 2% définissent la 
solution du Z-probhlème, les vecteurs 


XU = S'A0x (2.18) 


constituent le programme optimal 
X* — (KG, X@, ..., X®) 


du problème initial. 

Les X\-problèmes liés à chaque étape de la procédure de réso- 
lution du Z-problème se décomposent en s X®-problèmes (en fonction 
du nombre de blocs). La solution d'un X,-problème se compose 
des solutions des X®Ÿ-problèmes. De plus, 


La(X)= À LY (X). 


Les valeurs optimales des formes linéaires des XŸ-problèmes 
sont utilisées pour tester l’optimalité du programme de base du 
Z-problème et pour reformer la base du Z-problème si le programme 
exploré n'est pas optimal. 

Considérons plus près l’ordre de formation d'un X®Ÿ-problème 
et de construction du critère d’optimalité du programme de base 
du Z-problème. 

À chaque itération du Z-problème, on détermine le vecteur A 
(de dimension (m + s)) des critères de sélection des conditions du 
problème par rapport à la base du programme de base étudié. 
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Divisons les composantes du vecteur À en deux groupes, con- 
formément aux deux groupes de composantes des vecteurs des con- 


ditions P9 [cf. _(2.16)]. 


Le vecteur À des critères de sélection des conditions est associé 
aux vecteurs de la base du programme de base correspondant du 
Z-problème par des égalités du type 


A, PO) = 64 
ou 
(AG, PP) + (AO, ePes) = of, (2.19) 


où le vecteur A()— (A, AU, ..., AS) se compose des m pre- 
mières composantes du vecteur À [des critères des conditions (2.10)], 


et où le vecteur AU = (A, ..., A5) est constitué des s com- 
posantes qui suivent [des critères des conditions (2.11)]. 


Ainsi, aux vecteurs PŸ de la base courante du Z-problème cor- 
respondent les relations 


(AU, PÊ) + ei” = 0%. (2.20) 


Le vecteur A) est utilisé pour construire les X%-problèmes. 
Chaque X®-problème ne se distingue de X-problème (2.6)-(2.8) 


correspondant que par la forme linéaire. Le X®-problème consiste 
à maximiser la forme linéaire 


LO (XO) = (CP, X() = (CO — AM A, XW) (2.21) 


sous les conditions (2.7), (2.8). 


Les critères AŸ des vecteurs des conditions PŸ par rapport 
à la base courante du Z-problème sont associés par des relations 
simples aux valeurs de la forme linéaire (2.21) sur les programmes 


de base des X%-problèmes et les vecteurs directeurs des arêtes 
infinies de l’ensemble G;. Cette circonstance peut être mise à profit 
pour construire le critère d'optimalité du programme de base du 
Z-problème. On a 


A9 = (4, PŸ) — 09 
-ou, ce qui revient au même, 
+ 
1) — (A ®%, P) + eMAce — 9Ÿ, (2.22) 


D'autre part, la valeur de L® (XV) sur le programme de base 


x (v = 1, 2, ss NS) ou sur le vecteur directeur X4? d’une 
arête non bornée (v = Ni + 1, ..., N,) est égale à 


LQ (X9) = (Ce, XP) — (AM 440, x). 
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En vertu de (2.13) et (2.14), 


LE (XP) = of? — (AM, PS). (2.23) 
En comparant (2.22) et (2.23), on obtient 
LA (X) = eg — AS”. (2.24) 


Par conséquent, le critère A® du vecteur des conditions PŸ 
par rapport à la base du Z-problème se calcule d’après la relation 


AD — LO (x) + ea, (2.25) 


La procédure de résolution de chaque X%-problème peut se 
terminer par l’un des deux résultats suivants (1° ou 2°). 


Le résultat 1° a lieu lorsque le XŸ-problème est réalisable. 
Conformément aux considérations du paragraphe 1.3, le vecteur 


P' au critère AŸ minimal (parmi les vecteurs PY et avec t fixé) 


est engendré par le programme de base optimal du X%-problème. 
Dans ces conditions, d’après (2.25), 


AND = —L® (xX4) + 49. (2.26) 


Le résultat 2° a lieu quand la forme linéaire du X®-problème est. 
non bornée sur l’ensemble G, de ses programmes. Comme nous l'avons. 
vu au paragraphe 1.3, dans ce cas on met en évidence le vecteur 


directeur X® d’une arête non bornée de l’ensemble G,, qui engendre- 

le vecteur PŸ au critère AŸ négatif. D'après (2.25), 

AË = 19 (xQ). 

Si 
min AË=0, (2.27} 


le programme de base étudié du’ Z-problème en est une solution 
(du fait que tous les vecteurs des conditions P% ont des critères: 
non négatifs). Il est clair que (2.27) peut avoir lieu si la discussion 
de tout X®-problème s'achève par le résultat 1°. 


| Mais si la condition (2.27) n’est pas respectée, le processus de- 
résolution du Z-problème doit être poursuivi. On aura intérêt d’ajou- 


ter alors à la base successive du Z-problème le vecteur P{? tel que: 


A — min A®. (2.28) 


AR Re . 
Les composantes du vecteur P% se définissent suivant la formule 


mm _{ PÈ\_(APxR 
V8 — () — @) . (2.29» 
Ev Eh Ey eR 
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Le coefficient correspondant de la forme linéaire du Z-problème 
est égal à 


où = (C%, x). (2.30) 


Tous les calculs ultérieurs liés à l’itération suivante de la procé- 
dure du Z-problème se font d'après les règles du deuxième  algo- 
rithme de la méthode primale du simplexe. 

Pour achever la description de la méthode de décomposition 
appliquée à la matrice diagonale par blocs A), il reste encore 
à faire certaines remarques sur la détermination du programme de 
base initial du Z-problème. 

Le calcul de ce programme ne présente aucune difficulté quand 
toutes les contraintes du X-problème sont des inégalités aux deuxiè- 
mes membres non négatifs. Dans ce cas, il est rationnel d'introduire 
dans les conditions du Z-problème m variables supplémentaires 
zÿt1 > 0 et de prendre comme base de départ la matrice 


_ _ _— _ _— E 
{ ( (s+1 (s+1 (3+1) m 
(P®, P®, 000) P, P; ), P, ), CRERX) Ph pu 


E, 0 


E, est ici la matrice unité d'ordre 4. Les variables de base associées 
à la base initiale du Z-problème sont égales respectivement à 


1,14,..., 1, 9%, D, ..., D, 


. (2.31) 


où les bf° sont les composantes du vecteur B‘. 
La matrice inverse qui correspond à la base initiale s'écrit 


0 E, 
En 0 


En partant de la base initiale et du programme de base qui lui 
est associé on résout le Z-problème conformément à la procédure 
exposée plus haut. 

Pour appliquer la méthode de décomposition à la résolution 
des problèmes à conditions-inégalitées, il est bon de retenir les con- 
sidérations qui suivent. 

Les critères de sélection par rapport à la base courante des vec- 


teurs des conditions Pf*?” associés aux variables supplémentaires 
zt1 se calculent d’après les relations 


AGO — (A, P$+) — of — (AG, P£s+1) — 0 — 
= (AG, e;) = M9. (2.32) 


Si donc à une certaine itération de la résolution du Z-problème 
parmi les composantes du vecteur A figure au moins une compo- 


»% 


sante négative, il n'est plus besoin de construire à cette itération - 
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des XY-problèmes. On introduit dans la base du Z-problème le 
vecteur unité des conditions supplémentaire associé à un critère 
négatif. 

Si le X-problème est donné sous une forme canonique, la recherche 
du programme de base initial impose des calculs plus lourds. Il 
faut se servir dans ce cas de l’un quelconque des procédés décrits 
dans [87] ($ 6 du chapitre 7), où l’on trouve la description des métho- 
des de calcul du programme de base initial d’un problème de pro- 
grammation linéaire. Voici grosso modo certains d’entre eux qu’on 
peut appliquer à la méthode de décomposition adaptée à une matrice 
diagonale par blocs A. 

Soit X5° (4 — 1, 2,..., s) une collection des s programmes 
de base initiaux des X‘*”-problèmes. Ils permettent de construire s 
vecteurs des conditions du Z-problème 


(0) Y7(É) 
Dtt) AUX 
PS = . 
et 
Introduisons m variables non négatives artificielles 
ZS+1) — (252, zÿtD, ... 2417) 


et énonçons le problème auxiliaire suivant. 
Maximiser la forme linéaire 
mm 


Lin= — À 29 (2.33) 
i=1 
sous les conditions 
8 . 8 N, 
D PPT D >» PH L EZS4+ = po. (2.34) 
t=1 t=1 vai 
2H >0, v—=0,1,..., MN; t—1,2,...,5; (2.35) 
, Ze > 0. (2.36) 
C1 
_ | : | En 
En) 


En supposant non négatives toutes les composantes du vecteur 


B), on obtient une base de programme initial du problème auxi- 
liaire, composées des vecteurs 


Py, Pt, ..., Pin, Pée, ..., Pur 
et les valeurs correspondantes des composantes de base de ce pro- 
gramme de base initial 
2 14, 1—=1,2,...,5, 
gi D = p9 ji —1,2,. ., m. 


$ 2] CAS PARTICULIERS ET MODIFICATIONS 267 


En partant de ce programme de base on résout le problème auxi- 
liaire d’après les règles de la méthode de décomposition. Si la valeur 
optimale de la forme linéaire L.+, est négative, le Z-problème, et 
par conséquent, le X-problème qui lui est équivalent, sont irréali- 
sables. Si la valeur maximale de L,;., sous les conditions (2.34)-(2.36) 
est nulle, la solution du problème auxiliaire peut être considérée 
comme programme de base initial du Z-problème. (Pour plus de 
détails, voir ce problème dans {87], chap. 8, $ 6). 

Le calcul du programme de départ et la résolution du Z-problème 
peuvent se faire sans diviser la procédure en deux étapes. A cette 
fin la M-méthode (cf. $ 6, chapitre 7, [87]) doit être reformulée 
en termes du Z-problème. Toutefois, dans ce cas-là aussi, le nombre 
de variables artificielles du Z-problème est réduit jusqu'à m de 
façon analogue. 


_ 2.2. Voici un exemple pour illustrer les raisonnements du paragraphe 
précédent. 


Soit la forme linéaire à maximiser 


L'(X) = 2x3 + 2z2 + Gzs — 24 + 6x + 827 + 28 — Iro + 4710 
sous les conditions 


— 72; + 8272 + 9x3 — Dry — Szs + ze — 8x7 — 4zs + Izio < 4, 
8zs + 4z2 + zs + 24 + 8zs + Oro + 327 + Izs + 5x9 + Brio 26, 
Sr — 6z2 + 3 < 9, 
Sr, — 3ze + 3za | < 9, 
DZ, + 272 + 23 < 8, 

—Tzi + 4x5 + 9ze < 4, 
3z4 — Ze < 3, 
4zy + 3zs + 2z0o — 7z10 < 6, 

7z7 — 670 + 3x0 < 10, 


z>0,j—=1,2,... 10. 


Le Z-problème correspondant compte cinq conditions: deux inégalités, 
définies par les deux premières contraintes du X-problème, et une condition 
du type (2.11) par bloc. 

En nous guidant sur les recommandations du paragraphe 2.1 [cf. (2.31)], 
nous pouvons prendre pour base initiale du Z-probleme le système de vecteurs 


0001410 
Lo 00001 
(P&, P{2, P{5, P&, pis)=||1 O0 O0 O O|, 
01000 
00100 


et pour programme de base initial, le vecteur à composantes de base 
(4, 1, 1, 4, 26). 
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Dans l’exemple considéré le vecteur nul À des critères des conditions du 
Z-problème correspond à la base initiale. C'est pourquoi les X-problèmes 


respectifs coïncident avec les X(#-problèmes. Il est évident que dans le cas 
considéré, G est un ensemble borné. 

Il est commode de disposer les calculs qui reflètent le processus de résolu- 
tion du Z-problème dans les tableaux recommandés pour le problème général 
de programmation linéaire lors de la description de l'algorithme de la méthode 


de décomposition. Pour les X®-problèmes, on doit naturellement prévoir aussi 


une ou deux séries de tableaux suivant que la solution de ces problèmes s'obtient 
à partir du premier ou du deuxième algorithme de la méthode primale du sim- 
plexe. } 

Les coefficients des formes linéaires des X‘P-problèmes répondant aux 


itérations successives du Z-problème sont portés dans le tableau IT, où figurent, 
en outre, les programmes de base et les vecteurs directeurs des arêtes infinies du 


domaine de définition des X®-problèmes, associés aux vecteurs introduits au 


cours de la résolution dans la base du Z-problème. La dernière ligne du tableau II 
donne le programme optimal du problème de départ. 


Les programmes optimaux des X%-problèmes (t = 1 et 2) qui correspondent 


à l’itération initiale de la procédure de résolution du Z-problème, contiennent 
les composantes de base suivantes: 
pour le X(1-problème 


z1 = 1,667; z2— 4,667, z,3 — 10,333; 
pour le X®-problème, 
zx = 1,55; ze = 1,65. 


La solution du X'®-problème associé à l’itération initiale de la procédure 


de résolution du Z-problème est irréalisable. Sa forme linéaire est infinie sur 
l'ensemble des programmes du problème. 
Les valeurs optimales des formes linéaires des XŸ-problèmes (t = 1 et 2) 


sont respectivement égales à 31,333 et 8,350. D'après la formule (2.26), les 
critères des vecteurs des conditions du Z-problème définis par les solutions des 
X'P-problèmes ({ = 1, 2) sont égaux à; 


AU) = —31,333; A2 — —8,350. 


Le critère du vecteur des conditions du Z-problème associé à l’arête non 
bornée du domaine de définition du X?-problème est égal à A — —3,333. 


L'arête non bornée est issue du sommet correspondant au programme de base du 
X®-problème, 
X?= (0; 9,778; 0; 3,333). 
Le programme de base X{% détermine le vecteur des conditions du Z-problème 
dont le critère A — —23,111. 
Le plus faible de ces quatre critères correspond au X‘-problème. Cela 


signifie qu’il faut introduire dans la base du Z-problème un vecteur P{1 dont 
les composantes se calculent d’après la formule (2.29). Dans notre cas, 


PE = (36,667; 11,333; 1; 0; O0). 


Le coefficient "ol de la forme linéaire du Z-problème associé au vecteur 
des conditions P{1 est égal, d’après la formule (2.30), à 31,333. 
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Les quantités A{, A(, les composantes du vecteur des conditions PU 


ajouté à la base successive du Z-problème et le coefficient aoû) de la forme linéaire 
qui lui est associé sont inscrits pour chaque itération du Z-problème dans le 
tableau III. 

Les règles de la méthode primale du simplexe impliquent l'élimination 
de la base du vecteur Pi‘. En opérant selon ces mêmes règles avec la base 
(PS, P&, P{S, P{, P) nouvellement construite, on construit le programme 
de base suivant du Z-problème, on calcule les critères des conditions du problème 
par rapport à la nouvelle base et l’on résout les X‘Ÿ-problèmes qu’elle a engen- 
drés. Les critères dès vecteurs des conditions du Z-problème définis par les 
programmes optimaux du X‘?-problème et du X‘?-problème sont respectivement 
égaux à A) = —12,836 et A% — —9,589. La solution du XŸ-problème 
correspondant à la première itération de la procédure de résolution du Z-pro- 
blème s'avère de nouveau irréalisable. Le vecteur X4{% — (0; 9,778; 0; 3,333) 
correspond au sommet d’où est issue l’arête non bornée du domaine de défini- 
tion du X®-problème. Le programme de base du X5-problème détermine 


le vecteur des conditions P{# du Z-problème au critère A? — —30,897. Le vec- 
teur directeur de l’arête non bornée du X?-problème [vecteur X® = (0; 4,333; 
1; 2)] correspond au vecteur des c nditions du Z-problème au critère A% — 


— —2,764. Le plus petit critère correspond au vecteur P!5, C'est ce dernier 
qu’il est donc rationnel d'inclure dans la base suivante. Le vecteur à exclure 


de la base est PS. 

En poursuivant des calculs analogues, on aboutit, au terme de la sixième 
itération de la résolution du Z-problème, à trois X(Ÿ-problèmes dont chacun 
correspond à une valeur nulle de A®. D'après le critère d’optimalité, la conclu- 
sion obtenue signifie que le programme de base fourni par la sixième itération 
est solution du Z-problème. Les composantes de base de ce programme sont 
égales à . | 

20 = 0,431; 240 = 0,307; 240 — 0,262; 252 — 1; 249 = 1. 
Les programmes de base respectifs X£{1), X£{1, X£D, x, X19 des X-pro- 


blèmes sont figurés dans le tableau II. D'après les relations (2.18), la solution 
du X-problème est donnée par la formule 


à —— L, À LIL AE LL. d 
X* — (X{02D + X{D20D + X$Pz9, XS):1, X(3:19)), 


Les calculs donnent les valeurs suivantes des composantes non nulles du 
programme optimal du X-problème: 


z1 = 0,461; ze = 0,718; rs = 2,949; zy = 1,550; x = 1,650; 
z7 = 1,429; xs — 0,0952. 
Les première et troisième conditions du X(D-problème sont satisfaites par 


le programme optimal en tant qu'inégalités strictes. Les valeurs des variables 
supplémentaires (variables d'écart des première et troisième conditions) sont 


respectivement 
TZ13 —= 4,973 ; Lis — 1,311. 


Toute la procédure de résolution du problème est portée sur les tableaux 4.6 
à 4.11. Le premier d’entre eux contient les tableaux principaux correspondant 
aux itérations successives de la résolution du Z-problème selon les règles du 
deuxième algorithme de la méthode primale du simplexe. Le tableau 4.7 contient 
les paramètres du bloc 4%, les coefficients c; de la forme linéaire du X-problème 
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et les coefficients c{* des formes linéaires des X(°-problèmes engendrés par les 


bases successives du Z-problème. , 
Dans le tableau 4.7 figurent également les programmes optimaux des 


X-problèmes qui engendrent les vecteurs P{° ajoutés à la base successive’des 


Z-problèmes ainsi que la solution du problème initial. Le tableau 4.8 réunit 
les valeurs des paramètres À{*’, L? et A{4, qui permettent de discuter l’optima- 


lité du programme de base du Z-problème, les composantes des vecteurs des con- 
ditions PU? inclus dans la base suivante, et les valeurs correspondantes %) es 


ee 
coefficients de la forme linéaire du Z-problème. | 
Enfin, les trois derniers tableaux (4.9, 4.10 et 4.11) fixent la procédure de 


résolution des suites de X-problèmes (t = 1, 2, 3) à l’aide du premier algo- 
rithme de la méthode primale du simplexe. Remarquons que, comme d'habitude, 
le programme optimal du X®-problème correspondant à la /-ième étape de la 
résolution du Z-problème est utilisé comme programme de base initial pour 
résoudre le X (problème engendré par la (2 + 1)-ième itération du Z-problème. 

2.3. Considérons certaines modifications de la méthode de décom- 
position. Pour simplifier l’exposé, supposons que l’ensemble G 
soit borné. 

Lors de la description de la méthode de décomposition, on avait 
proposé d'introduire dans la base successive du Z-problème le vecteur 
des conditions associé au critère négatif 


A — min A4. 
t 


Le volume de calculs peut parfois être réduit en supprimant le cal- 


. ES t - . 
cul et la comparaison entre eux de tous les critères A et en ajoutant 
a la base le premier des vecteurs au critère négatif. On sous-entend 


ici par premier vecteur le vecteur à A! << 0 qui correspond au plus 
petit numéro t{. Dans ces conditions, la nécessité de résoudre les 
XŸ-problèmes suivants (à numéros £ plus grands) disparaît. Autre- 
ment dit, on a intérêt à ne résoudre les XW-problèmes que jusqu'à 
l'apparition d’un problème dont la solution correspondra à un vecteur 
des conditions du Z-problème ayant un critère négatif. 

On peut aller encore plus loin. Nous avons parlé jusqu’à présent 
de l'inclusion dans la base successive du Z-problème du vecteur 


des conditions associé au programme optimal de l’un des XŸ-pro- 
blèmes. Or, à chacun des programmes de base X® de n'importe quel 


des XŸ-problèmes correspond un certain vecteur des conditions 
du Z-problème. On voit de la formule (2.25) que le critère de ce 
vecteur s'écrit 


AP = À) — LÉ (XP). 


Pour passer à une nouvelle base du Z-problème, nul besoin n’est 


en règle générale d'obtenir le programme optimal du X®-problème. 
J1 suffit d'obtenir au cours de l’amélioration du programme du 


19° 
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XS-problème le programme de base X!{° tel que 


LE (XS) > AP. 
Le critère du vecteur des conditions correspondant P® du Z-pro- 
blème sera négatif. L'introduction du vecteur P{° dans la base 
successive permettra d'améliorer le programme du.Z-problème et 
de s'approcher de sa solution. 

Ainsi, en appliquant la modification suivante de l'ordre des 
calculs on peut espérer que le volume de calculs de la méthode de 
décomposition serà réduit. 

Chaque itération du Z-problème fournit un vecteur At) et les 
nombres A!°). Composons le XŸ-problème et calculons à chaque 
étape de sa résolution la valeur de la forme linéaire L,;. Lorsque 
L; (XŸ”) s'accroît et dépasse la valeur À d’une certaine valeur, 
modifiable en cours de résolution, on met fin à la résolution du 


X%-problème pour calculer le vecteur 
(0) Y (1) 
Py — A x |: 
€ 
l'introduire dans la base et passer à l'itération suivante du Z-pro- 
blème. 
Si la valeur de ZL, ne dépasse À de la valeur susmentionnée 


sur aucun des programmes de base du X-problème, y compris 


sur le programme de base optimal X{, on passe à la résolution 


du X%’-problème. En comparant, au cours de la résolution du 
X%-problème, les valeurs de la forme linéaire Z, sur les programmes 
de base successifs X avec la valeur À’, on détermine s’il est 
possible de passer à l’itération suivante du Z-problème ou s'il faut 
résoudre le X%-problème par blocs successif. Une telle voie de 
résolution du problème réduit le nombre de X®-problèmes à explo- 
rer et permet dans plusieurs cas de ne pas pousser leur résolution 
jusqu’au bout. 

Il ne semble guère utile, en général, de commencer chaque ité- 
ration du Z-problème par l'examen du X®-problème. Dans de 
tels cas la préférence irait plutôt aux X%-problèmes à petits numé- 
ros de t qu'aux autres X%-problèmes. Dans le cas général, il est 
apparemment plus rationnel de s’en tenir à un ordre cyclique de 
discussion des X%-problèmes. Si le passage à la L-ième itération 
a eu lieu après résolution du X% -problème, il est naturel de com- 
mencer la l-ième itération de la résolution du Z-problème par l’exa- 
men du X%°T1)-problème. Si la résolution du X-problème n'offre 
pas de raison pour passer à la (2 + {)-ième itération du Z-problème, 
il est bon de revenir au X®Ÿ-problème, etc. 
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2.4. Au cours de la résolution du Z-problème, on peut à chaque 
itération introduire dans la base non pas un seul vecteur à critère 


A minimal, mais une série de vecteurs à valeurs négatives des 


critères A. L'observation des données ci-dessus permet d'introduire 
dans la base successive du Z-problème, en plus des vecteurs associés 


aux programmes optimaux des X%®-problèmes, aussi les vecteurs 
correspondant aux programmes de base X® de ces problèmes. Il 
importe seulement que les vecteurs des conditions PŸ définis par 
les programmes de base X% aient. par rapport à la base courante 


des critères négatifs A. Les modifications à apporter dans l'algo- 
rithme de résolution du Z-problème se déduisent de la description 
de la modalité de la méthode primale du simplexe donnée dans [87] 
($ 2 du chapitre 12). 

Le procédé indiqué permet de réaliser simultanément plusieurs 
itérations du Z-problème en utilisant les résultats de la résolution 


, Ld e ! *« LA e 
d’une seule série de XŸ-problèmes (associés au vecteur fixe A). 


Si la discussion des X®Ÿ-problèmes impose un travail assez consi- 
dérable, en procédant ainsi on aboutit naturellement plus vite à la 
solution recherchée. | 

Voici la modification de l'algorithme de la méthode de décom- 
position qui semble présenter quelque intérêt. Supposons connus 
le programme de base initial du Z-problème et les critères des con- 
ditions du problème qui lui sont associés (vecteur A) et nombres 


M”). La résolution successive des X%-problèmes engendrés par 
le vecteur A permet d'écrire leurs programmes de base tels que 


® 2 1 1, (XD < 0. 


A tous ces programmes de base correspondent des vecteurs des 
conditions du Z-problème dont l'inclusion dans la base améliore 
le programme de ce problème (augmente la valeur de la forme linéaire 


du Z-problème). Les composantes des vecteurs PŸ et les valeurs 


des coefficients 0! se calculent d'après les formules (2.14), (2.16) 


et (2.13). Le calcul des vecteurs PŸ se poursuit tant qu'ils ne satu- 
rent, avec les vecteurs de la base courante, la mémoire à accès immé- 
diat de la machine. Appelons Z-problème tronqué le problème 
ainsi obtenu. Le Z-problème tronqué diffère du Z-problème par le 
fait qu'on y considère seulement les variables zŸ correspondant 
à la collection étudiée de vecteurs PŸ: les autres variables sont 
sup: osées d'avance nulles. | 

Le Z-problème tronqué se résout selon les règles générales de la 
méthode du simplexe. On ajoute à la base successive soit un seul, 
soit plusieurs vecteurs des conditions, en fonction des traits parti- 
culiers propres au problème. Les transformations élémentaires des 
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programmes de base se poursuivent tant que l’on obtienne le pro- 
gramme optimal du Z-problème tronqué. 
Après chaque itération du Z-problème tronqué il n'est pas néces- 


saire de résoudre les X%®-problèmes. Ce n'est qu'après avoir obtenu 
le programme optimal du Z-problème tronqué qu'il est avantageux 


de construire une nouvelle série de X-problèmes, en se servant 
du vecteur A des critères des m premières conditions du problème. 
En comparant les valeurs des formes linéaires L, sur les programmes 


de base X%Ÿ des problèmes décomposés en blocs avec les critères 
À” des s dernières conditions du Z-problème tronqué, on définit 


e. .. * l Q nNn 1 ee » 
les signes des critères AŸ dés vecteurs P9 associés aux programmes 


de base X{°. Les vecteurs des conditions P{” aux critères négatifs 
forment avec les vecteurs de la base du programme optimal du 
problème tronqué précédent le Z-problème tronqué successif. Il 
est logique de choisir comme programme de base initial du nouveau 
problème tronqué le programme optimal du problème précédent. 

L'application conséquente de l’artifice décrit dans ce qui précède 
permettra d'utiliser rationnellement la mémoire à accès immédiat 
de la machine et de réduire nettement le nombre d'itérations du 
Z-problème après lesquelles il faut résoudre les X%-problèmes 
décomposés en blocs. | 

2.5. Lorsque le nombre de problèmes décomposés en blocs est 
important, on a intérêt à réunir les groupes de blocs en blocs dis- 
tincts. On diminue ainsi le nombre de contraintes du type (2.11) 
dans le Z-problème. La résolution du X%-problème correspondant 
à un groupe réuni se ramène naturellement à l’analyse d’une série 
de problèmes indépendants associés à chaque bloc. Si, par exemple, 
deux blocs (t; et t2) sont réunis en un seul bloc (f:), alors, dans le 
X%®-problème correspondant au bloc réuni il faut calculer le vecteur 
XU3) — (XU1, XU2) de dimension (4, + n#:.) sur lequel s'obtient 
le maximum de la forme linéaire 


(CU? AUDAUN, HU) (CD AA, xt) 


sous les conditions 
AUX) — BU), 


AUS XU2) — BU), 
(XU:1), XU:)) > 0. 


Il est clair que le calcul du programme optimal Xfs) se ramène à 
la résolution de deux problèmes indépendants de programmation 
linéaire, de dimensions my, X nn et Mr X Ne. 

Lors de la réunion des blocs, on réunit les vecteurs des conditions 
du Z-problème qu'ils engendrent et dont les critères définissent 
si le programme est optimal ou s'il faut l'améliorer. Le vecteur des 
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conditions P{# se calcule d’après la formule 
{ 0 { (0 {a 
pt? _ ne si AR] 
Ÿ T— e 


Dans le cas limite, on peut réunir tous les blocs en un seul et 
réduire ainsi à m + 1 le nombre de contraintes de Z-problème.Si 
l’on adopte le schéma de résolution du problème exposé au para- 
graphe 2.1, d'après lequel on inclut dans la base du Z-problème 


.. * kh e # 
le vecteur au critère AG — min A, les avantages éventuels de 


{ 
la diminution du nombre de blocs n'interviennent alors que dans 
une itération isolée du Z-problème. Or, nous avons déjà dit au para- 
graphe 2.3, qu'il est parfois utile d'inclure dans la base du Z-pro- 


blème le premier vecteur P{° dont le critère serait négatif. Dans 
ce cas, le nombre de X%-problèmes à soumettre à l'exploration 
diminue, et de plus, la résolution ne doit pas forcément être menée 
jusqu’à la fin pour chacun d'entre eux. Lors de la réunion des blocs, 
le choix du vecteur à inclure dans la base successive du Z-problème 
se fait, en général, après résolution d’un grand nombre de X‘{-pro- 
blèmes. Ceci peut conduire à un accroissement du volume global 
de travail exigé par la résolution du problème. 

En outre, à mesure que diminue le nombre de blocs, le nombre 
total de programmes de base des X‘*-problèmes augmente de même, 
par conséquent, que le nombre de variables du Z-problème. C'en 
est de plus un argument contre la réunion des blocs. 

Des recommandations bien fondées sur les conditions rationnelles 
dans l’utilisation de telles ou telles modalités de la méthode de 
décomposition ne peuvent être faites qu'après l'accumulation d'une 
certaine expérience des calculs. A l’heure actuelle, cette expérience 
n’est pas encore acquise. 

2.6. I1 semble rationnel d'examiner la possibilité suivante d'ex- 
tension du domaine d'application des modifications considérées 
de la méthode de décomposition. Jusqu'à présent, la forme générale 
du problème étudié par la méthode de décomposition était définie 
par les relations (2.1)-(2.4). Il est clair que toutes les considérations 
exposées peuvent être reformulées pour un problème à matrice des 


conditions du type 


PA ce c°) ue ct 


A® A® O0 ...0 
A=|4% 0  4®...0 
jé NE 


. Le problème dual au problème précédent est du type (2.1)-(2.4). 
C'est pourquoi l'application des principes de la méthode duale du 
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simplexe permet d'étendre également la procédure de la méthode 
de décomposition aux problèmes dans lesquels l’« enchaînement » 
s'effectue non pas aux dépens des lignes communes, mais aux dépens 
des colonnes communes de la matrice des conditions. 

On peut aller encore plus loin. Considérons le problème dans 
lequel l’« enchaînement » s'effectue aussi bien aux dépens des lignes 
communes que des colonnes communes. Décomposons les conditions 
du problème en deux blocs. Attribuons au premier bloc les lignes 
d’« enchaînement », et au deuxième, les conditions restantes. En 
appliquant la méthode de décomposition à la résolution de ce pro- 
blème, on remarque que la matrice des conditions du X,-problème 
a une structure particulière : l’« enchaînement » des blocs (variables) 
s’y effectue aux dépens des colonnes. Ainsi, pour résoudre le X ,-pro- 
blème on peut utiliser le principe de décomposition énoncé en ter- 
mes de la méthode duale du simplexe. En décomposant les condi- 
tions et les variables en un plus grand nombre de groupes et en 
répétant à plusieurs reprises la procédure choisie, on peut ramener 
la résolution de n’importe quel problème de programmation linéaire 
de grande taille (y compris le problème de type général) à la résolu- 
tion d’une série de problèmes dont le nombre de contraintes et de 
variables ne dépasse pas les valeurs données d'avance. Toutefois, 
la réalisation de cette proposition est liée à des calculs nombreux 
et iourds. 


$ 3. Méthode duale de discussion des 
problèmes de programmation par blocs 


3.1. Dans les paragraphes précédents nous avons examiné en 
détail l’une des approches possibles de résolution des problèmes 
décomposés en blocs: la méthode de décomposition de Dantzig 
et Wolfe. 

Dans le présent paragraphe, nous allons donner une formulation 
duale du problème de programmation par blocs, dont le sens géomé- 
trique est immédiat. 

Non seulement cette formulation permet de considérer d’une 
optique légèrement différente la méthode de décomposition et de 
donner son interprétation géométrique, mais encore, ce qui est 
particulièrement important, de mettre en évidence une méthode 
duale suffisamment générale pour discuter les problèmes décomposés 
en blocs. 

Considérons le problème du $ 1: 


(C, À) — max, (3.1) 
A(X — B(), (3.2) 
ACX — B® (3.3) 


X >0. (3.4) 
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A ‘et À Ÿ sont ici les matrices de dimensionsmxXnetmxn 
respectivement ; 

Cet X, les vecteurs à z composantes; 

B'® et Bb, Iles vecteurs de dimensions m et m;, respectivement. 

Comme précédemment, nous entendrons par G l’ensemble convexe 
de points X, défini par les conditions (3.3), (3.4). 


N 
D 0,2v—> max, (3.5) 
v={ 
N — —— 
Ÿ P,z= B°, (3.6) 
v=! 
Zz,2>0, v—=1,2,..., N. (3.7) 
Rappelons que 
Pv= mn | P,= AX,, BE — U) k 
Ev | 1 


1 si À, est un sommet du polyèdre de l’ensemble G; 
0 si X, est le vecteur directeur d’une arête infinie de 

l’ensemble G: 

Ov = (C, Xy); Xy (v = 1, 2, ..., N) est une collection complète 
des sommets et des vecteurs directeurs des arêtes infinies de l’en- 
semble G. 

Numérotons, comme auparavant, les ensembles X, de façon 
que les V, premiers des vecteurs X, soient associés aux sommets. 
de l’ensemble G et les N — N, autres, aux arêtes infinies de cet 
gnsemble. (Si G est un ensemble borné, N — NW, = O0). 

Introduisons également dans la discussion le Z-problème dual 
par rapport au Z-problème (3.5)-(3.7) : 


Er = 


(B®, A) = (B%, A) + À + min, (3.8) 
(P», A) + À Z Ov, V — 1, 2, . Ni, (3.9) 
(P, A)>0% v=N+1,...,N, (3.10) 


où : 
A — (A, À); A — (A, À;  . Àm)- 


Puisque la forme linéaire (3.8) est à minimiser, À étant fixé 
et vérifiant les restrictions (3.10), le nombre À doit être choisi le. 
plus petit possible. 

Par conséquent le système de conditions (3.9) peut être remplacé- 
par la relation 

max {0,—(P,, A)}=A. (3.11): 


1<vV<N: 
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D'après les définitions du nombre ©, et du vecteur P, 
Oy — (Ps, A) = (C, X3) — (AV X,, À) = 
= (C — AA, X3) = (Ca, Xw), 
où, de même qu'auparavant [cf. (1.25)], le vecteur 
Ca =C — AA. 
La relation (3.11) peut donc être mise sous la forme 
max (Ca, A y) = À. (3.12) 


1<vV<N: 
Ces raisonnements montrent que le problème de minimisation de 
la fonction 


max (Cas X,)+(B°", À) (3.13) 
1<V<N: 
sous les conditions (3.10) est équivalent au Z-problème (3.8)-(3.10). 
3.2. Soit R l’ensemble des points À tels que 


sup (Ca, À) = max(Ca, X)< ©. (3.14) 
XEG XEG 


Introduisons dans la discussion la fonction f (A) définie sur 
l’ensemble R par la relation 


f(A)= max (C1, X) +(B°, A). (3.15) 
XEG 


Vérifions que À, domaine de définition de la fonction f (A), 
-est un ensemble convexe auquel correspond un système de conditions 
-du type (3.10). A cette fin, récrivons les inégalités (3.10) sous une 
forme équivalente 


(Can, XH) LO, v=N; +1,...,N. (3.16) 
Tout point X € G peut être représenté sous la forme 
N Ni 
X= D Xu, Du=i, 4>0, 
v=! v=i 
v=1,2,..., N. (3.17) 


Par suite, si les conditions (3.16) sont respectées, 
(Ca, X)< max (Ca, Xv) << co. 
1<V£<N: 


Mais si pour un certain numéro Vo Situé entre NV + 1 et N 
(Cas Xvo) > 0, 
alors, en posant X (6) = X;, + 6X,,, il vient 
lim (Ca, À (8)) = co. 
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Etant donné que X (8) € G pour tout 6 > 0, 
sup (Ca, X) — O0. 
XEG 


; Ainsi, l’ensemble R est en effet défini par le système d'’inégalités 
(3.10). 

Si G est un polyèdre convexe, alors V, — N, c'est-à-dire le 
système de conditions (3.10) n'existe pas. Dans ce cas, R se confond 
avec l’espace à m dimensions des points A tout entier. Il se peut 
que R ne contienne aucun point. Ce cas est équivalent à l’incompa- 
tibilité des conditions du Z-problème. Ci-dessous, on suppose que À 
est un ensemble non vide. 

Soit AE R. La présentation (3.17) entraîne 


J(A)—(B", A)=max(Cx, X)— max (C4, Xy). (3.18) 
XEG 1<v<Ni1 


C'est pourquoi le problème (3.13), (3.10), équivalent au Z-problème 
(3.8)-(3.10), se ramène à la minimisation de la fonction f (A) définie 
sur l’ensemble convexe À. 
Si 
inf f(A)= — 0, 
A€R 


alors il résulte des éléments de la théorie de la dualité que le Z-pro- 
blème (3.5)-(3.7) n'a aucun programme, c'est-à-dire que les con- 
ditions (3.2)-(3.4) du X-problème initial sont contradictoires. 


Mais si 
inf f(A)= min f(A)=f(A*)>—o0, 
A€R A€R 

d'après (3.12) et (3.18) le vecteur 


A% = (A#, À*) 
avec 
A+ = f (A*) — (89, A®) 
est solution du Z-problème (3.8)-(3.10). 
Dans l’espace de dimension (m + 1) des points (A, ÀAm+1), 
chaque sommet X, (v = 1, 2, ..., N;) de l’ensemble convexe G 
engendre un hyperplan H, défini par l'équation 


Am+1 + (AVXy — B9, A) = (C, X,). (3.19) 
Cette équation peut s'’écrire sous une forme équivalente 
Àm+1 — (Ca; X y) + (B®, A). (3.20) 


Dans ce même espace, le vecteur directeur X, (v = NW …+1,..., N) 
de chaque arête non bornée de l’ensemble convexe G engendre un 
hyperplan À, défini par l'équation 


(AVX,, À) = (C, X ») (3.21) 
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ou, ce qui revient au même, 
(Ca, Xy) = 0. (3.22} 


L'hyperplan H, coupe l’axe des À,4, avec 1 << v < 4, il est 
parallèle à cet axe avec N +1<v< N. 


Déterminons dans l’espace considéré l’ensemble À composé 
des points (A, ÀÂm+1) tels que 


Am+1 (A), ACER. (3.23) 


En vertu de (3.18) la première condition du système (3.23) peut 
s’écrire 
Am+i > (Cas Xy) + (BV, A), v = 1,2, ..., N.. (3.24) 


On sait que la deuxième relation (3.23) est équivalente au système 
de conditions (3.10) ou, ce qui revient au même, à (3.16). Par con- 


séquent, À est un ensemble convexe qui coïncide avec la partie 
commune des demi-espaces (3.24) et (3.16) engendrés par les hyper- 
plans H, (v — 1,2, ..., N). Il résulte des conditions (3.23), 


qui définissent l’ensemble À, que le problème de minimisation de 
la fonction f (A) sur l’ensemble R est équivalent au choix du point 


« le plus bas » (au sens de l’axe des À,+1) de l’ensemble À. 
La surface 
Àm+1 = f (A) 


coïncide avec une partie de la frontière de l’ensemble convexe À. 
Par conséquent f (A) est une fonction linéaire par morceaux convexe 
vers le bas. 

Résumons les conclusions ainsi obtenues. 


Théorème 3.1. L'exploration du Z-problème (3.8)-(3.10) 
est équivalente soit 
1) à la minimisation de la fonction linéaire par morceaux convexe 


vers le bas f (A) donnée sur l'ensemble convexe R, où f (A) et R sont 
définis par les conditions (3.35) et (3.16) respectivement; soit 

2) au choix du point «le plus bas» (au sens de l'axe des k+:) de 
l’ensemble convexe R, partie commune des demi-espaces (3.24) et (3.16). 

Si R se confond avec l’espace de dimension m tout entier, c'est- 
à-dire si G est un polyèdre convexe, il est plus commode d'utiliser 
la première interprétation du Z-problème. Dans le cas où R est 
une partie de l’espace de dimension m des points A, c'est-à-dire 
où G est un ensemble non borné, il est préférable de faire appel à 
deuxila ème interprétation. 

Le problème de la minimisation de la fonction f (A) sur l'en- 
semble R ou, ce qui revient au même, le problème de la recherche 


du point le plus bas de l’ensemble À est la formulation duale du 
problème (3.1)-(3.4) décomposé en blocs. 
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3.3. Lors de l'analyse du Z-problème, il est naturel de considérer 


seulement les points de l’ensemble R situés à la surface 
Am+1 = f (A). (3.25) 


Soit A’ — (A”, Àm+1) € R un point quelconque de la surface 
(3.25). Prélevons parmi les hyperplans H, ceux qui passent par le 
point A’. [1 résulte des équations (3.20), (3.22) et de la définition. 
de la fonction f (A) que le vecteur X, qui engendre un des hyperplans 
cherchés doit vérifier la condition 


Lu = (Cars Xv)+ (8%, A')= max (Ca, X)+(B®, A’) (3.26) 
XEG 


si 1ALSV<W: 
et 
(Car, ÀXy) = 0 (3.27) 
si NM +I<v<N. 
Soit Ga l’ensemble des solutions du X\1 -problème 
(Ca, À) —+ max, (3.28) 
X EG. (3.29) 


Le point X, qui vérifie l'égalité (3.26) est un sommet de l’en- 
semble convexe G1:. 

Le vecteur X,, qui obéit à la condition (3.27), est parallèle à 
l’une des arêtes non bornées de l’ensemble G\1:. 

Ainsi les hyperplans AH, qui contiennent le point A” situé à la 
surface (3.25) sont engendrés par les sommets et les vecteurs direc- 
teurs des arêtes non bornées de l’ensemble G1: des solutions du 
X 1’-problème. Il est évident que la réciproque est vraie également : 
l'hyperplan A, engendré par l’un des éléments de l’ensemble G4 
contient le point A”. 

Soit H un hyperplan arbitraire, un hyperplan d'appui pour 
l’ensemble R en A’ et non parallèle à l’axe des Àn+,. Son équation 
s'écrit 

Ârm+1 + (S, A — À") — Ân+ 1» (3.30) 


Où S — (S4, S2, - + -, Sm)- 
H étant un hyperplan d'appui, il en résulte que son vecteur 


directeur S = (S, 1) est représenté sous la forme d’une combinaison 
non négative des vecteurs directeurs des hyperplans H, passant 
par le point A’. Le vecteur directeur de l’hyperplan H, défini par 
l'équation (3.19) est égal à 


S, = (AUX, — B, 1). 
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Le vecteur directeur de l’hyperplan A, vérifiant l’équation (3.21) 
est 
S, = (ATX,, O0). 


Par suite, 
Ni N 
S— D (ATX, — B)+ SN 2LAUX,, (3.31) 
v=1 v=Nit1i 
Ni 
1 — Ÿ Zys 2v>0, V=1,2,...,N. (3.32) 
v=!{ 


L'égalité (3.31) peut être mise sous, la forme 
S — AOX — By 


X = D z,X. (3.33) 
vi 
Constatons que si l’hyperplan H, ne passe pas par le point A” 
dans la relation (3.31) z, — 0. C'est pourquoi le point ZX défini 
par les égalités (3.33) et (3.32) appartient à l’ensemble G4:. 
D'autre part, on vérifie aisément que l'hyperplan 


Ami + (AOX — BO, À — A) = An+: (3.34) 


défini par un point quelconque À € Ga: est un hyperplan d'appui 
pour l’ensemble À en A” (cf. exercice 7). 
Réunissons en un ensemble Æ (A) les hyperplans d’appui pour 


R en A et qui coupent l’axe des Àm+1. Les conclusions obtenues 
peuvent être énoncées sous la forme de la proposition suivante. 


Théorème 3.2. L'ensemble H (A) se compose d'hyperplans 
du type (3.34), où X € Ga. 

À partir du théorème 3.2 on obtient sans peine l’expression de 
l'accroissement de la fonction f (A) avec une variation suffisamment 
petite de son argument. 

Supposons que les points A’et A” + Z appartiennent à R. Dans 
un voisinage suffisamment petit du point A’ l’hypersurface (3.25) 
se compose de morceaux d'hyperplans appartenant à l’ensemble 
H (A”. 

C’est pourquoi, pour un € >> 0 suffisamment petit, le théorere 
3.2 conduit à la relation 


f(A”+el) = max [A4 —(A°X — BD, el)], 
XEG n° 


où 
0 E< E0. 
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Cette dernière relation peut s’écrire 


fA'HED FAN ax (B®— AX, D). (3.35) 
Ë XEG n° 

L'utilisation de la formule (3.35) n'implique pas l'obligation 
de supposer d’avance que A’ + / € R. Si le deuxième membre de 
(3.35) est fini, avec € >> 0 suffisamment petit le point A°’+e&€R 
et la formule (3.35) a lieu. Mais si le deuxième membre de (3.35) 
est infini, alors, quel que soit e>>0, le point A+ elé R. Nous 

laissons au lecteur le soin de le démontrer (cf. exercice 8). 
3.4. Il est évident que le point A*— (A°, Xn+1) est le point «le 
plus bas » cherché de l’ensemble convexe R si et seulement si l’hy- 


perplan 
Âm+1 — Âm+ 1 


appartient à l’ensemble A (A*), c’est-à-dire s’il est d'appui à /? 
en A*. D’après le théorème 3.2, ceci équivaut à l'existence d'un 
vecteur X* vérifiant les conditions 


X* E Ge, (3.36) 
AOX* — B, (3.37) 


On voit aisément que le vecteur X*, justifié par les restrictions 
(3.36) et (3.37), est la solution du problème (3.1)-(3.4). En effet, 
puisque X* est la solution du X \+.-problème vérifiant la condition 
(3.37), on a pour tout programme X du problème (3.1)-(3.4) 


(C, X) (A) = (Cas, X*) + (B®, A*) — 
- = (C, X*) + (B® — AG X+, A%) — (C, X*). 


Dans la méthode de décomposition de Dantzig-Wolfe, le dépla- 
cement vers l’optimum s’accomplit suivant les couples de points 
(A, X) qui vérifient la condition (3.37). La relation (3.36) est testée 
au moyen de la résolution du X\,-problème. Dès qu'elle se trouve 
vérifiée, le programme optimal cherché est obtenu. 

Voici l'interprétation géométrique de la méthode de décompo- 
sition. Soit un programme de base du Z-problème, à base composée 
des vecteurs 

1 AO Y. 
P:,+ ( ù ’ s=1, 2, …) m +1, 
Eis 
et aux composantes de base 240. 
À chaque point Xi, correspond un hyperplan Hi, du type (3.19) 


si X ;, est un sommet de G, et du type (3.21) si X 1, est le vecteur 
directeur d’une arête infinie de G. 
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Soit (A, À‘) le vecteur des critères des conditions du Z-pro- 
blème par rapport à la base donnée. 
Posons 


À = A+ (B®, A). 


On vérifie facilement que À — (A, À) est un point commun aux 
hyperplans H; (cf. exercice 9). 


Si le point AER, c'est-à-dire si 
AER, À =/f(A), (3.38) 
in+ 1 . 
X = D z0X:, est un programme optimal du problème (3.1)-(3.4) 
s— 1 


et A, le point «le plus bas » de l’ensemble R. 

Les conditions (3.38) se vérifient au cours de la discussion du 
X ,-problème. 

Si la solution du X\-problème est irréalisable, la première con- 
dition du système (3.38) est violée. Lorsqu'on l'établit, il faut 
ajouter à la base du Z-problème le vecteur associé à l'un des hyper- 
plans du type (3.21), qui séparent le point À de l’ensemble À. 

Si le X1-problème est possible, mais la valeur calculée 


FN ZA, 


il faut introduire dans la base du Z-problème le vecteur correspon- 
dant à un certain hyperplan du type (3.19) qui sépare À de RÀ. 
Ainsi la procédure de résolution du problème (3.1)-(3.4) par la 
méthode de décomposition consiste à se déplacer vers le point « le 
plus bas» de l’ensemble À suivant les points À = (A, À)é R. 
Par ailleurs, dans le cas où le problème (3.1)-(3.4) est réalisable, 
tout point intermédiare À se situe « en-dessous » de l’hyperplan 


Am+s = f (AS), 


la distance à cet hyperplan diminuant de façon monotone. (A* — 


= (A*, f (A*)) est ici le point «le plus bas » de l’ensemble LR.) 

3.5. La formulation duale du problème décomposé en blocs 
conduit à l’approche suivante, qui est une façon naturelle de résoudre 
le problème (3.1)-(3.4). D'après cette formulation, la discussion 
du problème initial se ramène à la minimisation de la fonction 
linéaire par morceaux convexe vers le bas f (A), définie sur un 
certain ensemble convexe À. 

Voici les traits particuliers du problème de minimisation de la 
fonction f (A); 

premièrement, f (A) est donnée seulement par l’algorithme (pour 
calculer sa valeur en À, il faut résoudre le X,-problème), 
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et deuxièmement, cette fonction n’est pas dérivable en tous les 
points et par conséquent, dans le cas considéré, les méthodes de 
minimisation des fonctions lisses ne sont pas applicables. 

Considérons le schéma général de la procédure de minimisation 
de la fonction f (A). Choisissons un certain point de départ A°ER 
et cherchons une direction (un vecteur) L telle que, premièrement, 
A'+eleE R avec e > 0 suffisamment petit et, deuxièmement; 
la valeur de la fonction f (A) décroisse le long de /. Nous dirons 
qu'une telle direction est possible. D'après la formule (3.35), une 
condition nécessaire et suffisante pour que la direction / observée 


« 


soit possible consiste à vérifier l'inégalité 
max (B®—A9X, 1) <0. (3.39) 


ÀXEG À’ 

Désignons par La. l'ensemble des directions qui; justifient la 
condition (3.39). Supposons que nous ayons à notre disposition 
quelque procédé 7 de choix de / € Lx: pour n’importe quel ensemble 
La non vide. Sélectionnons à l’aide du procédé 7 la direction 
1 E L1 ou constatons que l’ensemble L,. des directions possibles 
est vide. Dans ce dernier cas, A’ est le point cherché du minimum 
de la fonction f (A). Mais si la direction L” € LA. est trouvée, dépla- 
çons-nous au point 


A (1, 8) = A’ + 6/. (3.40) 
Soumettons le choix du nombre 6 >> 0 participant à la formation 


du point (3.40) à une restriction naturelle: avec 0 <t< 8, la 
fonction de l’argument scalaire t 


p (#) = f (A° + t1) 


doit être décroissante monotone. 

Désignons par Æ£ le mode de choix du nombre 6 qui satisfait à 
cette dernière condition. Le point A” — A+ 67 étant obtenu, 
nous lui appliquerons les mêmes raisonnements, etc. Ainsi, si l’on 
se donne certains procédés 7 de choix d’une direction. possible et 
E de définition du nombre 6, on obtient une suite décroissante mono- 
tone {f (AM)}. 

Nous donnerons dans les paragraphes qui suivent une série de 
procédés T et Æ qui aboutissent à la borne inférieure cherchée 
de la fonction f (A), c'est-à-dire tels que 


lim f (AŸ) = inf f (A). 
k->00 AR 


Nous allons voir que chaque couple de tels procédés définit une 
certaine méthode de programmation par blocs. 

Sur la base de ces procédés on peut également former des méthodes 
combinées de programmation par blocs qui mettent à profit, pour 
résoudre le problème, les différents procédés 7 et £. 


20—0776 
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Le trait commun aux méthodes de programmation par blocs qui 
cadrent avec le schéma établi est que, conträirement à la méthode 
de décomposition, leur réalisation impose un déplacement suivant 
une surface (3.25). 


$ 4. Analogue dual de la méthode 
de décomposition 


4.1. La première procédure de résolution du problème décomposé 
en blocs (3.1)-(3.4) que nous allons examiner est associé à un dépla- 
cement suivant les sommets d’une surface polyédrique (3.25) ou, 
ce qui revient au même, suivant les sommets d’un ensemble convexe 


R soumis aux conditions (3.10), (3.24). Pour commencer la procé- 
dure, il faut connaître m + 1 hyperplans ,, (ë = 1, 2, ..., m+1) 
dont l'intersection détermine le sommet recherché A” — (A’, À”). 

La méthode d'obtention de ce système d’hyperplans est décrite 
au $ 6. Le vecteur directeur r, de l’hyperplan H,, orienté vers 
l’intérieur de l'ensemble R, est d'après les relations (3.10) et (3.24) 
de la forme 


ASX, — e. Bo 
Ny = v— | , (4.1) 
Ev 
où 
Es — { 1 si v < N:, (4.2) 
Ÿ 0 Si V > N.. 

Soit d, —= (Li4, Li2s ET li, m+1) le vecteur orienté vers l’inté- 
rieur de l’ensemble R parallèlement à l'intersection des hyperplans 
Hs, .…., Hs;_yv Hs, ..., He 

I1 est clair qu'après une normalisation correspondante 
nf 0 si a%i, (4.3) 
eur 4) — { À si a —i. 
Par conséquent, la matrice 
Il li; m+1 — (rs, Ts 3 sms) (4.4) 


Si la dernière composante ll; m+1 de la direction /; = (li, l;,m+1) 
‘est non négative, le déplacement du point A’ dans la direction /; 
ne diminue pas la valeur de la fonction f (A). Si cette condition 
est vérifiée pour tout ë, c'est-à-dire si 


lim+s ZOO pour i=1,2,...,m+i, (4.5) 
le point A’ est le minimum recherché. Cette conclusion résulte du 


critère connu d’optimalité du programme utilisé dans la méthode 
primale du simplexe. 
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Supposons que l’ensemble convexe À soit non dégénéré, c'est- 
à-dire qu'en chacun de ses sommets se coupent exactement mr + 1 
hyperplans H,. Dans ce cas, pour tout 1 < i < m + 1, la demi- 
droite A’ + 6/,;, 60, contient une arête de l’ensemble R, issue 


du point A’. C’est pourquoi il existe un 8, > 0 tel que 


A'+HOLER si 0<8< 64. (4.6) 

Supposons que la condition (4.5) ne soit pas respectée, c'est- 
a-dire que pour certains à 

Li m+1 < 0. (4.7} 


En vertu de (4.6), n'importe laquelle de ces directions est pos- 
sible, puisque avec 6 >> 0 suffisamment petit 


Mnti = f (A) > (AT + O0) = Anys + OÙ, m4. 


Le calcul des directions /; et le choix de celles d’entre elles qui 
sont possibles peuvent se faire non seulement d’après les relations 
(4.4) mais encore à l’aide de la matrice 


Il ei Îlm+1 = (Ps Ps, °.. Pins) 


où P,, — () est le vecteur des conditions du Z-problème (3.5)- 


v 
(3.7) correspondant au vecteur X, (au sommet de G ou au vecteur 
directeur d’une arête non bornée de cet ensemble). 
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier (cf. exercice 10) que 
l { ei] Si j<m, 
ij = . 
J ei Si j—=m+i, 


(4.8) 


où les e;, sont les coefficients de décomposition du vecteur des con- 

. 5 B s 
traintes B° — (+) du problème (3.5)-(3.7) par rapport au système 
de vecteurs Ps, i—1,2,...,m +. 

4.2. Choisissons une des directions qui obéissent à la restriction 
(4.7) (par exemple, des conditions minimisant la dernière compo- 
sante). Supposons que cette direction soit Z,. La grandeur 0’ de 
l'étape qu'il convient de faire le long de la direction choisie L, est 
définie par la condition de passage de l’ensemble À au sommet A”, 
voisin de A”. Pour choisir 6”, considérons le problème paramétrique 
qui consiste à maximiser la forme linéaire 

(Ca — 07,40, X), (4.9) 
qui dépend du paramètre 8 => 0, sous la condition 


X €G. (4.40) 
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Ayant choisi comme programme de base initial l’un des sommets 
Xs:, de l'ensemble G, qui engendrent les hyperplans H,, (Gr), 
appliquons au problème (4.9), (4.10) la méthode de programmation 
paramétrique exposée au $ 1 du chapitre 3. 

On sait qu’une étape distincte de cette méthode coïncide avec 
une itération de la méthode primale du simplexe, lorsque le choix du 
vecteur à inclure dans la base se fait en se guidant par une règle 
spéciale. La procédure de résolution du problème (4.9), (4.10) se 
poursuit jusqu’à mise en évidence de l’une des éventualités suivantes. 

1°. On a trouvé que 6, est un point critique positif minimal et 
on a construit le programme de base X, du problème (4.9), (4.10), 
optimal avec 0: << 6 < 8, 0; > 0. 

2°. On a établi que pour 0 < 8 < 6,le problème (4.9), (4.10) 
a une solution réalisable et, de plus, que [0, 6,] ne compte pas de 
points critiques, alors que pour 086, la forme linéaire (4.9) est 
non bornée sur l’ensemble G. On a construit simultanément le vec- 
teur directeur X, de l’arête non bornée de G sur laquelle (4.9) est 
non bornée avec 0 >> 64. 

3°. Le problème (4.9), (4.10) est réalisable sur la demi-droite 
6 > 0 qui ne contient pas de valeurs critiques. Posons dans ce cas 
6, = C0. 

Il résulte de l'hypothèse de non-dégénérescence de l'ensemble 
convexe À que 


f (A + OÙ) — Î (A”) + OÙ, m+: 
pour tout 6 fini vérifiant la condition 
0<0< 61. (4.11) 
Par conséquent, le cas 3° pour lequel 8; = conduit à la relation 
inf f(A)= — co 
A€R 


qui traduit l’incompatibilité des conditions du problème (3.1)-(3.4) 
{cf. paragraphe 3.2). 

Supposons que la discussion du problème (4.9), (4.10) se soit 
achevée par le cas 1° ou 2°. L'interprétation géométrique de ce fait 


est donnée par le déplacement le long de l’arête de l’ensemble R 


au vecteur directeur ?, qui conduit à l'hyperplan FH, engendré par 
le vecteur X,. Dans le cas 1°, le vecteur X}, correspond à un sommet 
de l’ensemble G; dans le cas 2°, le vecteur X}, est dirigé le long de 
l'’arête non bornée de l’ensemble G. Posons 


A” = Â’ + (A 0” — 0. 


Le nouveau sommet A” est formé par l'intersection des hyper- 


plans 


H;,, Hs, ..., H H, H; .) H, . 
1 2 m+1 


Sr_1? r+1” 
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L'étape suivante s'effectue selon les mêmes règles, en partant du 
point A”. Avant de commencer l'étape, la matrice (4.4) est trans- 
formée en une nouvelle matrice, dans laquelle le vecteur ns. est 
remplacé par 

TR — 


os 


er B® 
Eh 


Pour ce faire, on recourt aux formules de récurrence usuelles de la 
programmation linéaire. 

4.3. Nous avons déjà dit que dans le cas non dégénéré 6° > 0, 
et à chaque étape de la méthode la valeur de la fonction f (A) dimi- 


nue. En cas de dégénérescence, 8” peut être nul. Alors, A” = A’. 
Le résultat de cette étape consiste seulement à passer à un nouveau 


système de m + 1 hyperplans qui se coupent en A’. Pour rendre 
possible la réalisation d’une étape de cette procédure, sans supposer 
la non-dégénérescence .de l’ensemble R, il faut compléter les con- 
ditions des cas 1°, 2°, 3°. 

Par définition, 6, est un nombre non négatif qui ne peut devenir 
nul que dans le cas 2°. Lorsque 6, > 0, nous désignerons par X; 
la solution de base du problème (4.9), (4.10) pour toutes les valeurs 
finies de 0 comprises entre zéro et 061. 

Posons | 
Œ — —(1,A, X 2). 

Il est clair que « > l,, m+1. 

Pour & = l;,m+1 (ce qui est toujours vrai pour une situation 
non dégénérée) ou pour 6, = 0, la procédure est définie par les 
règles décrites dans ce qui précède. 

Mais si 

0, = O0 et « > lrm+ts 


l'hyperplan engendré par le vecteur X,. vient remplacer l'hyperplan 
Hs... Il est évident que dans ce dernier cas 0” — 0, c'est-à-dire 
A’ = A”. 

La règle de sélection du vecteur ZX, ou X,;: qui dans la méthode 
considérée rend tout à fait impossible le cyclage est plutôt trop 
complexe; de plus, comme toutes les règles analogues, elle n’a 
pas une grande valeur pratique. C’est pourquoi nous n’en donnons 
pas la description. 

4.4. En utilisant la formule (4.8), il est facile de vérifier que la 
méthode de programmation par blocs décrite ici se ramène à la 
résolution du Z-problème par la méthode duale du simplexe. c'’est- 
àa-dire constitue l’analogue dual de la méthode de décomposition. 


La matrice (P,,, ..., P,,.,) est la base d'un pseudoprogramme du 
Z-problème. La composante négative de décomposition du vecteur 
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B: par rapport à la base du pseudoprogramme détermine le vecteur 
P,, à éliminer de la base. Le vecteur des conditions du Z-problème 


qui remplace P, dans la base est recherché au cours de la discussion 
du problème (4.9), (4.10). 

Une méthode apparentée à celle décrite dans ce paragraphe a été 
proposée à partir d’autres considérations dans [1]. 

La différence entre ces deux méthodes ne se manifeste qu’à 
l'étape de définition de la quantité 0’. Dans [1], on étudie à cet 
effet un problème de programmation homographique. Le mode de 
définition de 0” proposé dans [1] se ramène à l'analyse du problème 
paramétrique (4.9), (4.10) en partant de la valeur initiale 6 = co. 
Ce mode de recherche de 6” étant lié au calcul de toutes les valeurs 
critiques positives, la méthode examinée ici et dans laquelle la 
valeur initiale 6 — 0 doit être reconnue comme plus efficace. 

Constatons que la méthode citée constitue l’une des applications 
du schéma général exposé au paragraphe 3.5 avec des méthodes 
particulières T et E. 


$ 5. Autres méthodes de programmation 
par blocs fondées sur la minimisation 
de la fonction f (A) 


5.1. Nous avons déjà dit au paragraphe 3.5 que toute méthode 
de programmation par blocs liée à la minimisation de la fonction 
f (A) repose sur un ou plusieurs modes définis du choix de la direc- 
tion possible. Dans l’analogue dual de la méthode de décomposition 
exposée au $ 4 ce choix se fait parmi les arêtes de l’ensemble con- 
vexe À. 

Nous donnons ci-dessous un schéma général de formation 
de procédés 7 qui font partie d’une certaine classe assez large. 
Soit ! une direction arbitraire issue du point A’. Introduisons la 
fonction 

P1()= sup (B%— AVX, D. (5.1) 
XEG À: 


Ainsi qu'il résulte de la relation (3.39), le choix d’une direction 
possible est équivalent à la construction d’un vecteur / satisfaisant 


à l'inégalité 
pa (1) < 0. (9.2) 


Choisissons un ensemble convexe arbitraire M de points ! — 

= (l4, lo, . . ., lm) vérifié par deux restrictions: 
1) le point O — (0, 0, ..., 0) est un point intérieur de MW; 
(5.3) 


2) vo = inf qi () > —co. (5.4) 
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L'ensemble M et le point A’ engendrent le problème T'(H, A” 
qui consiste à minimiser la fonction , (1) sous la condition ! € M. 
Le problème l'(W, A) se ramène facilement à un problème de pro- 
grammation linéaire. En effet, soient X1, X2, . . ., À, les sommets 
de l'ensemble Gx, X,+1, Xy,+», - . ., À, les vecteurs directeurs 
des arêtes non bornées de G1:. Supposons également que le système 
de conditions qui définit M s'écrit 


2 dsl <dr, i— À, 2, cs Te (5.9) 


I1 est aisé de voir (cf. exercice 11) que le problème F (47, A”) 
est équivalent au problème de programmation linéaire qui consiste 
à minimiser 


U (5.6) 
sous les conditions 
(BO—AOX:, Lu, i=1, 2, ..., V:; (5.7) 
—(AVX:, DLO, i=yi+1, ..., 7; (5.8) 
D dul<ds i=1,2,...r. (5.9) 


La condition (5.3) assure la compatibilité des contraintes (5.7)- 
(5.9). La restriction (5.4) impose à la forme linéaire (5.6) d'être 
bornée inférieurement sur l’ensemble (5.7)-(5.9). Par conséquent, 
le problème (5.6)-(5.9) a une solution réalisable, de même que le 
problème F (M, A”), soit 


vo = inf Pi (L) = ps (2°), 
lEM 
et de plus, en vertu de (5.3), 
Vo & (0. (5.10) 
Introduisons ensuite dans la discussion le problème Î (M, A), 
dual au PF (H, A’). L'application au l (M, A’) de la représenta- 
tion (5.6)-(5.9) permet d'obtenir la formulation suivante du pro- 
blème [F (H, A: 
n 
— > di max . (9.11) 
i=i 
sous les conditions: 


V1 u r 


D u(—B+AOX)+ D œAVX;— D'uDi=0; (5.12) 
i=1 iv i=i 


V1 
à» Gi = 1 ; (5.13) 


1=1 


u>0, i=1, 2,..., y; i>0, i=1,2,...,r. (5.14) 
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Jci D; = (di, die, ..) dim)?, i — 1, 2, ….) Te 

Etant donné que X;, à = 1, 2, ..., y, est une collection com- 
plète des sommets et des vecteurs directeurs des arêtes non bornées 
de l’ensemble G41:, les conditions (5.12)-(5.14) peuvent être mises 
sous la forme équivalente 


AX — Ÿ p:D; = B", (5.15) 
i=1 
X EG, (5.16) 


ZOO, i=1,2,...,,r. (5.17) 
Déterminons sur l’ensemble G1. la fonction 
pe (X) = inf (BP — A9X, D). (5.18) 
IeM 


Par définition, æ2 (X) est la valeur extrémale de la forme linéaire 
dans le problème de minimisation de 


(B©— AX, 1) 


sous les conditions (5.9). Le problème dual au problème donné 
s'écrit 


— Ÿ dil; — max (5.19) 

sous les conditions T 
— ù iDi = B9— ANX, (5.20) 
mu: Z>0, i=1,2,...,r. (5.21) 


Les conditions (5.9) étant compatibles, il vient 


— co si la solution du problème (5.19)-(5.21) est 
irréalisable ; 
Pa (À) = À __ S'aut(X) si (u®(X), ..… ut (X)) est solu- 
i=1 
tion du problème (5.19)-(5.21). 


Par suite, le problème Î (M, A‘) peut s'écrire également sous 
une forme plus symétrique 


P2 (X) + max 


X EG». 


L'existence d’une solution réalisable du problème T (A, A’) 
résulte de la résolubilité du problème F (M, A”. 
5.2. Supposons que les solutions {* et X* des problèmes l (M, A”) 


sous la condition 
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et l'(M, A”) aient été trouvées. D’après l'inégalité (5.10), deux 
cas peuvent alors se présenter : 

1) vo = ps (*) = pa (X*) = 0; 

2) vo << 0. 

La première éventualité indique que A’ est le point cherché 
dans lequel la fonction f (A) atteint son minimum. De plus, X* 
est la solution du problème étudié (3.1)-(3.4) décomposé en blocs. 
En effet, d’après (5.3), pour un &e >> 0 suffisamment petit, le vecteur 


LL = e (AMXF — BON EM. 
C'est pourquoi 


O0 — Vo = P2 (X*) < (B'°? — AXE, L) — — e | B'®— AMX* [, 
soit 
B® — AX*. 

En outre, X* € G,,. Notre proposition découle alors des conditions 
d’optimalité (3.36), (3.37) du programme d’un problème décomposé 
en blocs. Supposons maintenant qu’ait lieu le cas 2°. Puisque 
1 (1*) < 0, le vecteur !* est une direction possible issue du point A’. 

Ainsi, le choix d’une direction possible issue du point A’ se 


ramène à la résolution des problèmes duals l (M, A'’)et T (M, A’, 
l'ensemble convexe M ne devant être soumis qu'aux restrictions 
(5.3) et (5.4). En faisant varier les ensembles M et les méthodes 


d'exploration des problèmes l'(#, A’) et l'(M, A’), on obtient 
différents procédés 7 du choix de la direction possible. Le plus 
commode est de former un ensemble M en partant des contraintes 
les plus simples, du type 
LA, L1> —1. 

Dans ce cas les vecteurs D, sont au signe près des vecteurs unités. 

9.3. L'une des méthodes possibles de résolution des problèmes 
T (M, Aet T (M, A’) consiste à minimiser directement la fonc- 
tion qi (l) avec I E M. La réalisation de cette méthode ne diffère 
guère de la résolution du problème décomposé en blocs (3.1)-(3.4) 
décrite au $ 4. La seule différence est que dans le cas considéré 
C = 0, G = Get, outre les hyperplans engendrés par les sommets. 
et les arêtes infinies de l’ensemble G,:, il faut tenir compte des 
hyperplans 


2 dijl; = di 


qui correspondent à |’ ensemble M. 
En utilisant cette méthode, on aura intérêt à choisir pour M 
un polyèdre 
[ua |<1, j — 1, 2, ..., m, 


tel qu'il vérifie, apparement, les conditions (5.3), (5.4). Dans l’hy- 
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pothèse que ensemble G,: soit borné, la fonction , (2) est définie 
pour tout . Par conséquent, un sommet arbitraire de M, l® — 
— (—1{, —1, ..., —1) par exemple, peut être pris comme point 
de départ de la minimisation de la fonction 1 (l). Dans le cas pré- 
sent, la matrice initiale (4.4) a la forme 


(es E2y + + y Cm) Q)-, 


où e, est le vecteur unité de l’espace de dimension (m + 1) avec 
l'unité à la i-ème place; 
Q = (A°VX0o — B°, 1)T; 
X0 l’un des sommets de G},: sur lequel on obtient le maximum 
de la forme linéaire 


— (194%, X) avec ZX E Ga. 
5.4. Une autre méthode d’exploration des problèmes F (M, A” 
et l'(M, A’)est associée à la maximisation de la fonction 2 (X). 
Examinons-la de plus près. 
Soit Z (A) l’ensemble des numéros v de tous ceux des vecteurs 
X, qui participent à la formation de l’ensemble G,:. L'écriture 


adoptée pour le problème (3.5)-(3.7) permet de mettre le problème 
(5.11)-(5.14) sous la forme équivalente suivante 


T 
— ©, du > max (5.22) 
ii 
sous les conditions 
amPy— Ÿ miDi= B, (5.23) 
vEI(A') i=1 
2 >0, m>0. (5.24) 
Ici D, — (9!) 
Ë 0 J° 
Supposons que nous connaissons l’un des points X — D z2,X, 
ve lI(A”) 
de l’ensemble G,; auquel correspond le vecteur 
P= D AP, 
vEI(A”) 


Calculons le vecteur P — B%. Posons 
D; =(—1ie, i=1,2,...,r = m, 
où e; est le vecteur unité avec l'unité à la i-ème place; 


0 si la i-ème composante du vecteur P — B‘? 
6, — est non négative; 
4 si la i-ème composante du vecteur P — B® 
est négative. 
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Il est évident que pour un pareil choix des vecteurs D, les con- 
ditions (5.23), (5.24) sont compatibles, c'est-à-dire que l’ensemble 
convexe M vérifie la restriction (5.4). En outre, si pour tout id; — À, 
la condition (5.3) est également respectée. Dans ce cas les condi- 
tions (5.23) se transforment en un système d'équations 


z,Py— D LD; = B. (5.25) 
vEI(A’) i= 1 


Ainsi, la résolution du problème FT (M, A”), l’ensemble M étant 
choisi, se ramène à la minimisation de la forme linéaire 


DAT (5.26) 
1=1 


sous les conditions (5.24) et (5.25). 
Supposons qu'avec un certain Vo P = P,,, c'est-à-dire que le 
point À — X,, soit un sommet de l’ensemble G,:. Les vecteurs 


Py LE —D,;, —D»>, . D 


constituent la base du programme de base du problème (5.24)-(5.26).. 
qui peut être prise comme base initiale. Il est clair que la matrice 
inverse de la matrice de cette base se calcule sans peine. 

Comme nous le verrons plus bas, on détermine parfois, au terme 
des étapes antérieures de la résolution d’un problème décomposé 


en blocs, un vecteur P tel que 


a=1 
m+1—t … 
P—p®— 2 bi Di, 


les vecteurs 

Pays -.., Ps Di, ..., Di 
constituant la base du programme du problème (5.24)-(5.26) avec 
une matrice inverse connue. Une telle base peut aussi naturellement 
être prise pour base initiale. 

9.9. Après ces remarques préalables relatives au choix rationnel 
d’un polyèdre M, qui rend plus facile la recherche de la base initiale 
du problème (5.24)-(5.26), passons à la description de la procédure 
de résolution. La discussion du problème (5.24)-(5.26) se fonde sur 
la méthode de décomposition et compte plusieurs itérations. 

Supposons que nous ayons une certaine base de ce problème, 
ainsi que le vecteur 2” = (l’, L:) des critères de sélection de ses 
conditions par rapport à la base choisie. 
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Il se peut que le programme de base du problème (5.24)-(5.26) 
associé à cette base rend nulle sa forme linéaire (5. 26). Cette éven- 
tualité témoigne de l’absence de directions possibles issues du point 
A’. En même temps a lieu l'égalité 


Bou, t<m+i, 
i=1 


où les z,, sont les composantes de base non nulles du programme 


de base donné du problème (5.24)-(5.26). 
Donc, le vecteur 


t 
À — À Av, 


est la solution cherchée du problème décomposé en blocs (3.1)-(3.4). 
Supposons maintenant que la forme linéaire (5.26) prenne sur le 
programme examiné une valeur positive. 

Vérifions d'abord si les inégalités 


— (D;, 1") < d 
sont respectées ou, ce qui revient au même, si 
1+(—1)14 20, i—1,2,...,m. (5.27) 


Si l’une d'entre elles au moins n'est pas satisfaite, le vecteur cor- 
respondant 


—D; = — (—1)* €ï 


est inclus dans la base. Dans le cas où toutes les inégalités (5.27) 
sont observées, on passe à la formation de ce qu’on appelle le pro- 
blème auxiliaire engendré par le vecteur /’. 

Les conditions du problème auxiliaire sont déterminées par 
l’ensemble G\:. Soit X” un sommet de l’ensemble Gy:, c'est-à-dire 
le programme de base optimal d’un X\:-problème: 


(Ca, X) + max, (5.28) 
> Az; = AYX = Bw, (5.29) 
X >0. (5.30) 


Si A;=>0 est le critère de sélection du j-ième vecteur des con- 
ditions du problème (5.28)-(5.30) par rapport à la base du pro- 
gramme X’, l’ensemble G4: est défini par les conditions (5.29), 
(5.30) et par la restriction supplémentaire 


z; =0 si Aj> 0. (5.31) 
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Par suite, le système de conditions qui définit l’ensemble con- 
vexe Gn s'écrit | 
Az; = B, (5.32) 
jeJ(A’) 
Tj >0, jeJ (A), (5.33) 
où J (A) est l’ensemble des indices j tels que A; = 0. 


Le problème auxiliaire engendré par le vecteur 2” = (!”, l). 
consiste à maximiser la forme linéaire 


(l'A, X) (5.34) 


tout en respectant les conditions (5.32), (5.33). 

Remarquons que le nombre de variables du problème (5.32)-(5.34) 
dépasse généralement de m au plus le nombre de ses contraintes. 
Supposons que le problème auxiliaire soit résolu et que X” en soit 
solution de base (pour plus de concision, nous omettons le cas où 
la forme linéaire (5.34) est infinie sur l’ensemble G4:). 


Si 
(A, X9 + = 0, 
—l" est une direction possible, puisque 
pi(—l')= max (l'A, X)—(B", 1) = (l'A, X7)—(B9, l)— 
XEG À 


= —h—(8, l)=— Dni<o. 
LE 


L'analyse des problèmes l (M, A”) et l (M, A‘) est ainsi ter- 
minée. 

Mais si 
C'AO, X9 +1 > 0, 


il faut poursuivre la procédure de résolution du problème (5.24)- 
(5.26). On introduit dans la base disponible de ce problème le vec- 
teur P,, défini par le sommet trouvé X,, — X” de l’ensemble 
G1. Après avoir obtenu la nouvelle base et le vecteur des critères 
1" = (1", L;,) des conditions du problème qui lui correspond, repre- 
nons la suite d’opérations décrite dans ce qui précède. Finalement 
la procédure aboutit à la construction d’une direction possible, 
ou bien révèle que A’ est le point du minimum de la fonction f (A) 
définie sur À. Dans ce dernier cas, la solution cherchée du pro- 
blème décomposé en blocs (3.1)-(3.4) s'obtient automatiquement. 

9.6. Les modes du choix des directions possibles décrits aux 
paragraphes 5.3 à 5.5. sont associés soit à la minimisation de la 
fonction , (1) sur l’ensemble M, soit à la maximisation de la fonc- 
tion > (X) sur l’ensemble G\.. Ils sont tous fondés sur des méthodes 
finies de programmation linéaire. Examinons encore un mode de 
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choix des directions possibles, qui se base sur une procédure itérative 
de résolution des jeux proposée par Brown (cf. $ 3 du chapitre 2, 
où cette méthode porte le nom de jeu fictif). Pour utiliser cette 
méthode, on part de vecteurs arbitraires LD € M et X(1 € Ga. et 
l’on obtient, en règle générale, des suites infinies de vecteurs con- 
vergeant vers les solutions des problèmes T (M, A’) et l (M, A). 

Soient (4 et X(%) les k-ièmes éléments des suites considérées. 
Décrivons l’ordre des opérations nécessaires pour calculer les vec- 


teurs 
XUMEHD et RFA), 


en supposant que les ensembles M et G1- soient bornes. 
Considérons le problème de programmation linéaire 


(IG) 40), X) + min (5.35} 
avec les conditions 
X E G\;, (5.36) 


dont l'écriture algébrique est du type (5.32)-(5.33). Soit X@+1) 
une solution de base quelconque du problème (5.35), (5.36). Posons. 


1 > k 
XD = EE ROLE X0. (5.37) 


Pour définir la nouvelle direction {*+1), cherchons la solution du 
problème de programmation linéaire 


(BC) — AU)X(+1), 7) + min (5.38) 


sous les conditions 
LE M. | (5.39) 


Si Z4+1) est un programme de base optimal du problème (5.38), 


(5.39), posons 


k 
ir a. (5.40) 


Le polyèdre M doit être choisi de structure la plus simple pos- 
sible. On peut prendre pour M, par exemple, un cube de dimension m : 


[ul<A4, i=1,2,...,m. (5.41) 


I1 est évident que la solution du problème (5.38), (5.39) pour 
le cas où M est de la forme (5.41) s'obtient sans peine. Aussi, l’essen- 
tiel du travail nécessaire pour l’exécution d’une étape consiste-t-il 
à réaliser l'exploration du problème (5.35), (5.36). 

On voit sans peine que l’hypothèse sur l’allure bornée des ensem-- 
bles Ga: et M justifie les relations 


lim qu (2%)= min qu (0), 
R—+00 lEeM 


4 — 
GA) = © TJ RH) 
IDE I + 


lim pe (X())— max Ps (X). (5.42) 
k—»00 XEG À’ 
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Pour cela, il faut réduire à un jeu rectangulaire le problème 
de la recherche du point selle de la fonction (B‘® — A®X, D) 
avec À E Ga, LE M, après avoir représenté les polyèdres G4: et M 
comme les ensembles des combinaisons convexes de leurs sommets, 
puis se servir du résultat de J. Robinson établissant la convergence 
de la méthode de Brown (cf. $ 3 du chapitre 2). La démonstration 
détaillée du bien-fondé des relations (5.42) est laissée au lecteur 
(cf. exercice 12). 

On sait de la pratique de calcul fournie par l'application de la 
méthode de Brown que cette méthode permet d’obtenir assez vite 
une approximation grossière des stratégies optimales, après quoi 
généralement sa convergence ralentit brusquement. Cette particu- 
larité, propre à toutes les méthodes itératives connues de résolution 
des jeux, justifie la recommandation qui suit. Ïl est rationnel d'uti- 
liser la méthode itérative du choix des directions possibles décrite 
ci-dessus au début du processus de résolution du problème décom- 
posé en blocs, lorsque la quantité min œ4 (4) < 0 est suffisamment 

EM 


petite. C’est le cas où, pour des valeurs de * relativement faibles, 
la quantité 1 (2%) devient négative et la direction {® possible. 
L'avantage de la méthode itérative par rapport aux méthodes finies 
du choix des directions possibles consiste dans le fait qu’elle rend 
inutiles la composition et la transformation de la matrice d'ordre 


m — 4 engendrée par les vecteurs P, et D;. Cependant une fois 
que le point A” se trouve dans un certain voisinage du point du 
minimum cherché de la fonction f (A), l'avantage mentionné de 
la méthode itérative ne compense déjà plus le net ralentissement 
de sa convergence. 

On voit ainsi que c’est l’utilisation commune des procédés finis 
et itératifs du choix des directions possibles qui apparaît comme la 
plus efficace. Au début de la procédure de résolution d’un problème 
décomposé en blocs il convient de donner la préférence au procédé 
itératif. Lorsqu'on aura décelé un ralentissement de la convergence 
de ce procédé, il sera rationnel de passer à l’un des procédés finis expo- 
sés aux paragraphes 5.3-5.5. 

Appelons grande itération de la programmation par blocs l'en- 
semble des opérations nécessaires pour passer du point AE R à 
un nouveau point A” € R. Nous avons examiné quelques réalisations 
de la première étape de la grande itération, qui consiste à choisir 
une direction possible /”. 

Chacune de ces réalisations nécessite la résolution de plusieurs 
problèmes auxiliaires de programmation linéaire sous les conditions 
(5.29)-(5.31). Ces dernières ne se distinguent des conditions (3.3), 
(3.4) que par une partie (généralement la plus grande) des variables 
x; posée d’avance égale à zéro. 
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9.7. Passons à la description de la deuxième étape de la grande 
itération qui consiste à choisir la valeur du déplacement le long 
de la direction possible. 

Donc, soit L” la direction possible issue du point A’. A la deu- 
xième étape, le point A” est remplacé par 

A" = A (8°) = A’ + 077. 
Le choix du paramètre 6” se fait d’après l’algorithme de programma- 
tion paramétrique exposé au $ 1 du chapitre 3. 


Considérons le problème paramétrique qui consiste à maximiser 
la forme linéaire 


(C — (A° + 67) A, X) = (C’ + 6C”, X) (5.43) 

sous les conditions 
X EG. (5.44) 

Soit 
g(6)=sup(C’+68C", X)+06(!", B®). (5.45) 
XEG 
Il est évident que 
f (A° + 01) = g (8) + (A”, B®). 
g (0) est une fonction linéaire par morceaux convexe vers le bas: 
de plus, par suite du choix de la direction /” lorsque les valeurs 
positives de l’argument sont suffisamment petites, g (0) décroit 
avec l'augmentation de 6. 

Pour étudier le problème (5.43), (5.44) avec 8 > 0, nous appli- 
querons la méthode de programmation paramétrique. La procédure 
de l'exploration peut conduire à l’un des résultats suivants. 

1°. On obtient la valeur critique maximale 0° > 0, à droite de 
laquelle la fonction g (8) ne décroît plus. 


2. On obtient le programme de base X, optimal pour le pro- 
blème (5.43), (5.44) lorsque 8 > 6;, et de plus, 


(C”, X) + (!’, B®) < 0, 


c'est-à-dire que g (6) décroît sur tout le demi-axe positif 0 > 0. 
Dans le premier cas, on se déplace en le point 
A° = A° + 07 
pour passer à l'itération suivante. Notons que la valeur positive de 
6” justifie l'inégalité 
f (A) << f (A). (5.46) 
Dans le deuxième cas, on conclut que les conditions (3.2)-(3.4) 
du problème sont incompatibles, étant donné que 


inf f(A)<inf g (80) = — 00. 
AER 0>0 
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Désignons par Emin le mode du choix de 0” associé à la minimisation 
de la fonction g (6). 

L'utilisation du mode Emi est rationnelle dans les itérations 
du stade initial de la procédure, lorsque nous sommes encore assez 
Join du minimum de la fonction f (A). À ce stade l'avantage du 
procédé Æ£min qui consiste en une décroissance assez rapide de la 
fonction f (A) à chaque itération, compense son inconvénient — 
la complexité d'emploi de l'information accumulée lors du choix 
de la direction possible à l’itération précédente. Cet inconvénient 
se manifeste dans le cas où le choix de la direction possible s'effectue 
à l’aide de l’un des procédés finis 7. Lorsqu'on utilise le procédé 
Emin, la base initiale du problème de choix de la direction possible 
est formée à nouveau (elle.contient m vecteurs unitaires), ce qui 
ralentit la procédure de recherche de cette direction. 

A mesure qu’on s'approche du minimum cherché de la fonction 
f (A), la valeur de son décroissement lors du passage de A” à A” 
diminue nettement. En outre, au stade final de la procédure, il 
est avantageux de refaire plus souvent le calcul de la direction 
possible. Aussi est-il particulièrement important d'utiliser ici un 
mode de choix de 8” tel qui, sans minimiser f (A) le long de la direc- 
tion choisie, fournit néanmoins une bonne première approximation 
pour le problème successif de la recherche d’une direction possible. 
Le procédé £o, dont voici la description, satisfait à ces exigences. 

On adopte pour 8” la valeur critique positive minimale du para- 
mètre 6 du problème (5.43), (5.44) (si elle existe bien sûr). 

Mais si dans le problème (5.45), (5.44) le paramètre / n'a pas de 
valeurs critiques sur la demi-droite (0, œ), c’est-à-dire si g (8) 
est une fonction linéaire décroissante de 6 sur le demi-axe positif, 
on fixe que les conditions du problème (3.1)-(3.4) sont incompatibles. 

Supposons que la base finale du problème (5.22)-(5.24) de choix 
de la direction possible. pour le point A” comporte les vecteurs 


— — — ? e ."* e e e e 
Ps Pan te P,4 et que 0 soit la première valeur critique positive 


du paramètre 6. Ceci signifie que les points A (8) — (A + 6/”, 
f (A! + 61)), OL 8<L 8”, situés à la surface (3.25), appartiennent 
aux hyperplans H,,, i — 1, 2, ..., d, engendrés par les vecteurs 
À 5 Koss Às a (sommets ou vecteurs directeurs des arêtes 
infinies de l’ensemble G4:). C'est pourquoi P,, ..., P,, consti- 
tuent les vecteurs des conditions du problème (5.22)-(5.24) non 
seulement pour le point A’, mais encore pour le point A”. Autrement 
dit, la base finale du problème (5.22)-(5.24) pour le point A’ peut 
être prise comme base initiale de ce problème pour le point A”. 
Insistons sur le fait que les considérations ci-dessus concernent les 
procédés de choix de la direction possible, fondés sur la maximisation 
de la fonction 2 (X). La possibilité de la mise en œuvre de toute 


21—0776 
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l'information accumulée aux itérations précédentes est un mérite 
important de ses procédés. 
Soit X, le sommet de l’ensemble G1: qui a engendré le vecteur 


P, introduit dans la base optimale du problème (5.22)-(5.24). II 
est évident que X, est solution du problème (5.43), (5.44) pour 
0<6<0". Par conséquent, dans le cas non dégénéré la valeur 
cherchée de 6” s'obtient dès la première étape de la discussion du 
problème (5.43), (5.44), si seulement l’on adopte À, comme un 
programme initial. [Il est commode de prendre pour X, le programme 
optimal du dernier problème auxiliaire formé au cours du choix 
de la direction possible. 

5.8. Les modes examinés de choix d’une direction possible et de 
détermination de la valeur du déplacement le long de cette direction 
engendrent toute une classe de méthodes de programmation par 
blocs. Nous avons déjà dit que le plus efficace est de combiner les 
différents procédés T et Æ au sein d’une même procédure. Au début 
de la résolution d’un problème décomposé en blocs, il est rationnel 
d’appliquer le procédé itératif du choix de la direction possible /” 
(paragraphe 4.6) et de se déplacer le long de !” tant que la fonction 
à minimiser décroît (mode Æmin). À mesure qu’on s’approche du 
minimum cherché de la fonction f (A), la convergence de la méthode 
itérative devient généralement plus lente. Ceci une fois établi, 
il convient de passer à l’une des méthodes finies. Au dernier stade 
de la résolution mieux vaut déterminer la longueur de l’étape 6° 
par le procédé £:, c’est-à-dire se déplacer jusqu’à la première valeur 
critique du problème paramétrique correspondant. Lorsqu'on uti- 
lise le procédé £,, le plus commode est de choisir la direction possible 
par maximisation de la fonction 2 (X). Nous avons déjà dit que 
dans ce cas on peut prendre comme programme initial du problème 
de choix d’une direction possible pour le point A” le programme 
optimal du problème analogue pour le point précédent A’. 

Le schéma proposé se distingue des procédés usuels de program- 
mation linéaire par une plus grande souplesse, ce qui rend possible 
son adaptation immédiate en cours de résolution aux particularités 
d'un problème donné (ou aux particularités des problèmes de la 
classe donnée). 

Logiquement plus simples, bien que moins efficaces, sont les 
schémas de programmation par blocs qui utilisent dans toute la 
procédure de résolution des modes T et E fixés. Tels sont, par exem- 
ple, l'analogue dual de la méthode de décomposition ($ 4), dans 
lequel les directions possibles sont choisies parmi les arêtes issues 


d’un certain sommet de l’ensemble convexe À. Dans cette méthode, 
la longueur de l’étape est recherchée à l’aide du procédé £5. Lors 
de l’utilisation de l’analogue dual de la méthode de décomposition, 
le Z-problème (3.5)-(3.7) est résolu par la méthode duale du simplexe. 

Si la direction possible Z est choisie par maximisation de la 
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fonction > (X), l’ensemble M étant défini par les conditions les 
plus simples, du type 


> —1, i=1,2,...,m, 


et la longueur de l'étape déterminée par le mode £;, on aboutit à 
la méthode de programmation par blocs analogue de la méthode 
primale-duale. 

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la méthode con- 
sidérée est liée à la résolution du Z-problème (3.5)-(3.7) par la mé- 
thode primale-duale (cf. exercice 13). 


$ 6. Choix de l’approximation initiale 


6.1. Un des avantages des méthodes de programmation par blocs 
fondées sur la minimisation de la fonction f (A) ($ 5) est la simplicité 
relative du choix de l’äpproximation initiale. 

En effet, dans ces méthodes on peut adopter comme approxima- 
tion initiale n’importe quelle valeur de À telle que la forme linéaire 


(Ca, À) = (C — AA, X) 


soit bornée sur l’ensemble G. 

Lorsque l’ensemble G est borné (cas le plus typique dans les 
problèmes pratiques), on peut prendre évidemment pour À un point 
quelconque de l’espace de dimension m. Une possibilité aussi large 
de choix de l’approximation initiale permet de profiter de toutes 
sortes de considérations supplémentaires concernant le point initial 
A et portant sur le sens physique (économique) du problème pra- 
tique à étudier. 

Lorsque l’ensemble G est non borné, il est rationnel d'introduire 
dans le système des conditions (3.3) la contrainte supplémentaire 


À ti <Q, (6.1) 


où Q est un nombre suffisamment grand. 

Le choix du point initial n’impose pas alors de calculs. Il faut 
conserver la contrainte (6.1) tant qu'on n'obtienne au cours de la 
procédure de résolution du problème (3.1)-(3.4) le point A” tel que 
f (A) ne dépend pas de Q. Si, par contre, la valeur minimale de la 
fonction f (A) dépend de Q, la forme linéaire (C1, X) n’est pas 
bornée sur G quel que soit À, ce qui signifie que À est un ensemble 
vide. Dans ce cas le problème (3.1)-(3.4) n’a pas de solution. La 
justification de cette méthode peut se faire en partant de la méthode 
connue de construction d'un programme initial du problème dual 
(cf. chapitre 9, paragraphe 5.4 de [87]). Nous laissons au lecteur 
le soin de réaliser cette tâche (cf. exercice 14). 
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6.2. La méthode de résolution d’un problème décomposé en 
blocs, fondée sur le déplacement suivant les sommets de l’ensemble 


convexe À ($ 4), suppose connu un sommet initial de cet ensemble. 

La procédure de passage d’un point arbitraire de la surface 
(3.25) à l’un de ses sommets s'établit aisément sur la base de ce 
que l’on appelle la méthode du gradient (cf. chapitre 9, paragra- 
phe 5.3 de [871]). 

Voici la description de cette procédure. Soit A’ un point quel- 
conque de l’ensemble R. Choisissons l’un des sommets de l’ensemble 
Ga: que nous allons noter par X,. Au sommet X, correspond l'hy- 


perplan 
Am+i + (AN OX, — BB, A) = (C, X:), (6.2) 
qui passe par le point A’ — (A’, f (A’)) de la surface polyédrique 
Âm+1 = f (A). (6.3) 


Cherchons, en partant du point.A’, à progresser suivant l'hyper- 
plan (6.2) dans la direction 


T=(, lus), l'= A X, —B, 
Lm+1 = | AUX: — BOF = (1, 1), 
qui correspond à la plus grande vitesse de décroissance de la 
(m + 1)-ième coordonnée. Ce déplacement correspond au passage 
du point A’ = (A’, f (A”)) au point 
A (8) = (A° + 1'6, f (A) — 1410), 8 > 0. 
Le paramètre 6 est choisi le plus grand possible, mais de façon 
à vérifier l'égalité 
f (A! + L'6) = f (A') — Im410. (6.4) 
Désignons par 6° la valeur correspondante du paramètre 6. 
Avec 0 < 8 < 0”, le point A (8) reste sur la surface (6.3). Lorsque 
6 > 6”, le point A”(6) se trouve au-dessous de cette surface. Le 
choix de la quantité 0” se fait d’après la méthode de programmation 
paramétrique. Le problème exploré est, notamment, 
(Ce — OLA, X) —+ max (6.5) 
avec X EG. (6.6) 


Si pour tout 6 >> 0 la forme linéaire (6.5) est non bornée sur G, 
on pose 0” — 0, et l’on désigne par X, le vecteur directeur de l’arête 
non bornée suivant laquelle la forme linéaire (6.5) tend vers l'infini. 
S'il n’en est pas ainsi, on cherche le sommet X” de l’ensemble G 
qui correspond au programme optimal du problème (6.5), (6.6) 
sur un certain segment [0, 6,], 8, > 0, et l’on vérifie si l'égalité 
(6.4) est respectée. 
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Pour 
GAS, X') —(l, BC) = (l, AUX’ — BO) € lnss. 
posons 
X>2 = X7, 6 =0. 
Mais si 
(l”, ASX"” — B) — n+1 


c'est-à-dire si (6.4) se vérifie pour 6 € [0, 6,], on détermine la valeur 
critique positive minimale 6* du paramètre du problème (6.5), (6.6), 
ou bien l’on constate l’absence de valeurs critiques sur la demi- 
droite (0, co). Dans le premier cas 0” = 6*, dans le deuxième, 
8” — oo. Avec 0” — œ, la procédure prend fin, puisque 


inf f(A) = — oo, 
AER 


c'est-à-dire la solution du problème (3.1)-(3.4) est irréalisable. 
Mais si 
80” — 6* < oo, 


on désigne alors par X, soit un sommet de l’ensemble G, qui cons- 
titue la solution du problème (6.5), (6.6) avec 8 € [8*, 6,1, 6: > 0, 
soit le vecteur directeur d’une arête infinie de G le long de laquelle, 
lorsque 6 >> 6*, la forme linéaire (6.5) tend vers l'infini. 

Le vecteur X, définit l’hyperplan 


EÂm+! + (49 X2 — eB«®, À) — (C, X 2), (6.7) 


où € est égal à l’unité ou à zéro suivant que X, est un sommet de 
l'ensemble G ou le vecteur directeur d’une arête non bornée de cet 
ensemble. Le point 


A” — A! (8') 


appartient à l'intersection des hyperplans (6.2) et (6.7) qui sont 
évidemment linéairement indépendants. 

6.3. Le déplacement ultérieur s'effectue dans la direction /” 
qui appartient aux deux hyperplans, /” étant choisie de façon que 
la (m + 1)-ième coordonnée décroisse aussi vite que possible. A cet 
effet, les équations homogènes qui correspondent aux hyperplans 
(6.2), (6.7) et associent les composantes de la direction recherchée 
L" sont résolues par rapport aux inconnues À,:, et À;. Si l’on con- 
vient pour fixer les idées que À = m, on aboutit aux relations 


m— 1 m— 1! 


Âm+1 + à Yishi =0, An+ à Vis: = (0. (6.8) 


Les premières m — 1 composantes du vecteur /” coïncident avec 
les valeurs correspondantes de Y;,; les deux dernières composantes 
sont déterminées d'après les équations (6.8). 
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Si {”Æ0, on passe à la discussion du problème paramétrique 


(Car — 07"AN, X) — max 
avec 
X EG. 
En procédant exactement de la même façon que dans le cas du 
problème (6.5), (6.6), on constate que la fonction f (A) n’est pas 
bornée inférieurement sur l’ensemble R, ou bien l’on passe du point 


A” au point A”. Le point A" appartient à la surface (6.3) et se 
situe à l'intersection de trois hyperplans indépendants, dont deux 
sont définis par les équations (6.2) et (6.7) et le troisième est engendré 
par le vecteur X, obtenu lors de la construction du point A”. 
6.4. I1 se peut que L” — 0, c'est-à-dire que la partie commune 
des hyperplans (6.2) et (6.7) soit orthogonale au (m + 1)-ième axe 
de coordonnées. Constatons que la direction {”’, choisie à la première 
étape, pouvait elle aussi être égale au vecteur nul. Mais cela aurait 
évidemment signifié que AX, — B(9 =, c’est-à-dire que X, 
était un programme optimal du problème décomposé en blocs. 


Soit L” — 0. Définissons la direction 44 = (1M, ..., [9 ) 
à l’aide de la relation 
0 , ik, 1<Li<m—1A, 
1 4 , i—k, 
— Voh) i—m, 


— Yi = 0, i—m+fi. 
(k—=1,2,...,m—1), 
où les paramètres Y11 et Y2, Sont fournis par les équations (6.8). 
Cherchons à nous déplacer du point A” dans le sens de Ia droite 
parallèle à la direction !Ÿ. A cette fin considérons le problème 
paramétrique 
(Car— 0149, X) + max, 
| (6.9) 
X EG. 
Deux cas sont possibles : 
a) le paramètre 6 du problème (6.9) a des valeurs critiques sur 
la droite (—c, co); 
b) le paramètre 6 de ce problème n’a aucune valeur critique. 
Supposons qu'ait lieu le cas a). 
Calculons la plus grande ou la plus petite valeur de 8 telle que 


max (Gr — Qi Au, X) + (B®, Q7®%) — Î (A”) _— (B®, A”). 
XEG 


La valeur obtenue de 6 — 6” détermine, comme dans le cas précé- 
dent, le point A” et le vecteur X; qui engendre un nouvel hyperplan 
contenant le point A”. 
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*« 


Ainsi, dans le cas a) il est également possible de passer à un 
point A” qui appartient à l'intersection de trois hyperplans indé- 
pendants du type (6.7). Lors de ce passage, la (m + 1)-ième coor- 
donnée reste naturellement invariable. 

Comme on le vérifie aisément (cf. exercice 15), le cas b) est 
équivalent à la justification de la condition 


(10, BO _— AOX) = 0 pour tout XEG. (6.10) 
Cette dernière signifie que la première équation du système 
AY — (0 


est une conséquence de sa m-ième équation et des relations 
AOX =B®, X>0, 


qui définissent l’ensemble G. 

Par conséquent, la première ligne de la matrice A‘® peut être 
supprimée, ce qui diminue d'une unité la dimension de l’ensem- 
ble À. 

Ceci fait, il faut remplacer la direction {® par L‘? et reprendre 


la procédure décrite. Dans le cas a) on passe au point A” dont le 
nombre de composantes est m; mais si l’on est en présence du cas b), 
on supprime encore une ligne de la matrice A‘®. Après avoir repris 
au besoin cette procédure plusieurs fois et passant successivement 


à L®, l(®, etc., on obtient finalement le point A" dont le nombre 
de composantes est <m ou bien l’on supprime les premières m — 1 
lignes de la matrice 4‘. Dans ce dernier cas, le point (À, An+1) 
est le sommet recherché de l’ensemble convexe À dont la dimension 
s’est trouvée être égale à deux. 


6.5. Une fois obtenu le point A” situé à l'intersection des trois 
hyperplans, on passe, du moins si le nombre des conditions restantes 
du système A®X — B(® dépasse trois, à l'étape suivante de la 
procédure. Cette étape, de même que celles qui la suivent, ne diffère 
en rien de la deuxième étape qui vient d’être examinée en détail. 

Dans le cas général, s < m étapes de la procédure fournissent 
le sommet recherché de l’ensemble À (la dimension de À décroît 


alors jusqu’à s + 1), ou bien l’on constate que le problème considéré 
est irréalisable. 


$ 7. Convergence des méthodes 
de programmation par blocs associées 
à la minimisation de la fonction f (A) 


7.1. Nous avons déjà dit au paragraphe 5.8 que le plus avanta- 
geux est d'effectuer le stade final de la procédure de minimisation 
de la fonction f (A) en se guidant par la méthode £, pour choisir 
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la grandeur du déplacement dans la direction possible. Montrons 
que dans ce cas la procédure de minimisation de la fonction f (A) 
est finie. 


Théorème 7.1. Si, à partir d'un point A la direction 
possible est choisie par minimisation de la fonction ®; (l) ou par mari- 
misation de la fonction 2 (X) et si la longueur de l'étape dans la 
direction choisie est définie à l’aide du procédé E,, on obtient après ur 
nombre fini de grandes itérations le minimum de la fonction f (A) 
et la solution du problème (3.1)-(3.4), ou bien l'on établit que les con- 
ditions (3.2)-(3.4) sont incompatibles. 


Démonstration. Considérons le système de conditions 


N r . 
2 &Py— 2 Di=B%, 2,>0, m>0, (7.1) 
V= = 

où, comme d’habitude, les P, sont engendrés par les sommets et par 
les vecteurs directeurs des arêtes non bornées de l’ensemble G, alors 
que les vecteurs D, — (D;, O)T définissent l’ensemble M I[cf. (5.5)]. 
Considérons, sans limiter la généralité, que ces conditions sont non 
dégénérées, c’est-à-dire supposons que B, ne puisse pas être mis 
sous la forme d’une combinaison linéaire de moins de m + 1 vecteurs 
P, et D;. (On peut toujours y parvenir à l’aide de e-méthode usu- 
elle.) Ainsi qu'on l’a établi, le problème FT (Ïf, A”) associé au 
point A” peut être mis sous la forme (5.22)-(5.24). Le problème 
T (M, A”) est dual au (5.22)-(5.24). Désignons par S (M, A la 
valeur extrémale commune des fonctions (5.1) et (5.18) des problèmes 
T (M, AetT (M, A. 

Supposons que les vecteurs 


Pyss Pyas ces Pyg— Dis — Din ce. — Di, (7.2) 
constituant la base du programme de base optimal du problème 


(5.22)-(5.24). La direction possible /’ coïncidant avec le vecteur des 
critères des conditions du problème par rapport à la base optimale 
considérée, vérifie les relations 


(l, Py)=0, a—1,2,...,t, 
4", P) 0, vel (A), 
où l’ensemble des indices 1 (A”) est déterminé par la restriction 
vEI(A') si (P,, À’) = 04. 
Il est évident que le mode £, de définition de la grandeur 0° de 
l’étape dans la direction /” se ramène au calcul de 6 maximal tel 


que le vecteur À’ + 6/’ constitue encore le programme du problème 
(3.8)-(3.10). Si S (M, A”) < 0 et 0” — , le problème (3.1)-(3.4), 


(7.3) 
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comme nous le savons, est irréalisable. Si par contre 0” < ©, on 


inclut dans l’ensemble J (A”) l'indice v’ & ZI (A’) du vecteur P,- 
tel que 


(Py, L) < 0 (7.4) 
(A"—=A'+0"7'; (Py, A7) = 0y). 
La relation (7.3) conduit à v, € I (A”) avec a —1, 2, ..., t. 


Par conséquent, la base optimale du problème ! (M, A”) est la 
base du programme du problème T (M, A”. 

L'inégalité (7.4) signifie que l'introduction du vecteur P,. dans. 
la base (7.2) augmente la fonction économique du problème D'(M, A”) 
si seulement le programme admettant cette base est non dégénéré. 
Or, cette dernière condition résulte de l’hypothèse faite au début. 
de la démonstration. Par conséquent. 


S (M, A)<S(M, A”. (7.5) 


L'inégalité (7.5) entraîne que lors de la résolution du 
problème avec emploi du procédé £, les directions possibles choisies. 
dans les grandes itérations différentes correspondent à des bases. 


différentes composées de vecteurs P, et —D;. 

Le nombre de telles bases étant fini, on tire la conclusion que. 
quelques grandes itérations suffisent pour obtenir le point A* tel 
que soit S (M, A*) = 0, soit S (M, A) 0, 8* — co. Dans le 
premier cas, le programme optimal du problème T'(M, A*) est 
solution du problème (3.1)-(3.4). La deuxième éventualité indique 
que les conditions (3.2)-(3.4) sont incompatibles. Le théorème est 
ainsi démontré. 

7.2. Le caractère fini des méthodes de programmation par blocs. 
utilisant le procédé Æ, se déduit de l'inégalité (7.5). Or, si lors du 
passage du point A’ au point A” on applique le procédé Exin, d’une 
façon générale, l'inégalité (7.5) cesse d’être respectée. C'est que 
dans ce cas la solution du problème I’ (M, A’) n’est nullement 


forcée d’être un programme du problème F (W, A”). Aussi la con- 
vergence de la procédure de minimisation de la fonction f (A) qui 
recourt au procédé Emin doit-elle être explorée à partir de con- 
sidérations qui diffèrent de celles qui précèdent. 

Les problèmes T (M, A) et l'(M, A) dont la résolution assure- 
le choix de la direction possible Z issue du point À, sont définis. 
en fixant l’ensemble GA qui réunit les programmes optimaux du 
X À1\-problème 


(C — AA, X) + max 
sous les conditions (3.3), (3.4). 
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La formulation analytique de l’ensemble G1 est donnée par les 
conditions (3.3), (3.4) et la restriction 


zx; =0 si A;(A)>0, (7.6) 
où les A; (A) sont les critères de sélection des vecteurs des conditions 


du X\,-problème par rapport à une certaine base optimale -de ce 
problème. 


Soit eg >> 0. Définissons l’ensemble convexe GA (e) à l’aide des 
conditions (3.3), (3.4) et de la restriction 

zj=0 si A;(A)> e. (7.7) 

Notons que pratiquement la tentative de prélever à l’aide de 

la condition (7.6) l'ensemble G\ conduit en fait, e > 0 étant suffi- 

samment petit, à satisfaire aux restrictions (7.7). Dans les calculs 

réels l’ensemble GA (e) figure au lieu de G4. C’est pourquoi, lors 

de la détermination de la direction possible, il est naturel de rem- 


placer GA par GA(e): Convenons donc de choisir comme direction 
possible /” issue du point A” un vecteur tel que 


q{9 (17) = min p® (1), 
(EM 


O (7.8) 
po(l)= sup (B°%—AX D). 
EG \'(e) 
Désignons le problème (7.8) par T, (M, A‘). Son dual T, (M, A) 
consiste à maximiser la fonction 


P2 (À) (7.9) 


X € Ga: (e), (7.10) 
Où > (X) est définie par la relation (5.18). 
Il est évident que 
vo (e) = PO (1) = pe (Xe) < 0 
[X2 est solution du problème (7.9), (7.10)]. 


En reprenant les raisonnements correspondants du paragraphe 
5.2, il vient 


sous les conditions 


AOX, = B®, (7.11) 

Si Lo (€) = 0. 

Nous laissons au lecteur le soin de démontrer (cf. exercice 16) 
que la justification de (7.11) donne lieu à l'inégalité 

(C, Xe) Z (C, X*) — &°E£, 

où X* est la solution du problème (3.1)-(3.4) ; 

«, la constante qui ne dépend pas de & >> 0 ni de A”. 

Ainsi, lorsque le choix de la direction possible fait apparaître 
que Co (e) — 0, on construit simultanément un programme ZX: 
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du problème (3.1)-(3.4) qui, avec un e >> 0 suffisamment petit, 
diffère peu du programme optimal. L'écart entre le programme X; 
et le programme optimal est évalué à l’aide de l'inégalité évidente 


(C, X*) —(C, Xe) Kf (AT) —(C, Xe). (7.12) 
Mais si 
vo (e) = p® (1) < 0, 
l’est alors une direction possible, puisque 
(>= sup (B®— A9X, 1) < 
XEG À 


< sup (B°—AX, 1”) = (1) < 0. 
XEG , ,(e) 


7.3. Etablissons la convergence du processus d'obtention d’une 
solution approchée du problème (3.1)-(3.4), fondé sur le procédé 
ci-dessus décrit de sélection d’une direction possible. 


Théorème 7.2. Supposons que la direction possible l’ soit 
choisie à partir des relations (7.8) et que la quantité 0° soit calculée 
à l’aide du procédé Emin. Si la fonction f (A) possède un minimum 
fini, on construit, après un nombre fini de grandes itérations, un pro- 
gramme X, du problème (3.1)-(3.4) et un point À associés par la con- 
dition 

Xe € Ga (E). (7.13) 

Si la fonction f (A) n'est pas bornée inférieurement on établit 
ce fait à l’une des itérations, ou bien on construit une suite de points 
A®% telle que 

lim f (AU) — —oco. (7.14) 
R—00 


La démonstration du théorème 7.2 s'appuie.sur une proposition 
auxiliaire. 


Lemme 7.1. Quel que soit e > 0, il existe un Ô >> 0, indépen- 
dant du point A, tel que avec | À — A'|< 6 et f (A”) << oo 


f(A)—(B®, A)= sup (Ca, X). (7.15) 
XEG , ,(e) 


Démonstration. Soit A’ un point arbitraire de l’en- 
semble AR. Classons les vecteurs X,, v = 1, 2, ..., N, en deux 
groupes et rangeons dans le premier ceux d’entre eux qui vérifient 
la condition (7.7) avec À — A’. Désignons par I (A”) l’ensemble 
des indices v de ces vecteurs. Les vecteurs restants sont rangés dans 
le deuxième groupe. Rappelons que les vecteurs X, sont les sommets 
ou les vecteurs directeurs unités des arêtes infinies de l’ensemble 
convexe G défini par les conditions (3.3), (3.4). 
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Soit &, >> 0 la valeur minimale d’une composante du vecteur 
X, (vé I (A')) telle que 9” > 0 bien que A; (A) > #8: 


&œ—= min y. 
vE I(A’) 


Considérons le vecteur arbitraire X, du deuxième groupe 
(v é ZI (A). Si X, est un sommet, il est clair que 


(Car, Xv) = (Ca, Xy»)— 2 Aj(A')2 L(Cn, Xys)— ae, (7.16) 
2= 
où ZX est le programme optimal du X\--problème. 
Si À, est le vecteur directeur d’une arête infinie, 
Xys + 0X, EG pour tout 6 > 0. 
Par conséquent, 
(CA, X w) — (Car, , + X») — (Ca, X vs) < —Q * €. (7.17) 
Choisissons un Ô > 0 tel que avec |Z|< Ô 
max |(L4®, X,)[<+ae. (7.18) 
1<vV<N 
Considérons un point quelconque À tel que 
[A ZA'I=|11< 6. 
Si 
sup (Ca, À) = 0, 
XEG, ,() 
il est évident que l'égalité (7.15) est vérifiée. 
Soit 
sup (Ca, A) = (Cas Xy) Lo, VET(A). (7.19) 
XE€G , ,(e) 


Pour un vecteur directeur arbitraire À, d’une arête infinie de 
l'ensemble G, on a 


(Ca, X)<—+ae<0 avec v6Z(A') 


[en vertu de (7.17) et (7.18)]; 
(Ca, X) LEO avec vEI(A') 


[en vertu de (7.19)]. 
Par conséquent 


SUP (CA; À) — (Ca, Xv') < ©, 
ZXEG 
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où X. est un certain sommet de G. Montrons que v’ € Z (A”). En 


effet, 
(Ca; Xv) Z (Ca X ve), 
ou, d’après (7.18), 


(Cas Xv) > (Cars Xve) — Tue. (7.20) 


D'autre part, pour tout v & Z (A”), les relations (7.16) et (7.18) 
entraînent l'inégalite 


(Cas Xs) L(Car, Xwe)— Tue. (7.21) 


La comparaison de (7.20) et de (7.21) nous prouve que X,- est un 
sommet de l’ensemble G;:(e). C’est pourquoi 


sup (Ca, X) = sup (Ca; X). 
XEG XEG , €) 


Le lemme est ainsi démontré. 


7.4. Démonstration du théorème 7.2. 1. De 
même que le problème T (M, A”) [cf. (5.22)-(5.24)], le problème 
l, (M, A”) consiste à maximiser la forme linéaire 


r 
— >» dibi 
i=1 
sous les conditions 
r 

D 2vPy— D Di =B, 
vEI(A’, e) i=1 

Z 0, Mi >= 0, 
où J (A° , 2) est l” ensemble des numéros v des vecteurs X, qui parti- 
cipent à la formation de l’ensemble G;.(e). 


Le nombre À des vecteurs P, étant fini, le nombre total de bases 


des problèmes T. (M, A”) associées à tous les points A” possibles 
ne dépasse pas CYX:,. Mais, on sait que la valeur minimale d’une 
forme linéaire s'obtient sur l’un des programmes de base du pro- 
blème. Il existe donc un nombre y > 0, indépendant du point A’, 
tel que la valeur extrémale de vwo(e) du problème T, (M, A’) est 
nulle, soit 


Vo (E) = — min (2 di) << — 7. (7.22) 
2. Soit L’la direction choisie au terme de la résolution des pro- 
blèmes FT, (M, A”) et F, (M, A”) et, de plus, 


vo(e)—=q{ (1) = max (—[L'A, X)+(B®, l')<O. (7.23) 
- XEG , (e) 
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On tire de (7.22) que lorsque (7.23) est observée 
vo(e)— max (B9— AMX, 7) <— 7. (7.24) 
XEG | -(e) 
Choisissons un 6 > 0 tel que 
6017"| = 6, (7.25) 


où Ô est le nombre qui figure dans le lemme 7.1. 
En utilisant le lemme 7.1 et l'inégalité (7.24), on a 


f(A' +01") — f (A) = sup (C—(A’ +01") A, X)— 
€ 
— sup (C— AA, X)+06(B‘, l') = 
XEG 
— sup (C—(A'+61') A®, X)— 


XEG ,(e) 
— sup (C—A'A4®, X)+60(B°, l)< 
XEG | ‘(e) 
<O[ sup (—1'A®, X)+(B®, l'}]=Ov(e) <—0y. (7.26) 


XeG | (e) 


Pour un ensemble M borné, la longueur du vecteur !” est limitée 
par un nombre q indépendant du point A’. Cette conclusion 
reste valable dans le cas général, si seulement on choisit l’ parmi 
les programmes de base du problème linéaire équivalent à l, (M, A”, 
ce qui est naturellement toujours possible. De là et de l'égalité 
(7.25) on tire le critère pour 6: 

Ô 


0>—. 


Par suite, l'inégalité (7.26) conduit à la relation 
La ? ? ) 
FA +67) (A) —< 


Lorsqu'on utilise le procédé Emin la quantité 0” est choisie 
par minimisation de la fonction f (A” + 607”) par rapport à 6, on 
a pour 0 << oc 


" L L& LA ? / ? ) 
FAN = (AH) ES (A HO) (A)—LÈ (7.27) 
3. Ainsi, lorsque vo (£) << 0, 0"<<o, au terme d’une grande 
itération la valeur de la fonction f (A) décroît au moins de la valeur 
du nombre fixe 5, 0. Par conséquent, lorsque les conditions 


(3.2)-(3.4) sont compatibles et f (A) possède un minimum fini, 
quelques grandes itérations permettent d'obtenir le point A tel 
que vo(e) — 0 et de construire en même temps le programme X, 
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du problème (3.1)-(3.4) associé à A par la relation (7.13). Mais si 
inf f (A) = —c, 


» 


et de plus, si à chaque grande itération 8” << "il vient 


, ô 
F (AM) F (A) —k = v, 
c'est-à-dire 
lim f (AM)= — co, 
R—0 


ce qu'il fallait démontrer. 


$ 8. Autre méthode de programmation par blocs 


8.1. Dans certains cas, outre le point A°E R tel que 
f (A) < ©, 


on connaît également une des bases du Z-problème (3.5)-(3.7). 

Il en est ainsi, par exemple, lorsqu’on recourt à la méthode de 
programmation par blocs exposée au paragraphe précédent. 

Si € >> 0 définissant les ensembles GA (e) n’est pas assez petit, 
le programme du problème (3.1)-(3.4) obtenu par minimisation de 
la fonction f (A) peut différer beaucoup de sa valeur optimale et 
doit donc être soumis à l’amélioration. Toutefois, nous avons déjà 
à notre disposition non seulement le point A’€ R, mais encore 
la base du programme du Z-problème associé au programme établi 
du problème (3.1)-(3.4). Dans la méthode de programmation par 
blocs donnée ci-dessous, l’optimum est recherché par minimisation 
de la fonction f (A) et par amélioration simultanée du programme 
disponible. Voici l'interprétation géométrique de cette méthode. 
Parmi les hyperplans qui engendrent l’ensemble convexe R on 
choisit ceux qui ont des points communs avec l’ensemble R dans 
un certain voisinage fixé du point A’ = (A’, f (A’)), ou bien qui 
correspondent aux vecteurs de la base disponible du Z-problème. 

Les hyperplans choisis engendrent l’ensemble convexe 


R (A”; Px, e) — R, 
où Px est la base du Z-problème associé au programme du X-pro- 
blème (3.1)-(3.4) ; : 
e > 0 définit le voisinage du point A’. 
On cherche ensuite le point «le plus bas » (À’, f (À')) de l'en- 


semble R (A', Px,.), associé à une base nouvelle Pyx. du problème 
(3.5)-(3.7). 
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Si 
f(A) > (C, ZX), 


le vecteur !’ — A’— A’ détermine la direction dans laquelle décroît 
la fonction f (A). En se déplaçant dans cette direction, on obtient 
un nouveau point À”. Le passage du point A’ et de la base Px à un 
nouveau couple A”, Px constitue une grande itération de la méthode 
considérée. 

8.2. Exposons cette méthode plus en détail. Supposons donc que 
nous connaissions le point A” et la base P>+ du programme de base 
du problème (3.5)-(3.7) associé au programme X du problème initial. 
Le point A” définit l’ensemble G4. (2), qui, comme nous le savons, 
est donné par les conditions (3.3), (3.4) et la contrainte supplé- 
mentaire 


Tj — O0 si A; (A”) > E&, 


où les A; (A’) sont les critères de sélection des vecteurs des condi- 
tions du X1--problème par rapport à l’une de ses bases optimales. 


Soit Y — (Y, Ym+1) — (Y: Y2s + + +» Um Ym+1) le vecteur des 
critères de sélection des conditions du Z-problème par rapport à la 
base P >. | 

Composons le Y(A”, e)-problème qui consiste à maximiser la 
forme lineaire 

(C — YA, X) 
sous les conditions 


X € GA (e). 


Conformément à la description de la méthode de décomposition, 
on détermine, au terme de la résolution du YŸ (A”, e)-problème, le 


vecteur P.,+ à inclure dans la base Px (X, est le sommet ou le vecteur 
directeur d’une arête infinie de l’ensemble G41: (e)), ou bien on met 
en évidence l'impossibilité d’une augmentation ultérieure de la 
forme linéaire (3.1) qui serait due à l'emploi des vecteurs associés 
à l'ensemble G4\: (€). 

Cette dernière circonstance a lieu quand il faut justificr l'égalité 


(C— YA, X*) = Ym+s (6.1) 


où X* est solution du Ÿ (A’, e)-problème. 

Dans le premier cas, la base Px se transforme et l’on compose 
un nouveau Ÿ ’ (A’, e)-problème pour lequel on effectue les mêmes 
opérations que pour le précédent. En quelques étapes nous abou- 
tissons au Ÿ® (A’, e)-problème qui vérifie l'égalité (8.1). Ce 
problème est engendré par le vecteur Y® = (7), yo). 

Posons À’ — Y®, et soit X’ le programme du problème (3.1)- 
(3.4) associé à la dernière base du Z-problème. 
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Il est clair que 


(C, X°) = y, + (À”, B°). (8.2) 
L'égalité (8.1) avec Ÿ — Ÿ) et la relation (8.2) entraînent 
max (C—À'A®, X)+(À', B®)—(C, X'). (8.3) 

XEG , (€) 


Si 
f (A) = (C, X°), 


on sait alors que f (A) est le minimum cherché de la fonction 
f (A), et X” la solution du problème (3.1)-(3.4). 


Mais si 
f (AN > (C, X°), (8.4) 
on vérifie aisément que le vecteur 
l’ — À! _ A’ 


définit la direction dans laquelle décroît la fonction f (A). 
En effet, 
df (A) _ (0) __ AC) 1) — 
AU |a=ar  recs. BA AT) 


— sup [(C—À'A®, X)—(C—A'A®, X)] + 
XEG 1’ 


+(À’, B%)—(A', B%)= sup (C—À'A®, X)+ 
XEGa” 


+ (À, B°)— f(A). 
Tenant compte ensuite de l'égalité (8.3) et de l'inclusion 
G 1: CC Ge), 
on a 


df (A) 
dl” |A=A 


<(C, X")—f (A) < (0. 


L'existence de l'inégalité (8.4) permet ainsi de diminuer la 
valeur de la fonction f (A) en se déplaçant dans la direction L' — 
— A" — A7. 

Ce déplacement s’effectue d’habitude à l’aide d’une méthode 
de programmation paramétrique, en partant du programme optimal 
connu du X41--problème. Le choix de la longueur de l'étape dans 
la direction /’ peut se faire soit d’après le mode £, (se déplacer jus- 
qu’à la première valeur critique positive de la fonction f (A° + 06/”)), 
soit à l’aide du procédé ÆE;in (se déplacer tant que la fonction 
f (A’ + 681”) décroît). Constatons que dans la méthode considérée 


22—0736 
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la longueur de l'étape est toujours finie, puisque pour tout A 
f (A) > (C, X), 


où X est le programme initial du problème (3.1)-(3.4). 
Soit 0” la longueur choisie de l’étape dans la direction /’. Dans 
ce cas, 
A" = A°+ 07. 
On obtient ainsi un nouveau point A”€ R et une nouvelle base 
Px du problème (3.5)-(3.7) associée au programme X” du problème 
(3.1)-(3.4). On connaît également la base du programme optimal 
du X'1--problème qui permet de constituer les contraintes supplé- 


mentaires 
zj = 0 si A;(AT > Ee, 


qui définissent avec les conditions (3.3), (3.4) le polyèdre convexe 
Gaz (e). Les nouvelles données servent de base à l’exécution de la 
grande itération suivante. 

La démonstration de la finitude de la méthode ainsi décrite 
n'exige pas de grands efforts. 

Si la longueur d’une étape est définie par le mode Em et le 
couple de points X”, A” vérifie la condition (8.4), alors Px: 
= Px+, car dans le cas contraire on aurait À” — A’, et la fonction 
f (A° + 6 (A” — A”) ne pourrait atteindre le minimum avec 6 — 
— 0" (A” = A’+ 8’ (À — A'))}. Des raisonnements analogues 
montrent que lorsqu'on utilise le procédé Æ£5, la base Px: ne peut 
se conserver que dans un nombre fini de grandes itérations. Dans 
le cas non dégénéré, chaque changement de base du Z-problème 
s'accompagne d’un accroissement de la valeur de sa forme linéaire. 

C'est pourquoi toutes les bases obtenues sont différentes. Lors- 
qu'on utilise les règles usuelles qui rendent impossible le cyclage, 
cette même conclusion reste valide pour le cas général. Par consé- 
quent, la procédure ne peut durer indéfiniment. 

8.3. A titre de conclusion à ce paragraphe, notons une fois encore 
que certaines méthodes de programmation par blocs examinées 
dans ce chapitre peuvent être considérées comme des généralisations 
des méthodes finies bien connues de la programmation linéaire. 

La méthode de décomposition de Dantzig et Wolfe est fondée 
sur la méthode primale du simplexe. La méthode décrite au $ 4 
est l’analogue de la méthode duale du simplexe. Comme on l’a 
signalé au paragraphe 5.8, le cas particulier de la classe des méthodes 
de programmation par blocs associées à la minimisation de la fonc- 
tion f (A) est une modification prévue pour le problème décomposé 
en blocs de la méthode primale-duale. Enfin, l’algorithme exposé 
dans le présent paragraphe se fonde sur la méthode des encadrements 
(cf. [87], chapitre 10, $ 4 ou [21]). 
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Dans chacune des quatre méthodes mentionnées de programma- 
tion par blocs on utilise pour l'analyse du Z-problème la méthode 
finie respective de programmation linéaire. 

Une vision d'ensemble de la formation des méthodes de pro- 
grammation par blocs examinée de près aux $$ 3 à 8 conduit à une 
série d’algorithmes qui ne coïncident avec aucune des quatre métho- 
des exposées, bien qu'ils soient plus proches des deux dernières 
que de toute autre méthode. 


$ 9. Application de la méthode 
de décomposition au problème de transport 
et à ses variantes 


9.1. Les méthodes de programmation par blocs s'avèrent très 
utiles lors de la résolution de nombreux problèmes spéciaux de pro- 
erammation linéaire. 

Les méthodes spéciales de résolution des problèmes comme le 
problème de transport, le problème de distribution, etc., simpli- 
fient nettement les calculs par rapport aux méthodes générales de 
programmation linéaire. Toutefois, les méthodes spéciales sont 
très intimement liées à la structure de la matrice des conditions du 
problème. Dans la pratique on se trouve souvent devant la nécessité 
de faire appel, en plus des conditions de type spécial associées, 
entre autres, au problème de transport ou de distribution, à ur 
petit nombre de contraintes linéaires de type général. L'application 
des algorithmes spéciaux dans de tels cas se complique considé- 
rablement. Les méthodes de programmation par blocs (et notamment 
le principe de décomposition), utiles par elles-mêmes lors de la 
résolution de nombreux problèmes de structure spéciale, se trouvent 
être particulièrement efficaces lors de la résolution de problèmes 
spéciaux « gâchés » par des conditions supplémentaires de type 
général (cf. [23)). 

Dans [14] on insiste sur le fait que l'application de la méthode 
de décomposition à la résolution d’un problème de transport dans 
lequel le nombre de points de consommation dépasse nettement celui 
de points de production (ou, inversement, nr < m) est liée à des 
calculs moins complexes que les autres méthodes spéciales connues 
de résolution des problèmes de transport rationnel. Il est donc d'au- 
tant plus avantageux d'utiliser la méthode de décomposition pour 
résoudre les problèmes de transport complétés par des conditions 
de type général. 

Le présent paragraphe a donc pour objet l’examen des possi- 
bilités qu'offre la programmation par blocs dans le domaine des 
problèmes de transport et de distribution et de leurs variantes. 

9.2. Le problème de transport classique consiste à calculer les 
paramètres z;; (i — 1, 2, ..., m; j — 1,2, ...,n) tels qu'ils 


22% 
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rendent minimale la forme linéaire 


L — À 2 CijTij (9.1) 
J=i i= 
sous les conditions 

D Oz, i=1,2,...,m; (9.2) 

j=1 
DETTE j=1,2,...,n; (9.3) 

ii 
ziy Z 0, i = À, 2, ..., m ; ji = 1, 2, ..., n. (9.4) 


Considérons le problème de transport comme un problème de 
programmation par blocs dans lequel les conditions d’égalité sont 
divisées en deux blocs définis par les égalités (9.2) et (9.3) respecti- 
vement. Désignons par A‘ Ia matrice qui vérifie les contraintes 
(9.2) et par A‘? la matrice des conditions (9.3). 

Appelons X”-problème celui qui consiste à minimiser la forme 
linéaire (9.1) sous les conditions (9.3), (9.4). Il est aisé de comprendre 
que l’on peut obtenir tous les programmes de base du X”’-problème 
si l’on pose pour tout j un des z;; égal à b; et les autres égaux à zéro. 
Le nombre total de programmes de base du X”-problème s'écrit 
N = mr. Désignons par X, — {a9y, v=1,2,..., N, les pro- 
grammes de base du X”-problème. 

Les conditions (9.3), (9.4) du X’-problème définissent un poly- 
èdre convexe. C’est pourquoi un programme quelconque de ce pro- 
blème peut être mis sous la forme 


N 
X= D X, (9.5) 
v=1 
où 

N 
D z—=1, (9.6) 

v=i 
2, Z0, v—=1,2,...,N. (9.7) 


Considérant le problème de transport comme un X-problème, 
écrivons le Z-problème qui lui correspond, et qui consiste à minimiser 


la forme linéaire 
N 


D Cy2v (9.8) 
v— 
sous les conditions 
N 
Y 
à P,3, = €, (9.9) 
V = 


2 20, v—=1,2,...,, N. (9.10) 
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Ici, le vecteur a = (a, a, ..., am)T, les coefficients c, de 
la forme linéaire (9.8) se calculent d’après la formule (1.11) et les 
vecteurs P, sont déterminés par la relation (1.12). Tenant compte 
de la forme de la matrice A'° des conditions (9.2), on obtient les 
expressions suivantes pour les coefficients c, et les composantes 


p® des vecteurs des conditions P,,: 


À m 
c= D Deux, v—1,2,...,N, (9.11) 
j=1 i=1 
. nn 
pD= Ÿ x, i—14,2,...,m; vVv—=1,2,...N. (9.12) 
J=i 


(Chaque composante p® du vecteur P, est égale à la somme des 
éléments de la ligne correspondante (i-ème) de la matrice x;;. 


Cela signifie que pŸ est soit nul, soit égal à la somme de certains 
des nombres b;.) 

D'après les règles de construction du Z-problème Îcf. paragra- 
phe 1.1., problème (1.13)-(1.16)], il doit encore y avoir parmi ses 
contraintes une condition du type (1.15). Pourtant on voit sans 
peine que cette contrainte se déduit des conditions (9.9). 

En effet, en additionnant les conditions (9.9) suivant les lignes, 
on obtient 


N m m 
QT 7 
S (Y'a)z= a 
V—=1 i=1! 1={ 


Ainsi, la contrainte 


se déduit des écal'tés (9.9). 

Les raisoiriements effectués ramènent la résolution du problème 
de transport classique à la détermination du programme optimal 
du problème de type général suivant. 

Minimiser la forme linéaire 


N 


D Cvzv (9.13) 


v=Îi 
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sous les conditions 


N 
D phzy=a, i=1,2,...,m, (9.14) 
v=1 

z, 20, v—=1,2,..., N. (9.15) 


Au cours de la résolution du Z-problème, on calcule à chaque 
itération le vecteur À de dimension m des critères de sélection des 
conditions par rapport à la base courante. Les composantes À; du 
vecteur A vérifient le système d'équations 


D PhM= Cyr = 2,...,m, (9.16) 
= 1 


où les v; (i = 1, ..., m) sont les numéros des vecteurs de la base 
du Z-problème. 

En se servant du vecteur A, on construit le X1-problème. D'après 
les règles générales de la méthode de décomposition, la forme liné- 
aire du À AÀ-problème s'écrit 


La(X)=. D È (ci — ui) ti. (9.17) 


Le domaine de définition du X1-problème coïncide avec celui 
du X’-problème et est délimité par les contraintes (9.3), (9.4). Par 
suite, le programme optimal du X\1-problème, en tant que pro- 
gramme de base du X’-problème, est un vecteur À ve = {299} 
de dimension m-n dans lequel pour chaque j il n’y a qu’une compo- 
sante différente de zéro (et égale à b;). Le numéro s de la composante 
non nulle se calcule pour chacun des j à partir de la relation 


Coj—Às= min (ci — À). 


Si le minimum est atteint sur plusieurs indices, on peut choisir 
pour s n'importe lequel d’entre eux. 

Au programme de base À. correspond le vecteur P,+ des con- 
ditions du Z-problème. Le critère du vecteur P,x par rapport 
à la base courante est de grandeur égale et de signe opposé à la 
valeur de la forme linéaire du X\1-problème sur son programme 
optimal Xe: 


Aye = — La(Xye) = — 2 à (cu — A) 7. 


L'égalité A, — 0 témoigne de ce que la base étudiée du Z-pro- 
blème correspond à son programme optimal. 
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Le programme optimal du problème de transport se calcule 
dans ce cas d’après la formule 


N 
— à X 2%: (9.18) 


où {25} est la solution du Z-problème. 

L'’inégalité A, > 0 signifie qu'il faut poursuivre la procédure 
de résolution. Il faut introduire dans la base du Z-problème le vec- 
teur P, = P,x aux composantes 


(i z 
% — ) | 


Le vecteur à exclure de la base est déterminé selon les règles 
générales de la méthode primale du simplexe. 

Un nombre fini d'étapes nous amène au X1-problème tel que 
la valeur de la forme linéaire sur le programme optimal est égale 
à zéro. Le programme de base correspondant du Z-problème définit 
selon la formule (9.18) la solution du problème de transport initial. 

9.3. Notons certaines particularités du schéma de calcul associé 
à la résolution du problème de transport par la méthode de décom- 
position. 


Pour calculer les composantes pŸ des vecteurs des conditions 
et les coefficients c, de la forme linéaire du Z-problème, il est com- 
mode d'utiliser le tableau condensé des X, qui caractérise les pro- 
grammes de base étudiés des X1-problèmes. 

Le tableau des X, est utile également pour le calcul du pro- 
gramme optimal du problème de transport initial. 

Pour chaque j, on porte dans la ligne v la valeur de l'indice 
i — i(j) de la composante non nulle du programme de base X,. 
Autrement dit, le tableau des X, contient les indices s calculés 
d’après la formule 


Csÿ —Às = min (ci — M). 


Les composantes p{ du vecteur! des conditions P, se calculent 
selon la formule 


= So, (9.19) 
j=1 


où bŸ est égal à b ; où à zéro suivant que l'indice à figure à l’inter- 
section de la colonne j et de la ligne v ou non. Ainsi, la composante 


P® est nulle si l’indice à ne figure pas dans la v-ème ligne. 
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Les coefficients c, de la forme linéaire du Z-problème se calcu- 
lent d’après la relation 


ñn m ñn 
_ Y _ (v) 


Supposons que la base du programme optimal du Z-problème 
se compose des vecteurs P,,, P,., ..., P,,. Cette base est engen- 
drée par les programmes de base X,,, Xu, ..., X,, du système 
(9.3), (9.4). Les composantes du programme optimal du problème 
de transport se calculent à partir des variables de base z$ de la 


solution du Z-problème d’après la formule: ° 
ce Doia. (9.21) 


Pour achever la description de l'algorithme de résolution du 
problème de transport par la méthode de décomposition, signalons 
qu'on peut choisir pour base initiale du Z-problème un système 
de m vecteurs aux composantes 


n m 
> bj— 2, ai=T avec t—i, 
pp = j=1 i=1 (9.22) 
0 avec {= i, 


t—1,2,..., m. 


La collection considérée de vecteurs des conditions du Z-problème 
correspond aux programmes de base X,,, X4., ..., X,, du système 
(9.3), (9.4), dont les composantes se calculent d’après la formule 


wp b; avec i=t, 
Tij — 
se O0 avec it. 


Constatons que plusieurs observations du $ 2 sur les variantes 
possibles de la méthode de décomposition sont notamment appli- 
cables aux problèmes de transport et à d’autres problèmes spéciaux 
de programmation linéaire. | 

D’autres méthodes d'utilisation de la programmation par blocs, 
différentes de célle de décomposition (cf. $$ 4, 9, 8), peuvent égale- 
ment être appliquées pour rendre plus rationnelle Ja résolution du 
problème de transport. Nous laissons au lecteur le soin de s’en 
convaincre par lui-même (cf. exercice 20). 

L'expérience des calculs atteste que. pour m < n, la résolution 
d’un problème de transport par les méthodes de programmation par 
blocs impose des calculs plus simples que la mise en œuvre des 
méthodes spéciales. Ainsi, dans [14] on constate que la résolution 
d’un problème de dimension 15 X 3 000 par la méthode de décom- 
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Tableau des X, 


2 3 | 


4 ic (4) icD (2) itl) (3) 


it") (2) 


ét) (3) 


e it) (4) 


(4) |) | (8) 


E 
“| 
“| 
“| 
Lo 
[7 
“ft 


| 


position a demandé une fois et demie moins de temps que l’utilisa- 
tion d’un programme compact établi d'après une des méthodes 
classiques de calcul du programme optimal. La résolution d’un tel 
problème sur un ordinateur 32K HBM-704 a demandé respective- 
ment 96 et 80 minutes. 

Il convient de noter que l'algorithme de résolution d’un pro- 
blème de transport, qui utilise le principe de décomposition, est 
bien plus simple logiquement que les algorithmes spéciaux connus 
conçus pour l’analyse de ce problème. 


9.4. Illustrons les recommandations des paragraphes précédents par l’exem- 
ple d’un problème de transport à matrice des coefficients 


C={c;j}= SES 
4 2 3 2 1 
les volumes de production et de consommation étant respectivement 
bi = 153 br = 9; ba = 12; be = 8: by = 6; | 
jy — 31 ; aa = 19. 
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La base initiale du Z-problème est définie par la matrice [cf. (9.22)] 
0 [50 1 0 | 
7. [0 0 41|| 


Les vecteurs de cette base sont associés aux programmes de base X1 et X2 du 


T 
P:, P:||= 
I Ps, Pel= | 


0 
= 50 
sl 


Tableau 4.12 


N C, B, Eh = Zi0 €! ea | Ph 6 N, 
| 4 104 | P, | o,62 | 0,02 | 0,7 0.89 
| fs] 
; 2 136 | 0,38 0,02 0,3 1,27 0 
cles fuwee [mes | 
- | 1 71 Ps 0,89 | 286 | | 0,42 | 2,06 
| 


2 ao, 015 0,035 | 0,6 2 


LEE Lt 
Ps 0,667 | 


Ps 
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X'-problème: 


x RSR | r.=|0 0 0 0 0 
17) 0 0 o o ol’ 2" [45 9 42 8 6|l° 


On en tire que la première ligne (v = 1) du tableau des X, (tableau 4.13) se 
compose des unités, et la deuxième ligne (v — 2), des deux. 


Tableau X, (4.13) 


D'après la formule (9.20), les coefficients de la forme linéaire du Z-problème 
correspondant aux vecteurs P1 et P2 sont égaux respectivement à 


n n 
= D cijbj—=104; co Ÿ cojbj = 1386. 
J=1 j=i 
Les critères des conditions du Z-problème par rapport à la base initiale se cal- 
culent selon des formules du type (9.16) 


fo sol (a) = (ia) 
O 50 hs J \136/ 
À4 = 2,08; À2 = 2,72. 
La matrice des coeffcients de la forme linéaire du X4-problème [cf. (9.17)] 
s'écrit dans le cas considéré 
— 1,08 0,92 —0,08 —1,08 2,92 
1,28 —0,72 0,28 —0,72 —1,72 


Le minimum de la forme linéaire du X,-problème s'obtient sur le programme 
de base 


D'où 


ci —hill= 


145 0 12 8 O0 
0 9 0 0 6 
Ainsi, dans la troisième ligne (v — 3) du tableau des X., les unités (i — {) 


sont portées dans les première, troisième et quatrième cases, et les deux dans les 
deuxième et cinquième cases. 


X3—= 


348 PROGRAMMATION PAR BLOCS [CH. 4 


La valeur de la forme linéaire du X ,-problème sur le programme X3 est 
égale à L, (X3) — —42,6. Le programme X: engendre le vecteur des condi- 
tions P3 au critère A3 — —LA (X3) — 42,6 > 0. Le signe positif du critère As 
traduit le fait que la base initiale du Z-problème n'est pas sa base optimale. 
Il faut ajouter à la base le vecteur P:3 dont les composantes sont d'apres la for- 
mule (9.19) pf! = 35 et pf? = 15. 

La marche ultérieure de la résolution du problème est donnée par le ta- 
bleau 4.12 (tableaux principaux de la résolution du Z-problème par le deuxième 
algorithme primal du simplexe) et le tableau 4.13 (tableau X,). 

Dans le tableau X,, les astérisques marquent les lignes correspondant 
à la base optimale du Z-problème. | 

Le programme optimal du problème de transport se calcule selon la formu- 


le (9.241): 50880 


0 9 4 0 6 

9.5. En considérant le problème de distribution comme un pro- 
blème de programmation par blocs, on aboutit à un algorithme 
voisin du schéma de résolution du problème de transport décrit 
dans le paragraphe précédent. 

Le problème de distribution (cf. [87], chapitre 3, $ 2 et cha- 
pitre 15) consiste à rechercher les variables x;; qui permettent de 
minimiser la forme linéaire 


X%—0,667.Y3L0,333Xs — 


m n 
L= D À citis (9.23) 
i=1 j=1 
sous les conditions 
D oziy<ai, i=1,2,...,m,. (9.24) 
ist 
> kijtij = b;, j=1,2,...,n. (9.25) 


T1 
2 >0, i—1,2,...,m; j—1,2,...,n. (9.26) 


Supposons tout d’abord que k;; > O0 pour tous les à et j. Cela 
signifie que le polyèdre convexe défini par les conditions (9.25)- 
(9.26) est borné. 

Comme dans le cas du problème de transport, nous rapporterons 
les conditions (9.24) au bloc à matrice AÀ‘° et le système des con- 
traintes (9.25) au bloc à matrice A‘. 

Les coordonnées de tous les sommets du polyèdre défini par les 
contraintes (9.25)-(9.26) peuvent être obtenues en égalant à zéro, 
pour tout j, toutes les composantes z,; sauf une. Les coordonnées 
non nulles des sommets sont égales à F . 

ê 
A un problème de distribution correspond le Z-problème qui con- 
siste à minimiser la forme linéaire 
N 
D CZ (9.27) 


v=1 
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sous les conditions 


N . 
D Phzga, i=1,2,...,m, (9.28) 
v=1 
N 
v=si 
2.20, v=1,2,..., N. (9.30) 


De même que dans le problème de transport, les composantes 
p® du vecteur P, s'écrivent 


Dans le Z-problème associé au problème de distribution, la 
contrainte (9.29) doit être prise en compte comme une condition 
indépendante. Ceci distingue l'application de la méthode de décom- 
position au problème de distribution de son utilisation pour la’ 
résolution du problème de transport, où la contrainte du type (9.29) 
se déduit des conditions de résolubilité. 

En résolvant le Z-problème (9.27)-(9.30) 
algorithme primal du simplexe on obtient 
vecteur des critères des conditions 


Â — (A, A, . 3 M; A). 


Le X41-problème correspondant consiste à minimiser la forme 
linéaire 


l'aide du deuxième 


à 
à chaque itération le 


La (X) = À À (ci5— 7) dis 


sous les conditions 


m 
D kiytiy = dj, j=1, 2,...,n; 
i=1 

"tz Z0, i=1,2,...,m; j=1,2,...,n. 


La solution du X\1-problème est donnée par le vecteur Xe. 


Pour tout j, une seule des composantes 1%" diffère de zéro. L'indice 
s de cette composante se calcule d’après la relation 
(csj — À) (ci — M) 


ksj i kij 
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Si le minimum est atteint avec plusieurs indices, on opte pour 
n'importe lequel d’entre eux. Ainsi 


kij 
O avec i-£s(j). 


(v*) _ 
1) — 


{a avec i—sl(j), 


Le programme de base ZX,» détermine les composantes du vecteur 


_  — P 
Pa = Pye = | ‘ 


à ajouter à la base du Z-problème. Le critère du vecteur Py par 
rapport à la base courante S’écrit 


Age = XD — La (Xe). 


Les conditions A,e = 0 et A < 0 constituent le critère d’optima- 
lité du programme de base étudié du Z-problème. 

Conformément aux remarques du paragraphe 2.1 [cf. la relation 
(2.32)], la nécessité de construire et de résoudre le X\1-problème 
disparaît aux itérations de la résolution du Z-problème où parmi 
les composantes Af° du vecteur A‘ apparaissent des grandeurs posi- 
tives. Dans ce cas, on ajoute à la base successive du Z-problème 
le vecteur supplémentaire correspondant. 

La résolution du Z-problème permet de calculer le programme 
optimal du problème de distribution 


m+ 1 
Ty — à ans, i—1,2,...,m; j=1, 2,0.) 0; 
T—= 


OÙ V4, V2, + « «+ Vm+1 SOnt les numéros des vecteurs de la base opti- 
male du Z-problème. | 

La base initiale du Z-problème est détérminée conformément 
aux observations du paragraphe 1.4. 

Supprimons maintenant la contrainte associée à la restriction 
ki, > O pour tout à et j. Les coefficients k;; du problème de distri- 
bution, de par leur sens physique, peuvent pour certains couples 
(ë, j) devenir des zéros. Dans ce cas, le polyèdre convexe déterminé 
par les conditions (9.25)-(9.26) devient non borné. C’est pourquoi 
la condition (9.29) du Z-problème doit être récrite sous la forme 


N 
2 Eviv= 1, 
vai 


où €, est égal à l’unité si X, correspond à un sommet de l’ensemble 
convexe, et à zéro si À, est le vecteur directeur d’une arête non 
bornée. 
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Toute collection de couples d’indices (s (j), j), j=1,2,...,n 
tels que k.; >> O correspond à un sommet X, de l’ensemble convexe 
(9.25)-(9.26). Les coordonnées du sommet X, sont 


ÿ — 


bj | 
{u avec i=s(j), 

O0 avec iÆs(j). 

Chaque couple fixe d'indices (s, r) tel que k.- — 0 correspond 
au vecteur directeur d’une arête non bornée de l’ensemble convexe. 
Les composantes z) du vecteur directeur X, s’écrivent 


a}, = 


\ 1 avec i =s, j =7r, 
O0 dans les autres cas. 


Le vecteur des conditions P, du Z-problème correspondant au 
sommet X, est 


_ P, 
Ps 4 }» 
où les composantes de P, sont 
LL 
pv = D x. 


=Î 


Le vecteur des conditions P, qui correspond à l’arête non bornée 


associée au couple d’indices (s, r) est égal 


2.(6)-(5] 


où e. est le vecteur unité à unité à la s-ième place. 
A chaque itération, on calcule le vecteur des conditions du 
Z-problème ayant le critère maximal. 


Parmi les vecteurs P, correspondant à des sommets, le plus 
grand critère A revient au vecteur Ps tel que 


b 
{ En avec i—s(j), 
— U O avec is(j). 


Pour tout j, l’indice s (j) se calcule d’après la relation 
Caj—Àÿ) _ . Ci —M” 


D” œ” 


19 


La valeur du critère A+ est donnée par la formule 


n 
| S 0 


2=1 
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Parmi les vecteurs correspondant à des arêtes non bornées, le vecteur 


P;x au critère maximal A» est tel que 


2° _ = (ë, j) — (s, r'), 
0, G DA (S, r). 
Le couple d'indices (s, r) est défini par la relation 


Car — A0 — min (ci — MD). 
R=0 


La valeur du critère A,» est égale à 
As = —L (Xÿe) = —Csr + À”. 


Le vecteur à inclure dans la base du Z-problème successif est celui 
qui a le plus grand critère positif 


Ays — max (Aÿe, As). 


Si Ays = A$e > 0, on adjoint à la base le vecteur P;+ correspon- 
dant à un sommet; si par contre Ayse — As >> 0, on inclut dans 
la base le vecteur P*+. associé à une arête non bornée. 

9.6. On a déjà dit que la méthode de décomposition et les autres 
méthodes de programmation par blocs étaient particulièrement 
efficaces pour la résolution de problèmes de programmation linéaire 
dans lesquels, en plus des conditions du type transport ou distri- 
bution [conditions du type (9.2), (9.3) ou (9.25)], on trouvait une 
ou plusieurs contraintes de type général. Dans ce cas, les méthodes 
usuelles de résolution des problèmes de transport ou de distribution 
ne peuvent pas être employées directement. Les complications du 
schéma de calcul, suscitées par les conditions supplémentaires de 
type général, croissent très vite avec l’accroissement du nombre de 
ces conditions. La méthode de décomposition permet d'éviter ces 
difficultés. Les contraintes supplémentaires sont incluses dans le 
bloc à matrice des conditions A‘®. Lorsqu'on utilise la méthode de 
décomposition, les conditions supplémentaires ne compliquent 
que légèrement la formation des vecteurs des conditions et des 
coefficients de la forme linéaire du Z-problème, ainsi que le calcul 
de son programme de base initial. 

Le programme optimal du X1-problème, utilisé pour construire 
le critère d’optimalité du Z-problème, se calcule directement, de 
même que pour le problème de transport ou de distribution, sans 
appliquer les méthodes standard de programmation linéaire. 

En utilisant les principes de construction d’autres méthodes 
de programmation linéaire exposés aux $$ 4, 5, 8, on peut construire 
tout un groupe de schémas de calcul pour l'exploration par blocs 
des problèmes de distribution et des problèmes similaires (cf. exer- 
cice 23). 
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Voici encore un problème du type transport pour lequel les 
méthodes de décomposition en blocs peuvent s'avérer efficaces. 

Souvent, dans les problèmes de répartition de la production 
et dans d’autres problèmes économiques et techniques pouvant être 
interprétés en termes de problème de transport, les volumes de 
production aux points de production ne sont pas fixés d’avance, 
mais doivent être déterminés. Ceci étant, ils sont généralement liés 
par des égalités ou des inégalités linéaires qui constituent chacune 
telle ou telle contrainte de choix des volumes de production. On 
suppose en outre connus les coûts liés aux différents volumes de 
production. 

Ce problème se réduit au calcul des variables z,; et x; qui mini- 
misent la forme linéaire 


ÿ > CijTij + > OiTi (9.31) 

ji ii 
sous les conditions 

D isli L LG, S = 4, 2, .., l, (9.32) 

DE j—zi=0, i=1,2,...,m,. (9.33) 

dE ti = bd jo j—=1,2,...,n, (9.34) 

2520, i=1,2,...,m; j—1,2,...,n. (9.35) 

Désignons comme auparavant par X, = {159} (v = 1, 2, 


, N) les programmes de base du système de À ons (O. 34)- 
(9. 35). Comme nous l’avons vu, le calcul des À, ne présente aucune 
difficulté. 
Le Z-problème associé au problème (9.31)-(9.35) consiste à cal- 
culer les valeurs des variables z, et x; qui minimisent la forme 
linéaire 


N m 
D Co D Gui (9.36) 
v=i im 1 
sous les conditions 
à Gti Las S—=1, 2,...,l, (9.37) 
Ÿ D 2Mz—m=0, i=1,2,...,m, (9.38) 
vai j=1 N 
D zy,=1, (9.39) 
v=i 
Zz,>0, v—=1,2,..., N. (9.40) 


23—0776 
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En éliminant x; des conditions (9.37), (9.38) et de la forme li- 
néaire (9.36), on ramène le Z-problème à la forme 


ÿr Cyzv — min 


. v=! 
sous les conditions 
è ) 
(v),# 
va! 
N 
> Zv — 1; 


m 


n 
Cv = à D (ci + où) r$?, 
m n 
a!” —= D D ist). 


Les recommandations pratiques pour l'application de la méthode 
de décomposition au problème (9.35)-(9.36) se déduisent des remar- 
ques faites aux paragraphes précédents dans la description des prin- 
cipes d’utilisation de cette méthode pour la résolution des problèmes 
de transport et de distribution. 


$ 10. Problèmes de transport à indices multiples 


Les méthodes de programmation par blocs simplifient dans de 
nombreux cas la résolution des problèmes de transport à indices 
multiples. 

Considérons l'application de la méthode de décomposition à la 
résolution des problèmes de transport à trois indices du type sui- 


vant [13]. | 
Soit la forme linéaire à minimiser 
L(X)= » y ÿ Cisioladisiois (10.1) 
51 lo=1 is =1 
sous les conditions 
à Tisisis — ais; is=1,2,...,n3, (10.2) 
mt nm! 
D Tisisis = dir e—1,2,...,n0, (10.3) 
13—1 i1=1 
na ne 
LA D Lisiois — af}, L{ — 1, 2, ee.) 7) (10.4) 
i3—=1 Îo= 


Tisisis 2 O pour tous les ë;, iz, is. (10.5) 


$ 10] PROBLÈMES DE TRANSPORT À INDICES MULTIPLES 355 


« 


Le problème (10.1)-(10.5) s'appelle problème à trois indices à 
sommes azxiales. 
La condition de résolubilité de ce problème est 


ni! 2 n3 
Da da >» af =T. (10.6) 
ii io=i is=1 


La collection des variables 
ajnair air _ 
Liisis = ps — (10.7) | 
constitue le programme du problème. 

Soient n3 < N2 et N3 L Na. 

Considérons l’ensemble convexe M défini par les conditions 
(10.3)-(10.5). On voit aisément qu’il est borné. Désignons par X, 
(v = 1, 2, ..., N) les sommets du polyèdre M. Tout point du 
polyèdre M peut s’écrire 


N 
X= D X4 (10.5) 
ES | 
ou être mis en coordonnées sous la forme 
N 
TLisioig — D a iv (10.9) 
v= 
où 
N 
D z=1, (10.10) 
v=i 
Zz,>0, v—=1,2,...,N. (10.11) 


La forme linéaire (10.1) et les contraintes (10.3)-(10.5) définissent 
le X”-problème. La collection des vecteurs X, (v = 1, 2, ..., N) 
est l’ensemble des programmes de base du X”-problème. 

Le Z-problème associé au X-problème à trois indices initial 
consiste à minimiser la forme linéaire 


N 
2 CyZv (10.12) 
V— 
sous les conditions 
N 
D Opétz=a, i3=1,2,...,n3, (10.13) 
v=i 
Zz, 20, v—=1,2,...,N, (10.14) 
où . 
n3 na ns ÿ 
Cy = ÿ > > = Cia (10.15) 
13—=1 i9=1 i1—=1 


. no ni 
ps = 2 D Sirisisr (10.16) 
EE | ii=1 
23° 
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L'équivalence du Z-problème et du X-problème est facile à 
vérifier de la même façon que pour le problème de transport classi- 
que. L'égalité (10.10) se déduit des équations (10.13) et des condi- 
tions (10.6) de résolubilité du problème initial. 

Soient {202,}, t—1,2,...,n:, des programmes de base 
arbitraires du problème de transport aux volumes de production 
et de consommation aff (ii = 1, 2, ..., m1), af? (i2 — 1, 2, ... 

°) LDE 

Choisissons n, programmes de base du X’-problème aux com- 
posantes - 


8 $_4,2,...,ns. (10.17) 
O0 avec i, it, 


t 
Lisiaig — 


A chacun de ces programmes correspond un vecteur des condi- 
tions du Z-problème aux composantes Î[cf. (10.16)] 


de { T avec ist, 


Pv | 0 avec is |; =t2...ns (10.18) 


Les vecteurs P,, peuvent être pris comme base initiale du Z-pro- 


blème. A cette base correspond le programme initial de base du 
Z-problème aux composantes 


(3) 
a; 


= t=1,2,...,ns, (10.19) 


Les coefficients respectifs de la forme linéaire du Z-problème 
sont [cf. (10.15)] 
na nn! 
Cv, = D D Cigiot Th t—1,2,...,n3. (10.20) 


ta=1 41=1 


On voit que pour des t différents, il est rationnel de prendre des 
programmes ro, différents. Le choix des 1, peut s'effectuer en 


minimisant DO cyietui par une méthode exacte ou approchée. 

La matrice de la base est une matrice unité multipliée par le 
scalaire T. Sa matrice inverse est une matrice unité divisée par 7. 
C'est pourquoi les composantes À; du vecteur À des critères des 
conditions du Z-problème par rapport à sa base initiale se calculent 
d’après la formule 


M=7 ; 1—1À, 2, .. ge (10.21) 


Le XA1-problème dont la résolution sert à tester si le programme 
de base du Z-problème est optimal prend la forme suivante. 
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! Calculer les variables z;;x1, qui minimisent la forme linéaire 


n3 n2 n1 


La(X)= D D D (ciiois — Ms) Tisisis (10.22) 
= io ii 
sous les conditions 

n3 ñn! 

D Sauna, dde, ne, (10.23) 
193=1 i1=1 

n3 Le 

D DO zipin=a, ü=1,2,...,n, (10.24) 
13—=1 i9—1 

TLijisis 2 O, ls = À, 2, + 74, io = À, 2, .. .) A; 


is=1,2,..., 13. (10.25) 


Montrons que la résolution du ZXùA-problème (10.22)-(10.25) 
se ramène au calcul du programme optimal d'un problème de trans- 
port classique de dimensions nr, X n2. 

Fixons l’indice is, pour les valeurs données des indices i, et &, 
à l’aide de la condition 


“Cisis = Cisiontis, ia) — ais, ia) = min (Cisiais — As). (10.26) 


Si le minimum est atteint pour plusieurs valeurs de l'indice ë3, 
on choisit l’une quelconque d'entre elles. 

Considérons le problème de transport classique qui consiste 
à calculer les variables yi,i, (ès — 1, 2, ..., ni; io = 1, 2, ..., no) 
minimisant la forme linéaire 


na a 
D Cisisÿisis (10.27) 
to=1 i1=1 
sous les conditions 
> Yuis= a, io=1,2, ..., ne (10.28) 
ii 
Ÿ Vita = Air dy — 1, 2, ss Fly) (10.29) 
toi 


Yiio 20, à — 1,2, ..., ni; 2 = 1, 2, ..., n2. (10.30) 


Supposons que la collection de nombres y; (à = 1, 2, 


.» M3 2 = 1, 2, ..., n2) définisse la solution du problème 
de transport (A0. 27)- (40. 30). Alors, les quantités 


+ Yi avec La —= $ (&, io); 
Liqiois — 


(10.31) 
0 avec is: ÆS, 


d — 1,2, ..., Ni; io —=1,2,..., No; i3 = 1,2, ...,n3, 
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sont les valeurs des composantes du programme de base optimal du 
X 1-problème. 

En effet, par substitution directe de (10.31) dans les conditions 
(10.23)-(10.25), on constate que la collection de nombres zx: 
est un programme du X1-problème (un programme de base, comme 
on l’établit aisément). De plus, il est évident que 

n3 n2 ni & 


La (À) = >» >» » (Cisiais — is) Lisiois > ÈS ZA CisioYisiss 


13— 1 io=1 i 411—=1 ES | iii 
n3 | 
OÙ Yisis = à Liisi, St un programme du problème (10.27)-(10.30) 
3— 


et ci, est défini par la condition (10.26). 
Ensuite, 


Ÿ Ÿ CisisYirie 2 Ÿ Ÿ CisioYiste = 


ia=1 i1—=1 to—=1 i1=1 


_Ÿ Ÿ > (Cisiais — Mis) Thiais [C. (10.31)]. 


i3—=1 io==1 is =1 


La (X) > LA (X*) = 


pour tout programme X du problème 40:22) 40.25) ce qui signifie 
que X* est solution de ce problème. 

La valeur L de la forme linéaire du X1-problème sur son pro- 
gramme optimal X.+ est de module égal et de signe opposé au cri- 
tère du vecteur des conditions P,» par rapport à la base courante 
du Z-problème : 


Donc, 


, n2 nn: 
As — Li — > D CiisYhise 
1o=1 ii—=1 

L'égalité A, — O0 témoigne de ce que la base du Z-problème 
étudiée correspond à son programme optimal. La résolution du 
problème à trois indices initial se calcule dans ce cas selon la for- 
mule (10.8), où z, sont les composantes du programme optimal 
du Z-problème. 

L'inégalité A,» > 0 signifie qu’il faut peursuivre la procédure 
dé résolution conformément aux règles générales de la méthode 
primale du simplexe. Le Z-problème et avec lui le problème de trans- 
port à trois indices initial sont résolus en un nombre fini d’itérations. 

De cette façon, la résolution du problème de transport à trois 
indices est ramenée à la résolution d’un problème de programmation 
linéaire de type général à 2; contraintes et d’une suite de problèmes 
de transport classiques de dimensions 2, X n2. De plus, il est avan- 
tageux de prendre comme programme initial de chacune des itéra- 
tions successives du problème de transport la solution du X1-pro- 
blème précédent. 
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Exactement de la même manière, il est possible de ramener le 
problème de transport à quatre indices à sommes axiales (qui impose 
la sommation suivant trois indices) à un problème de programmation 
linéaire de type général et à une suite de problèmes de transport 
à trois indices. De façon analogue, le problème de transport à t 
indices à sommes axiales se ramène à un problème de programmation 
linéaire de type général et à une suite de problèmes de transport 
à (t — 1) indices à sommes axiales. 

Dans les problèmes de transport pratiques à indices multiples, 
il arrive souvent que la marge de variation d’un ou de plusieurs 
indices soit tres petite par rapport à la marge de variation des autres 
indices. Dans de tels cas, l’application de la programmation par 
blocs s'avère très efficace. 

Les méthodes de programmation par blocs exposées aux $$ 4, 5, 8 
peuvent servir de base pour construire d’autres schémas de calcul 
des problèmes de transport à indices multiples. Une appréciation 
comparative des algorithmes de résolution du problème de transport 
à indices multiples, fondés sur les différentes méthodes de program- 
mation par blocs, ne peut être effectuée qu'après avoir accumulé 
une certaine expérience des calculs. 


$ 11. Une application de la méthode 
de décomposition 


Il existe plusieurs problèmes pratiques où tous ou une partie 
des vecteurs des conditions ne sont pas fixés d'avance, mais seule- 
ment limités par un système d'’égalités ou d'’inégalités linéaires. 
Chacun de ces vecteurs des conditions appartient à un certain ensem- 
ble convexe. Le problème consiste ainsi à choisir les paramètres 
de commande z; et les vecteurs des conditions a € M; succeptibles 
d’optimiser le critère imposé de la qualité de la résolution. On 
sous-entend ici par M; un ensemble convexe, donné par un système 
d’égalités et d’inégalités linéaires. 

En termes formels, le problème se ramène au calcul des variables 
zx; et des vecteurs a) qui maximisent la forme linéaire 


L=Y Cjt; (11.1) 

sous les conditions | 
È az; =b®, (11.2) 
ADaU & bd, j —=1,2,...,n, (11.3) 


ZT; > 0, ] —= 1, 3 + ee) V1. (11.4) 
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AO est ici la matrice de dimension m, X m; b(®, le vecteur de 
dimension m; b0), le vecteur de dimension m,; a), le vecteur de 
dimension m. 

La méthode de résolution du problème (11.2)-(11.4) décrite 
ci-dessous est exposée dans [35]. 

Considérons le cas où les domaines de définition des conditions 
(11.3) sont bornés et où, par conséquent, les ensembles convexes M, 
sont des polyèdres convexes. Le rejet de cette hypothèse entraîne 
certaines modifications négligeables de la méthode de résolution 
du problème. En tenant compte des remarques du paragraphe 1.3, 
le lecteur pourra les réaliser lui-même. 

Désignons les sommets du polyèdre M}; par a® (v = 1, 2, ... 
«+. 5j). Chaque point a € M, peut être représenté comme une 
combinaison convexe des sommets du polyèdre M\;: 

3] 
ab= 3 aDz), j=1,2,...,n4, (11.5) 


#j 
D #=1, j=1, 2 ...,n, (11.6) 
v= 


D >0, v=1,2,..., sy; j—=1,2,...,n. (11.7) 
Les conditions (11.6) permettent de mettre (11.1) sous la forme 
L= > D cr. (11.8) 
J=1 v=i 
En tenant compte de l'expression (11.5) pour a® le problème 
étudié peut être reformulé de la façon suivante. 


Calculer les variables x; et 29 (v = 1, 2, ..., 555 j — 1, 2, ... 
., hR) qui maximisent la fonction (11.8) sous les conditions 
n  #j 
ÿ» az 70 = D, (11.9) 
j=1 vai 
3} | | 
à DA, j=1,2,...,n, (11.10) 
Ti, > ; 29 >0; v = 1, 2, . + Sj; 
j—=1,2,...,n. (11.11) 


Introduisons les nouvelles variables 


y® = z, D ov—=1,2,..., sÿ35 j —=1,2,...,n. (11.12) 
Les variables y® astreignent le problème à maximiser la forme 
linéaire 


L=S à cyo (11.13) 
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> ay = bo, (11.14) 


V—= 


y9 > O, v=1,2,...,5;; j=1,2,...,n. (11.15) 


Pour rendre la résolution de ce problème réalisable il suffit 
simplement de connaître les coordonnées de m sommets des polyè- 
dres M;, qui correspondent à la base initiale du problème (11.13)- 
(11.15). Ces sommets peuvent appartenir à l’un ou aux différents. 
polyèdres M. 

Le critère d’optimalité du programme de base du problème. 
(11.13)-(11.15) est 


A9 — (A, a0)) —c;Z>0 pour tout j et v. (11.16). 


À est ici le vecteur des critères des conditions du problème (11.13)- 
(11.15) par rapport à la base donnée. 

Au lieu de tester toutes les conditions (11.16), ce qui est une 
tâche irréalisable lorsque les s; sont grands, il suffit d'évaluer les 
valeurs optimales des formes linéaires de la série suivante de pro- 
blèmes de programmation linéaire : 

Cj — (A, a0)) = max (11.17) 
avec GO EM,;, j—=1,2,...,n, (11.18) 
ou, ce qui revient au même, 
(A, aO) + min 


avec DEM,;, j—1,2,...,n. 


LE 


La base considérée du problème (11.13)-(11.15) est optimale si 
les valeurs optimales des fonctions économiques (11.17) sont nulles 
pour tout j. Si parmi les valeurs optimales des fonctions (11.17) 
il y a des nombres positifs, la procédure de résolution du problème 
(41.13)-(11.15) sé poursuit, et l’on ajoute à la base le vecteur a? 
tel que 


(A, aÿs) = min (A, a). 


a@) est ici une solution du problème (11.17)-(11.18). 
La résolution du problème (11.13)-(11.15) définit aussi bien . 
les vecteurs des conditions rationnels que le programme optimal du 
problème initial. 
Les relations (11.12) et (11.10) donnent 


s 
J 
ct= Dyso, j=1,2, ...,n. 
v=1 
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Les valeurs optimales des vecteurs des conditions a) qui cor- 
respondent aux composantes positives de la solution du problème 
(x* > 0) se calculent d’après la formule 


Li 

J 

axÿ= Ÿÿ atzs0), 
v=! 
OÙ 
#(J) 
t 
2*0) — Jv 
v Tr ? 


et où y*) sont les composantes de la solution du problème (11.13)- 
(11.15). 


Les vecteurs des conditions a non inclus dans la base du pro- 
gramme optimal du problème (11.1)-(11.4) ne se calculent naturelle- 


ment pas. Les valeurs de leurs composantes ne présentent aucun 
intérèt pratique. 


Exercices 


4. Composer le schéma bloc de l'algorithme de décomposition: 

a) pour le problème de type (1.4)-(1.7); 

b) pour le problème de type (2.1)-(2.4): 

c) pour le problème de transport et le problème de distribution: 

d) pour le problème de transport à indices multiples à sommes axiales. 

2. Composer les schémas de calcul pour les modalités de la méthode de 
décomposition décrites au $ 2. 

3. Donner la description de l’algorithme de la méthode de décomposition 
appliqué au problème borné inférieurement et supérieurement (cf. [87], $ 4 du 
chap. 11). 

Fa. Appliquer le principe de décomposition à la résolution du problème 
de programmation linéaire à matrice des conditions du paragraphe 2.6. Donner 
la description du schéma de calcul. - 

5. Donner la description d’un schéma de calcul pour l’analogue dual de 
la méthode de décomposition (cf. $ 4) appliqué au problème à matrice des 
conditions du paragraphe 2.6. 

6. Donner une interprétation économique de la programmation par blocs 


en termes de problème de la combinaison rationnelle des fonctions des organes 
locaux et centraux de planification. \ 


7. Montrer qu'avec X € G,, l’hyperplan (3.34) est pour l’ensemble R un 
hyperplan d'appui en A’. - 

8. Montrer que pour que A” + el € R avec A°€ R et & > 0 petit, il faut 
et il suffit que le deuxième membre de (3.35) soit borné supérieurement. 

9. Démontrer que si (A, À) est le vecteur des critères des conditions du 


Z-problème par rapport à une base donnée (P,, P;,..., P;,,,,), 
A—Q(A,À), où À = À + (B®, A), 
est alors le point commun aux hyperplans H;,,, s — 1, 2, ..., m + 1. 


10. Montrer la validité de la formule (4.8). 


11. Démontrer l’équivalence des problèmes (4, A’) et (5.6)-(5.9). 
12. Justifier la relation (5.42). 


43. Pour choisir la direction possible, maximiser la fonction œ2(X) en 
définissant l’ensemble M par les conditions 


> —1, i=1,2,..., m, 
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et pour calculer le déplacement dans la direction possible utiliser le mode E. 
Démontrer que la méthode de programmation par blocs ainsi obtenue est associée 
à la résolution du Z-problème par la méthode primale-duale. 

14. Justifier la méthode de résolution d’un problème décomposé en blocs 
associée à L'introduction de la contrainte supplémentaire (6.1) (cf. le paragra- 

e 6.1). 

P 15. Démontrer que les conditions du cas b) du paragraphe 6.4 sont équi- 
valentes à la relation (6.10). 

146. Montrer que si la relation (7.11) est vérifiée 


(C, X5) > (C, X°) — ae, 
où X* est la solution du problème (3.1)-(3.4), le coefficient &« ne dépend pas de 
A" et e > 0. 


17. Trouver une expression pour la fonction f (A) lorsque la matrice Ah 
des conditions (3.3) est du type diagonal par blocs. 


18. Comparer les volumes de calcul imposés par les différentes méthodes du 
problème ci-dessus (cf. $S$1 à 8). 
Maximiser la forme linéaire 


L'(X) = 2ry — 22 + 5Sra + 2rs — Br — 27 + 4zs 
sous les conditions 


Br 4e L 5 rt rs + 20 + 5x5 + 278 € 20, 


— Zi + 2x2 + Zi + 2rs + 926 + Bzz — rs < 15, 
271 + 22+ 3 < 8, 
—3z7: + 273 < 6, 
3ts + 4zs < 10, 
— LT + Zs < 4, 
2x, + 3x5 < 9, 
Ze + 4x5 + 78 < 12, 
— rs + 27 < 9, 


— 223 + 4rs KT, 
2>0, j=1,2... 8 


19. Résoudre, en utilisant la méthode de décomposition, le problème 
de transport à matrice des coefficients dont la forme linéaire s'écrit 


: _1432618372469 
C=tin=|57839554814| 


et les volumes de consommation et de production sont définis par les vecteurs 
a = (ai, a2) = (40; 60), 
b = (b4, be, . . ., bye) = (7; 5; 12; 3; 10; 
5; 9; 1; 15; 8; 11; 14). 
20. Dresser les schémas de calcul pour la résolution du problème de trans- 


port en appliquant les méthodes de programmation par blocs des $$ 4, 5 et 8. 
21. Résoudre le problème de l'exercice 19 d’après les schémas de calcul 
de l'exercice précédent. 
22. Trouver à l’aide de la méthode de décomposition le programme optimal 
du problème de distribution à forme linéaire et aux volumes de production et 
de consommation du problème de l'exercice 19 et à matrice suivante des coeffi- 
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cients k;;: 
. r=wy=|t31151112192| 
= y =|412111231211||; 


23. Construire les schémas de calcul pour résoudre le problème de distribu- 
tion en partant des méthodes de programmation par blocs des $$6 4, 5, 8. 

24. Résoudre le problème de l’exercice 22 suivant les schémas de calcul 
de l’exercice précédent. 

25. Résoudre par la méthode de décomposition le problème de transport 
à trois indices et à sommes axiales soumis aux conditions suivantes: 


r4 = 2; n2 = 3; ns = 15; 


Ciglota 
CRC 
ia | 

| 1 2 | 3 1 2 | 3 

13 
4 5 2 7 8 | 6 
2 4 6 3 3 5 2 
3 4 5 1 4 2 4 
4 | 4 8 D 8 4 
5 8 3 6 1 2 7 
6 5 | 9 3 5 6 
7 4 7 3 8 4 3 
8 3 5 4 4 6 9 
9 8 4 2 8 7 3 
40 4 4 7 4 4 À 
11 9 6 1 9 2 5 
42 5 2 3 2 8 2 
13 | 8. | 4 | 61 4 | 3-6 
14 1 9 5 7 & 5 
3 5 2 4 6 7 


a = 40: a — 60; 
af — 35; af — 25; af? — 40; 
af = (15; 5; 4; 7; 12; 8; 3: 6; 4; 3; 5; 4; 10; 6; 8). 
26. Construire l'algorithme de maximisation de la forme linéaire 
n 
D ciz) 
J==i 
sous les conditions 


nñn 
D'atbr; LbO, 7520, j—1,2,...,n, 
je 
si, en ce qui concerne les vecteurs des conditions at, on sait seulement que 


la projection de n'importe lequel d’entre eux sur un axe de coordonnées arbitrai- 
re est comprise entre O0 et 1. 


Chapitre 9 


PROGRAMMATION LINEAIRE EN NOMBRES 
ENTIERS 


Les problèmes de programmation linéaire rendus plus complexes 
par une contrainte qui astreint toutes les variables ou certaines 
d’entre elles d’être entières (problèmes de programmation linéaire 
en nombres entiers) présentent un grand intérêt pratique. D'une 
part, les conditions d’intégralité sont caractéristiques de nombreux 
modèles, applicables aux domaines les plus divers. D'autre part, 
c'est en termes de programmation en nombres entiers que se formule 
une série de problèmes extrémaux difficiles dont les méthodes 
d'analyse sont encore insuffisamment étudiées. 

Dans le $ 1 nous avons recensé quelques-unes des applications. 
Les énoncés qui y sont donnés suffisent amplement pour faire sentir 
les énormes possibilités qui s'ouvrent à mesure que se développent 
et se perfectionnent les méthodes de résolution des problèmes en 
nombres entiers. 

Dans certains cas, la discussion d’un modèle en nombres entiers 
n'exige pas de méthodes spéciales du fait que chaque solution du 
problème linéaire correspondant se soumet automatiquement aux 
conditions d'intégralité. Il en est ainsi, notamment, pour les pro- 
blèmes dont les ensembles convexes des conditions n’ont que des 
sommets en nombres entiers. 

Le $ 2 est consacré à l’exposé de plusieurs conditions qui per- 
mettent de juger de la présence de la propriété mentionnée dans 
les ensembles convexes donnés à l’aide de systèmes de contraintes 
linéaires. 

Les deux paragraphes suivants donnent la description détaillée 
et la justification d’une des méthodes de programmation en nombres 
entiers, due à R. Gomory. Le $ 3 examine le cas où toutes les 
variables du problème sont astreintes à être entières; le $ 4 est 
consacré aux programmes partiellement en nombres entiers. 

Le dernier paragraphe expose un autre algorithme de Gomory 
et une méthode de résolution des problèmes en nombres entiers 
fondée sur les principes de la programmation dynamique. 
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À noter particulièrement le numéro 5.3, qui établit la diver- 
gence de la procédure de calcul qui a à sa base une règle de formation 
des contraintes additionnelles proposée par Dantzig. 


$ 1. Problèmes de programmation linéaire 
en nombres entiers 


1.1. Il existe de nombreuses formulations de problèmes extré- 
maux ‘importants et complexes présentant un grand intérêt et appli- 
qués aux domaines les plus divers qui se ramènent à l’analyse de 
problèmes de programmation linéaire dont toutes ou une partie des 
variables sont astreintes à être entières. 

Appelons problème de programmation linéaire (totalement) er 
nombres entiers (P.L.T.) le problème qui consiste à maximiser (ou 
à minimiser) une forme linéaire arbitraire 


n 


(C, X) = >» CjT; 


j=1 


sous des conditions linéaires quelconques du type égalités et inéga- 


lités, et soumis à la contrainte additionnelle 
x; entier pour j = 1, 2, ..., n. (1.1) 


Si les conditions d’intégralité (1.1) ne portent que sur une partie 
des variables z;, les modèles correspondants s'appellent problèmes 
de programmation linéaire partiellement en nombres entiers et les 
méthodes de leur analyse programmation linéaire partiellement en 
nombres entiers (P.L.P.). Pour plus de concision, nous omettons 
. par la suite le terme « linéaire » et parlons de problèmes de pro- 
grammation en nombres entiers ou partiellement en nombres entiers. 
Ceci ne peut prêter à confusion, dans la mesure où notre champ 
d’étude se borne à la classe des problèmes linéaires. L'intérêt qui 
se manifeste actuellement pour la programmation en nombres 
entiers s'explique par- l'abondance des problèmes pratiques qui 
cadrent avec le schéma des modèles en nombres entiers. Il faut 
souligner de plus que les termes de programmation en nombres 
entiers permettent d'établir la formulation de nombreux problèmes 
complexes dont les méthodes de résolution ne sont pas encore mises 
au point. 

Le présent paragraphe traite de plusieurs applications caracté- 
ristiques de la programmation en nombres entiers, qui illustrent 
l'importance et la valeur pratique de cette branche d'avenir de 
programmation mathématique. Les problèmes à considérer appar- 
tiennent à trois classes. Ce sont des problèmes qui donnent la des- 
cription mathématique de phénomènes portant sur des objets indi- 
visibles (usines, wagons, avions, etc.); les problèmes de type com- 
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binatoire et les problèmes non linéaires qui dépassent le cadre de 
la programmation convexe. 

1.2. Dans certains cas, le sens physique des paramètres de com- 
mande (variables du problème) leur impose de ne prendre que des 
valeurs entières. Plusieurs problèmes de ce type sont donnés dans 
les chapitres 1-3 et 13 de [87]. 

Le $ 2 du premier chapitre de [87] cite un problème lié au choix 
d’un système d'armement. On y a pris comme paramètres de com- 
mande (variables) les nombres inconnus de collections complexes 
d'armement de divers types. Il ne pouvait naturellement être ques- 
tion que de collections entières. C’est pourquoi le problème du 
choix optimal du système d'armement contient dans sa formulation 
exacte des contraintes du type (1.1). 

Le problème de la coupe optimale des matériaux énoncé dans 
[87] ($ 13 du chapitre 2) est également, en toute rigueur, un pro- 
blème en nombres entiers, puisque ses paramètres de commande 
(variables) se mesurent en unités entières (feuilles entières de con- 
tre-plaqué, de fer blanc, de verre, etc.). On trouve quelques pro- 
blèmes pratiques de programmation en nombres entiers au $ 2 
du chapitre 3 de [87], consacré au problème de distribution. Par 
exemple, la répartition optimale des avions entre les lignes aériennes 
se ramène à un problème de distribution dont la signification phy- 
sique des paramètres de commande (variables) est le nombre d’avions 
d’un type donné affectés à telle ou telle ligne aérienne. Nous avons 
donc encore affaire à un problème de programmation en nombres 
entiers. 

Il existe des problèmes dont les paramètres de commande ont 
un sens logique naturel. Le plus souvent, les paramètres logiques 
peuvent prendre deux valeurs seulement : O0 ou 1. La première valeur 
du paramètre répond au cas où telle ou telle proposition n'a pas 
lieu, la seconde indique que cette affirmation est vraie. 

Plusieurs problèmes pratiques, tels que la répartition de l’équi- 
pement dans un avion ou une fusée, l'emballage compact de matériel 
divers, etc., se rangent dans le schéma suivant. 

Soient nr objets, dont chacun est caractérisé, en fonction de 
l'application considérée, par un certain coefficient d'utilité. Dans 
les divers problèmes concrets, ce coefficient peut caractériser diffé- 
rentes propriétés des objets. Parfois c’est le coût, d’autres fois la 
capacité calorifique ou l'efficacité de l'armement, etc. L’unique 
condition à laquelle le coefficient d'utilité doit satisfaire est que 
l'utilité totale du matériel implanté soit définie par la somme des 
coefficients d'utilité des objets installés. Ainsi, le coùt total du 
matériel mis en place se compose des prix de différents objets, la 
capacité calorifique totale du carburant transporté est une combi- 
naison linéaire des capacités calorifiques de différents types de 
combustibles, l'espérance mathématique du nombre de buts touchés 
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par les ty pes d'armement considérés se présente comme la somme 
des caractéristiques d'efficacité de chaque type d'armement, etc. 

Les n objets ne peuvent pas être tous installés dans des emballages 
du volume imposé. De plus, la capacité portante admissible des 
emballages est inférieure à la somme des poids des objets. 

I1 faut, en respectant les contraintes pondérales et volumiques, 
assurer une répartition des objets telle que l'utilité totale du maté- 
riel mis en place soit maximale. 

Souvent, au lieu de contraintes sur le volume, il faut respecter 
des contraintes sur certaines dimensions. Le nombre de contraintes 
s'accroît encore si l'emballage et les objets disposés ont une confi- 
guration complexe. 

Supposons que z; soit égal à un si le j-ième objet est accepté dans 
l'emballage et à zéro dans le cas contraire. 

Introduisons les notations suivantes: 

c; est le coefficient d'utilité du j-ième objet; 

d;;, la i-ème caractéristique du j-ième objet (par exemple, 
poids, volume ou certaines dimensions); 

b;, la contrainte imposée à la i-ème caractéristique. 

Dans les notations adoptées, le problème de l’emballage ration- 
nel du’ matériel se ramène à maximiser la forme linéaire 


2 CiT; (1.2) 
sous les conditions 
D ait; Lbi, i—=1,2,...,m, (1.3) 
j=i 
Oz; <1, j=1,2,...,n, (1.4) 


où m est le nombre de caractéristiques qui délimitent le choix d’un 
objet. 

Les conditions (1.3)-(1.4) ne sont généralement pas suffisantes 
pour assurer que les composantes zx; soient égales à zéro ou à l'unité. 
Aussi doivent-elles être complétées par la condition 


z; entiers pour j = 1, 2, ..., n. (1.5) 


Le problème (1.2)-(1.5) est un modèle typique de programmation 
en nombres entiers. 

Le cas particulier du problème (1.2)-(1.5) où le nombre m des” 
caractéristiques à prendre en compte dans les contraintes (1.3) est 
égal à 1 est connu dans Ia littérature sous le nom de problème du 
sac à dos. Ce problème est l’une des toutes premières formulations 
qui aient stimulé le développement de la programmation en nombres 
entiers. 
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1.3. Par problème extrémal de type combinatoire, nous enten- 
drons toute formulation dans laquelle on demande de faire un choix 
entre un nombre fini de variantes fournissant la valeur extrémale 
(maximale ou minimale) d’une fonction économique fixée. On 
parvient d'habitude à faire correspondre à chaque variante un point 
de l’espace de dimension s pour un certain s lié à la nature même 
du problème. Le problème combinatoire se ramène alors à maximiser 
la fonction économique F (X) définie sur un système fini de points X 
de l’espace de dimensions. 

Les problèmes combinatoires présentant un intérêt pratique 
ont généralement un nombre de variantes possibles si grand que 
leur résolution par une révision directe de toutes les variantes com- 
porte d’insurmontables difficultés non seulement pour les ordina- 
teurs modernes, mais encore pour ceux d’un avenir prévisible. 
C'est pourquoi l’analyse d’un tel problème n'est possible qu’à 
la condition de créer pour lui une méthode spéciale de résolution 
permettant de réduire considérablement le nombre de variantes 
à examiner. | 

C'est le domaine où dans plusieurs cas l'apport de la program- 
mation linéaire peut être très utile. 

Supposons que F(X) soit une fonction linéaire du point X. 
Soient 7 l’ensemble des variantes du problème donné; G, le polyèdre 
convexe composé de toutes les combinaisons convexes possibles de 
points TZ. Il est clair que le problème combinatoire concerné se 
ramène au problème de programmation linéaire qui consiste à 
maximiser ou à minimiser la fonction F#(X) sur le polyèdre convexe 
G. Toutefois. pour utiliser les méthodes de programmation linéaire, 
il faut que le polyèdre G soit donné par un système d'égalités et 
d’inégalités qui associent entre elles les composantes du point X, 
c’est-à-dire qu'il soit présenté comme la partie commune d'un 
certain nombre d'hyperplans et de demi-espaces de l'espace des 
points X. Si l’on réussit à trouver la représentation équivalente 
du polyèdre G, le problème est alors accessible aux méthodes de la 
programmation linéaire. A titre d'exemple, on peut se référer au 
problème d’affectation (cf. [87], $ 4 du chapitre 14), dans lequel 
il est facile de former le système de contraintes linéaires donnant 
la description du polyèdre correspondant. Malheureusement, les 
tentatives de construire le système le plus économique de conditions 
de définition du polyèdre G ou un système qui s'en approche n’ont 
pas été jusqu’à présent couronnées de succès pour beaucoup de pro- 
blèmes combinatoires importants, bien qu’en principe la possibilité 
d'une telle construction ne soulève aucun doute (cf. [87], théorè- 
me 3.1 du chapitre 5). Toutefois, il n’y a qu’à permettre d'utiliser 
pour la donnée de G, outre les conditions linéaires, des contraintes 
d’intégralité du type (1.1) pour faire disparaître généralement les 
difficultés relevées. 


24—0776 
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Actuellement, les problèmes combinatoires connus sont dans 
leur majorité ramenés à des problèmes de programmation linéaire 
en nombres entiers. 

Considérons le problème du voyageur de commerce qui fait l'objet 
d’une littérature abondante. Jusqu'à des temps récents, il n’y avait 
pas d’algorithme valable pour la résolution de ce problème. La 
situation a quelque peu changé avec la publication de [47]. Dans 
cet ouvrage on propose une méthode qui permet, d’après ce qu'’affir- 
, ment les auteurs, de résoudre sur des calculateurs digitaux puissants 
les problèmes du voyageur de commerce à quelques dizaines de 
points. 

Enonçons ce problème en termes qui ont défini sa dénomination, 
bien qu'il en existe d’autres applications présentant un intérêt 
pratique bien plus grand. Soient nr points D4, P2, . . ., Pn. Suppo- 
sons que le trajet du point p; au point p; nécessite t;; unités de 
temps. La tâche du voyageur de commerce qui se trouve en l’un 
des points p, est de faire la tournée de tous les points en passant 
par chacun d'eux juste une fois et revenir au point de départ après 
avoir effectué tout le trajet en un temps le plus petit possible. Nous 
avons là un problème extrémal combinatoire typique, le nombre de 
ses variantes étant (7 — 1)! . Chaque variante peut être identifiée 
a un système de nombres z;,, i, j = 1, 2, ..., n; ie j, en égalant 
z;; à À ou à 0 suivant que le voyageur de commerce quitte ou non 
le point p,; pour le point p;. Le temps total nécessaire pour la réali- 
sation de la variante X = {z;;} est évidemment 


ñn ñn 
t(X= D D titi. (1.6) 
i=1 j=i (j:£i) 
Marquons sur le plan n points associés aux points p;. Chaque 
variante À du parcours peut être représentée graphiquement par un 
itinéraire orienté fermé yx comprenant tous les x points (fig. 5.1, a). 


P7 
D 
pe Ps 
Pr 
P2 
* 4) 
Fig. 5.1 


La relation entre les formes graphique et analytique de la variante 
de la tournée est évidente: z;; est égal à O ou à 1 suivant que la 
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+ 
communication pp; entre dans yr ou non. Procédons à la formation 
des conditions qui délimitent le choix des systèmes de nombres 
{x;;} (cf. (551). Avant tout, nous tiendrons compte du fait que de 
chaque point p; il sort juste une communication de l'itinéraire 
fermé Yx, et que dans chaque point p; n'entre également qu'une 
communication de cet itinéraire. 
Ces circonstances sont équivalentes aux conditions. 


LL 


zij=i, i=1,2,...,n, (1.7) 
J=104#t) 

> Zi —=1, j—=1,2,...,n. (1.8) 
i=1(i#2) 


Par définition, chacun des paramètres z;; doit être égal soit à zéro, 
soit à l'unité. Au lieu de cela, nous exigerons que soient respectées 
les inégalités 

O0 Lz;;< 1. (1.9) 


On sait qu'un sommet quelconque du polyèdre défini par les 
conditions (1.7)-(1.9) est entier (c'est-à-dire que toutes ses compo- 
santes sont des nombres entiers). De plus, chaque itinéraire fermé 
orienté passant par chacun ‘des »r points correspond à un certain 
sommet du polyèdre (1.7)-(1.9). 

Si chaque sommet de ce polyèdre engendrait un itinéraire fermé 
orienté comprenant les x points, le système de contraintes recherché 
serait construit et le problème du voyageur de commerce se ramè- 
nerait à un problème ordinaire d'affectation. Or, ce n’est pas le 
cas. Ainsi le système de nombres {r;;} correspondant aux deux 
itinéraires fermés, représentés fig. 5.1, b, constitue également un 
sommet du polyèdre (1.7)-(1.9). Aussi est-il nécessaire de faire appel 
à des conditions supplémentaires qui rendent impossible la division 
des itinéraires fermés de longueur » en plusieurs itinéraires moins 
longs. Associons au point p, un nombre inconnu uw; avec à = À, 2, ... 

.. A —1, et justifions les relations 


Uy—u + (nm —1)z;; Ln —2, 
ii, j=1,2,..., n—1,i-j. (1.10) 
Supposons que {x:;} corresponde à plusieurs itinéraires fermés. 
Montrons qu'il n'existe pas alors de nombres u; qui avec {x,;} 
satisfassent aux conditions (1.10). Considérons en effet l’un des 
itinéraires fermés correspondant à {z;;} qui ne passe pas par p, 
(un tel itinéraire existe d'avance, car autrement {z;;} correspondrait 
à un itinéraire fermé unique). La sommation des inégalités (1.10) 
associées à toutes les communications de cet itinéraire conduit à la 
relation impossible 

n —1 Ln— 2. 
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D'autre part, si z;;} correspond à seul itinéraire fermé yx pas- 
sant par tous les points p;, les conditions (1.10) sont alors respectées. 
En effet, supposons que y+ passe successivement par p;,, Pi. 


cs Ping Pin = Pn- Posons 
Ui = —(s—1) pour s—1,2,...,n—1. 


On a: 
a) RSR SEE 
avec s— 1, ,n—1Â; 
b) Mu + (r — 1) = —u;LO0O —(-n +2) =n —2 


> si; 
avec PiP;EYx, à j nr. 
Ainsi, pour qu'un système de paramètres Vz13} vérifiant les 
contraintes (1.7)-(1.10) corresponde à un seul itinéraire fermé, il 


»* 


faut et il suffit d'imposer à ces paramètres d'être entiers: 
z;; entiers pour tout à et j. (1.11) 


Ainsi qu'on l'a montré, un système de paramètres {zx;;} corres- 
pondant à un seul itinéraire fermé rend possible le choix de nombres 
entiers u; associés à {z;;} par les conditions (1.10). C’est pourquoi 
la contrainte d'intégralité peut être étendue également aux incon- 
nues uy, à = 1, 2, ..., rR —1. 

Le problème du voyageur de commerce est ainsi ramené au 
problème de programmation linéaire qui consiste à minimiser la 
forme linéaire (1.6) sous les conditions (1.7)-(1.10) et sous l'hypo- 
thèse que toutes les inconnues soient entières. 

Mentionnons encore un problème extrémal combinatoire d’une 
grande portée pratique, dit problème général de la théorie des horai- 
res. Voici l’une de ses formulations. 

Soient m machines-outils et rz pièces. Chaque pièce doit être usinée 
sur plusieurs machines; de plus, au cours de l’usinage, les machines 
doivent être utilisées dans un ordre déterminé. On connaît le temps 
t;; nécessaire pour le façonnage de la j-ième pièce sur la i-ème 
machine. On connaît également le temps s;,, de réglage de la i-ème 
machine nécessaire pour passer de l’usinage de la j-ième à celui 
de la k-ième pièce. L'ordre de travail à établir pour chaque machine 
doit être tel que le temps total absorbé par l’usinage de toutes les 
pièces soit minimal. On dispose actuellement de méthodes exactes 
de résolution valables seulement pour certains cas particuliers du 
problème de la théorie des horaires. Plusieurs auteurs (cf., par 
exemple, [7, 12, 52]) ramènent le problème général de la théorie 
des horaires à la programmation en nombres entiers. 

1.4. Il existe actuellement de nombreuses méthodes pour résoudre 
les problèmes extrémaux non linéaires. Cependant, une grande 
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partie de ces méthodes est conçue pour la discussion de problèmes 
dits convexes, dans lesquels la fonction économique à maximiser 
(minimiser) est convexe vers le haut (vers le bas) et l'ensemble 
découpé par le système de contraintes est convexe. Cette situation 
est une conséquence de ce que tout optimum local d’un problème 
de programmation convexe en est son optimum global. 

Les méthodes de résolution des problèmes extrémaux qui dépas- 
sent le cadre de la programmation convexe sont très faiblement 
développées. C’est pourquoi la possibilité de ramener. à des pro- 
blèmes de programmation en nombres entiers une série de problèmes 
importants de ce type présente un grand avenir. 

Considérons le problème dit de distribution dont la formulation 
la plus simple est donnée ci-dessous. 

Supposons qu'il existe m centres de production À;, 42, ..., Âm 
d’un certain produit homogène. Les usagers de ce produit sont les 
points Bi, Bo, ..., B,, dans lesquels la demande respective est 
b1, b2, ..., bd, unités de produit.-On connaît les coûts c;; de trans- 
port d’une unité de produit de À; à B;. En outre, pour chaque point 
de production À;, il existe une relation entre le prix de revient 
d’une unité de produit (compte tenu des investissements de capitaux 
spécifiques) et le volume de fabrication définie par la fonction 


. Pi (X;), 
où X; est le volume de production en À;. 
Si l’on désigne par z;; la quantité de transport de À, à B;, le 


coût total de production et de transport du produit peut alors 
s’écrire 


F (X)= 2 2 [ci + pi (2 zis)] ti. (1.12) 
1= = . = 
Les contraintes 
zij=bd;, j=1,2,...,n, (1.13) 
is! | 


Li Z0, i=1,2,...,m; j—=1,2,...,n, (1.14) 


assurent la satisfaction de tous les usagers et l’unicité de la direction 
dans laquelle s’effectue chaque transport. 

Le problème de distribution consiste à minimiser la fonction 
(1.12) sous les conditions (1.13)-(1.14). 

Dans la plupart des cas, la structure des coûts de production 
est telle que (1.12) est une fonction convexe vers le haut (avec la 
croissance de la production diminuent les charges imposées par 
son augmentation d’une unité). C’est pourquoi (1.12)-(1.14) n’est 
pas un problème de programmation convexe. Dans les problèmes de 
distribution pratiques, il arrive souvent que le volume de production 
recherché soit limité par les normes en vigueur et puisse prendre, 
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par conséquent, l’une de quelques valeurs imposées d'avance. Exa- 
minons ce Cas précis. 

Supposons que les valeurs éventuelles du volume de production 
en À; soient d;;, À — 0, 1, ..., s;. Convenons que 


du =0<di<...<dsi. 


Introduisons, en plus des variables z,;, des variables additionnelles 
Ya1, OÙ à correspond au point À, et À (À = 1, 2, ..., s;), au volume 
d\; de la production en ce point. 

Exprimons la quantité X, de la production en À; à l’aide des 
variables y;;: 


8j 
Xi = 2 (du — di-1, ti) ai. (1.15) 


Pour égaliser X; à l’une des valeurs possibles d;;, le système de 
nombres y;, doit jouir de la propriété 


Yi Yu = ce Uni À; 
Yioti,i— Yaot2,i— -.e = ysi=0; 
0< ho < si: (1.16) 


Les conditions (1.16) sont équivalentes aux contraintes 


Ur 1,1 Z Yais À = 2, +) Si (1.17) 
O Lys LA, À = 1, 2, ..., S, 


et à la restriction d'intégralité des variables y;,;. Désignons le coût 
de production du volume d;; en À; par 


Vas = di Ida). 


Les’frais de production en À, peuvent être également exprimés 
à l’aide des variables y;,: 


83 
X:iqi (Xi) = à (ai — Vas, à) Yai, (1.18) 


où y;, sont liées par les conditions (1.17) et les restrictions d’inté- 
gralité. 

Les relations (1.15) et (1.18) permettent d’énoncer le problème 
de distribution sous la forme équivalente suivante. Minimiser la 
forme linéaire 


m n m Si 
2 à cri + À à (Pas — Pas à) ya (1.19) 
i=1 j— i=1 À= 
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sous les conditions 
m 


D ziÿ=b;, j=1,2,...,n, (1.20) 
11 


8; 


> Ti < à (das — dass i) Yaris 1, 2, ..., m, (1.21) 


z >0, i—=1,2,...,m; j—1,2,...,n, (1.22) 
OLyu LA, ÀA=1,2,...,s;3 i—1, 2, ..., m, (1.23) 
Yi. > Yi À — 2, 3, SE SE 4, 2, ..., m, (1.24) 
Yi entiers, À = 1, 2, ..., 53 —1,2,..., m. (1.25) 


Si les paramètres b; et d;; sont des entiers (dans les problèmes pra- 
tiques, on peut toujours les rendre tels en choisissant une unité 
de mesure appropriée), alors, pour des y; entiers, les transports x;; 
peuvent aussi être considérés comme des entiers. 

Ainsi, le problème de distribution non linéaire se ramène à un 
problème de programmation linéaire en nombres entiers. 

Supposons maintenant que le volume de production X; en À; 
puisse prendre une valeur arbitraire délimitée par le segment [0, a;l. 
Approximons la fonction ; (X) = Xy; (X) à l’aide d’une fonction 


linéaire par morceaux Ÿ; (X) aux segments de linéarité [d;;, di41.:], 
À =0, 1, ..., si15 (do = 0; dsji — a;). Plus le nombre s; est 


grand, plus Ÿ; (X) est proche de ; (X). Remplaçons la fonction 
économique (1.12) du problème (1.12)-(1.14) par sa valeur approchée 


n 


FH=Ù 


Ci sut À ù Ve Œ ii). (1.26) 


+ | 


C2 
Le] 


Introduisons, comme auparavant, les variables y;; à l’aide des- 
quelles nous donnerons, d’après les formules (1.15) et (1.18), l’ex- 


pression de X, et de Ÿ; (X;) — X,9: (X,). Pour que le point (X;, 4) 
appartienne à la ligne brisée 


Y; = h; (Xi); 
les variables y:;, doivent être limitées par les conditions 
Yi = Ya = eee = Yon = À; 
Vao+tei — Yiot2t ee = Ysi — 0; (1.27) 
0 < y < 1, 


où À, est un entier quelconque compris entre 1 et s.. 
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On vérifie aisément (cf. exercice 1) que (1.27) est équivalente 
aux restrictions 


Ya 1,1 Z Ô;: Z UERE À = 2, 3,  . . SE (1.28) 
0<Kyri<1; (1.29) 
Ô:, entiers. (1.30) 


Par conséquent, le problème (1.26), (1.13), (1.14) se ramène à la 
minimisation de la forme linéaire (1.19) sous les conditions (1.20), 
(1.21) (où les inégalités sont remplacées par des égalités), (1.22) 
et (1.23), et tout en respectant les contraintes (1.28) et (1.30) pour 
tout i. Nous avons obtenu un problème de programmation partielle- 
ment en nombres entiers. 

Le procédé utilisé ici lors de la construction du problème en 
nombres entiers équivalent peut être appliqué à d’autres modèles 
aux éléments non linéaires. 

1.5. Dans plusieurs cas, l’introduction de variables astreintes 
à être entières fournit la possibilité de se donner des ensembles non 
convexes au moyen de systèmes de contraintes linéaires. 


M? 


Fig. 5.2 


Soit, par exemple, l’ensemble M, réunion de deux polyèdres 
convexes M, et M, (fig. 5.2), dont les systèmes de contraintes s’écri- 
vent 


Li(X)= Ÿ air; <Kbi, i=1,2, ..., mi, (1.31) 
j=1 
et 
Li(X)= D aix; Li, i—1,2,..., mo. (1.32) 
j=i 


Supposons que l’on connaisse un nombre b tel qu’il vérifie les 
inégalités ° 


2. = 
max Li (X)< bi +b, i—1, ..., m2. 


L 


max Li(X) < bi +b, i=1,..., ma, 
# | (1.33) 


XEM 
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Le polyèdre M est alors défini par le système de contraintes suivant : 


Li (X) < bi + bô, i = 1, 2, ..., mi, (1.34) 

Li (X) L< bi +b(1 —6), i = 1, 2, ..., M, (1.35) 
0 << Ô < 1, (1.36) 

Ô entier. (1.37) 


En effet, si X € M, alors X E M,, ou bien X E M2. Posons, 
pour fixer les idées, X € M,. Dans ce cas, (X, 6) — (X, 0) vérifie 
les conditions (1.34)-(1.37), puisque (1.35) est corollaire de (1.33). 
Supposons d'autre part que (X, 6) obéisse aux conditions (1.34)- 
(1.37). En vertu de (1.36), (1.37), Ô est égal 
soit à O, soit à 1. Si Ô — 0, d’après (1.34), 
le point X € M,.Mais si Ô—1, conformément 
à (1.35), le point X E M2. Par conséquent, 
X EM. 

On peut également recourir au procédé 
décrit en présence d’un plus grand nombre 
de polyèdres convexes composant le polyèdre 
M (cf. exercice 9). 

Ainsi, le problème de l’optimisation 
d’une fonction linéaire définie sur un ensem- 
ble composé de plusieurs polyèdres convexes 
(ensemble qui, en règle générale, n'est pas convexe) se ramène 
en principe à un problème de programmation linéaire partiellement 
en nombres entiers. 

A titre de conclusion à ce paragraphe, voici un exemple de pro- 
blème non linéaire à fonction économique discontinue, facilement 
réductible à un problème de programmation en nombres entiers. 
I1 s’agit de la constitution du programme optimal de transport d’un 
produit homogène entre des points de production À; aux volumes 
de fabrication a; (ë — 1, 2, ..., m) et de points de consommation 
B; aux volumes de consommation b;(j — 1, 2, ..., n). Mais à 
la différence du problème de transport classique, le coût de transport 
D; (Zi) de la livraison zx;; est de la forme 


Ciflij + Oin Ty>O0 (o:;; > 0); 
Pis (Gi) — 0, Li] = 0. 


Fig. 5.3 


(1.38) 


La structure des dépenses de transport (1.38) correspond, par 
exemple, à celle du tarif des taxis, selon lequel le prix de la course 
se compose d’une somme fixe (10 kopecks) servant à acquitter la 
location de la voiture et d’une partie proportionnelle à la distance 
(dans le problème considéré, le rôle de la distance est joué par la 
valeur du transport). La fonction (1.38), représentée figure 5.3, 
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est discontinue en z = 0. On pourrait certes remplacer @;; (x) par 
la fonction continue voisine ;; (x) qui est également portée sur 
la figure 5.3. Mais une telle approximation ne simplifie rien du fait 


que w;, (x) est une fonction convexe vers le haut et que le problème 
de minimisation obtenu ne cadre pas avec le schéma de programma- 
tion convexe. 


Pour ramener le problème énoncé à un problème de programma- 
tion en nombres entiers, servons-nous d’un procédé qui s’est avéré 
utile lors de l’analyse de domaines non convexes. Le coût de trans- 
port total peut alors être mis sous la forme 


n 


È 2 (Cijtij + Oijyrj); (1.39) 
si l’on exige de plus que 
{ O avec zx;; = 0, 
Ji 1 avec Li; > 0. 
(GG —1,2,...,m; j—1,2,...,n). 


(1.40) 


La quantité x;; ne peut évidemment pas dépasser le nombre 
dj = min (a;, b;). 


C'est pourquoi les conditions (1.40) sont équivalentes ‘aux con- 
traintes 


Li L dijYij 


Gt smi jet. à (1.41) 
Yi; entier. 

En effet, pour z;; > 0, la variable y;; doit être au moins égale 
à 1. Comme l'expression (1.39) doit être minimisée, alors que z;; < 
< di;, on a y: = 1. Si par contre z;; = 0, s'efforcer de minimiser 
(1.39) conduit à prendre y;; = 0. Ainsi, en présence du coût indé- 
pendant de la quantité de transport, mais lié à l'existence même 
de ce transport, le problème de transport consiste à minimiser la 
forme linéaire (1.39) sous les conditions (1.41) et les contraintes de 
transport usuelles 


> Tij=di, i—1,2,...,m, (1.42) 
j=1 
PET j=1, 2, cs.) À, (1.43) 


Lz;, 20, i=1,2,...,m; j=1,2,...,n. (1.44) 


Les programmes de base du problème de transport étant astreints 
être entiers (tous les nombres a; et b; sont supposés entiers), on 
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en tire que (1.39), (1.41)-(1.44) est un problème de programmation 
linéaire en nombres entiers. 

Les exemples de problèmes importants et complexes cites 
dans ce paragraphe sont loin d'épuiser toutes les applications possi- 
bles de la programmation en nombres entiers. Toutefois, ce qui a été 
rapporte ici suffit amplement pour se rendre compte des possibilités 
énormes que recèle cette branche de la programmation. 

Dans [37] on peut trouver certaines applications intéressantes 
non exposées dans ce paragraphe. 

Il peut sembler à première vue que la voie naturelle de l’explo- 
ration d’un problème en nombres entiers consiste à résoudre le 
problème linéaire correspondant en arrondissant ensuite les com- 
posantes de son programme optimal aux entiers les plus proches. 
Or, dans la plupart des cas, une telle voie non seulement éloigne 
de l’optimum, mais ne donne même pas un programme (il en est 
ainsi notamment dans les exemples numériques des $$ 3, 4). Les 
problèmes de programmation en nombres entiers nécessitent des 
méthodes d'analyse spéciales. 

L'essentiel de ce chapitre est consacré à l'exposé des méthodes 
de programmation en nombres entiers qui sont les mieux étudiées 
à l'heure actuelle. 


$ 2. Conditions d’intégralité des ensembles 
convexes 


2.1. Considérons le problème de programmation linéaire qui 
consiste à maximiser une certaine forme linéaire des variables zx; 
sous les conditions 


D azj=bi, i=1,2,...,m, (2.1) 
j=1 
z,>0, j—1,2,...,n, (2.2) 


qui définissent l’ensemble convexe M. Le rang de la matrice À — 
— || a;, || est supposé égal à m. Quel est le cas succeptible d'assurer 
l'intégralité de toutes les composantes de la solution du problème? 

Autrement dit, il faut trouver les conditions qui rendraient 
inutile la justification de l’hypothèse supplémentaire sur les varia- 
bles x; astreintes à être entières et ramèneraient par conséquent la 
procédure à l’analyse d’un problème de programmation linéaire 
ordinaire. 

Nous dirons que le programme d’un problème de programmation 
linéaire est entier si toutes ses composantes sont des nombres entiers. 
Si la forme linéaire du problème n'est pas fixée, l’'optimum peut 
être atteint sur n'importe quel sommet de l’ensemble M. Par con- 
séquent, pour que les solutions de base des problèmes à forme linéaire 
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arbitraire et à ensemble convexe des conditions M soient entières, 
il faut et il suffit que toutes les composantes de n'importe quel som- 
met de À soient des nombres entiers, c’est-à-dire que tous les som- 
mets de soient entiers. Un polyèdre ou un ensemble convexe qui 
jouit de la propriété indiquée est dit entier. L'exemple d'un tel 
ensemble est donné par le polyèdre des conditions du problème 
de transport. 

Le présent paragraphe indique quelques conditions qui assurent 
l'intégralité des ensembles convexes. On expose ici, sous une forme 
légèrement modifiée, certains résultats obtenus par [31] et [76]. 

2.2. L'ensemble convexe M dépend de tous les paramètres qui 
font partie des conditions (2.1). Dans ce qui suit, cependant, les 
éléments de la matrice À seront considérés comme des entiers fixes, 
et les composantes b; du vecteur des contraintes B comme des entiers 
quelconques. C'est pourquoi, dans la désignation de l’ensemble 
(2.1)-(2.2), il est rationnel de traduire cette dépendance du seul 
vecteur B en introduisant pour M la nouvelle notation M (B). 

Nous allons énoncer et démontrer une proposition qui met en 
évidence une classe de matrices À telles que tout ensemble convexe 
du type M (B) soit astreint à être entier. 


Théorème 2.1. Pour imposer la condition d'intégralité à 
tous les ensembles M (B), où B est un vecteur arbitraire de dimension 
m à composantes entières, il faut et il suffit que tout mineur d'ordre m 
de la matrice À = || ai; [min soit égal à O ou à +1. 


Condition suffisante. Soit la matrice À qui jouit 
de la propriété indiquée et À — (z1, Ze, . . ., z,) le sommet arbi- 
traire de l’ensemble M (B), c'est-à-dire le programme de base associé 
aux conditions (2.1)-(2.2), où B est un vecteur arbitraire de com- 


posantes entières. Si les vecteurs À y À Eye A 4, Constituent 
la base du programme X, alors zx; = 0 avec j = i, (À = 1, 2, ... 
... M); 
) mm 
à Ti, Ai, = B. | (2.3) 


C'est pourquoi la démonstration du fait que le sommet X est 
astreint à être entier se ramène à établir que toutes les composantes 
z;, du système d'équations (2.3) sont entières. 


Posons 
Ax=(Ais, Aie, ce, Aim)s À = (Ts, Lio, +. Tim). 
Dans les nouvelles notations, le système (2.3) s'écrit 


AxX — B. 
Par conséquent 


LE. 


À = AÿB. (2.4) 
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Les définitions de la matrice inverse et de l'intégralité des élé- 
ments de la matrice À x entraînent que chaque élément de la matrice 
Ax est une fraction rationnelle dont le dénominateur est le déter- 
minant | Ax|. Par condition, | Ax | — +1. Donc, tous les éléments 
de la matrice A% sont des nombres entiers. En tenant compte de ce 
que les composantes du vecteur B sont des nombres entiers et de 
la formule (2.4), on obtient que toutes les composantes du vecteur X 
sont des nombres entiers. 


Condition nécessaire. Supposons que les sommets 
des ensembles convexes À (B) soient entiers quel que soit B, mais 
qu’il existe pourtant un mineur 


A —|{(A4,, Aie ++. Aim) | 
de la matrice À qui soit différent de O0 ou de +1. 


LS 


Les éléments de la matrice À étant astreints à être entiers, il 
en résulte l'inégalité] 
| [AI>2. 
Donc, le déterminant de la matrice (Ai, Ai, .. Ai)" 
égal a ne peut pas être un nombre entier. Ceci, à son tour, fait 


qu'il est impossible que tous les éléments de la matrice (4;,, Ai, ... 
..., À 1) soient entiers. Supposons que la t-ième colonne de la 
matrice (Ai, A, .. A:,)7 contienne un élément fraction- 
naire. Dans ce cas, le vecteur 


x’ = (xi,, Lio ….s im)" — (Ai,, Ai °….s Aim) ‘ee (2.5) 


comporte des composantes fractionnaires (e, est le vecteur unité 
avec l'unité à la t-ième place). Cherchons un entier «& tel que toutes les 
composantes du vecteur 


= T : » » e 
X = (2, dis, -.., Tim) = (ri ta, rte, ...,2n+a)" 


soient positives. 


Il est clair que 
m 


(Ai,, À) .., Aim) À = €: +a à Ai, 
c'est-à-dire que le point X = (ti, Ze, . .., Th) aux composantes 
O avec JÆ 
Ty = ri, avec j= in À—=1,2,...,m, 
constitue un sommet du polyèdre M (B) avec 


m 


B=e;+a D À; . 
A=1 à 
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Dans la mesure où le vecteur X” compte des composantes fraction- 
naires et où & est un entier, il y a parmi les nombres z;, des nombres 


fractionnaires, ce qui signifie que le sommet ZX n'est pas entier. 
Cette réduction à l'absurde justifie les conditions du théorème. 

2.3. Supposons maintenant que la matrice À contienne les vec- 
teurs-colonnes unités €, @2, . «., Em, C'est-à-dire qu'elle soit de 
la forme 


A = (4, Ets Dr ee Em): 


Soit À, un mineur quelconque d'ordre m de la matrice À contenant 
des colonnes unités. En développant le déterminant À,, par rapport 
aux colonnes unités qui le composent, on obtient 


Am — +A,, (2.6) 


où À, est le mineur d'ordre s << m de la matrice À. 

D'autre part, si À, est un mineur quelconque d'ordre 1< s<< m 
de la matrice À composé d'éléments des lignes ü, ê2, . . ., i, et 
des colonnes ÿ1, j2, - . ., js de cette matrice, on a alors pour le 
mineur A» d'ordre m de la matrice À du type 


Âm = | (4;,, Aje; .) Àjs Ekyg Éhas +.) Ehm=s) | 


l'égalité (2.6). On entend ici par k4, ke, . . ., km_-s le système 
d’indices formé à partir de (1, 2, ..., m) par élimination des 
nuMÉrTOS gs ÉD, + e ds : 

Des relations obtenues entre les mineurs des matrices À et À 
il résulte que pour égaliser tous les mineurs d'ordre m à 0 ou 


à +1, il faut et il suffit que tous les mineurs de la matrice À soient 
égaux à O0 ou à +. 

Supposons que le système des conditions définissant le polyèdre 
convexe M, (B) s'écrit 


D dijtLbs, i—1,2,...,m, (2.7). 
j=1 
z,>0, j =1,2,...,n. (2.8) 


Les considérations précédentes relatives aux mineurs des matrices 
A et À ainsi que le théorème 2.1 justifient la proposition suivante, 


Théorème 2.2. Pour que tous les ensembles convexes M: (B) 
définis par les conditions (2.7)-(2.8), où B est un vecteur entier arbi- 
traire, soient entiers, il faut et il suffit que tous les mineurs de la matrice 
A soient égaux à Ô ou à +1. 
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Considérons les ensembles convexes M (B, a, B) et M (B1, B, 
&, B) définis respectivement par les relations 


n 
2 a br, i1,2,...,m, (2.9) 
Er EBn j—=1,2, ...,n, (2.10) 
et 
n . 
PE À air; Kb, i—1,2,...,m, (2.11) 
J= 
a Er LB, j=1,2,...,n. (2.12) 


En utilisant les théorèmes 2.1 et 2.2, on obtient aisément le 
résultat suivant. 


Théorème 2.3. L'intégralité des ensembles convexes 
M(B, «a, B) et M (B;, B:, «a, B) avec des vecteurs entiers arbitraires 
B, B;, Bo, «a, B résulte de l'intégralité des familles d'ensembles M(B) 
et M,(B) respectivement, où les composantes du vecteur B sont des 
entiers quelconques. 

La démonstration du théorème 2.3 est laissée au lecteur (cf. 
exercice 0). 

2.4. Considérons le problème de programmation linéaire qui 
consiste à maximiser la forme linéaire définie par le vecteur C sous 
les conditions (2.7), (2.8). Désignons-le par ZL (C, À, B). D'après 
Je théorème 2.2, on ne peut garantir l'intégralité des solutions de 
base des problèmes L (C, À, B) avec C quelconques et B entiers 
que si tous les mineurs de la matrice À sont égaux à O0 ou à +1. 
C'est là, notamment, le témoignage d’une pauvreté extrême de la 
classe des matrices À qui engendrent les problèmes aux solutions 
entières. | 

Dans ce qui suit, on met en évidence l’une des plus importantes 
familles de problèmes de programmation linéaire jouissant de la 
propriété d'intégralité. Cette famille, dont fait partie le problème 
de transport, compte également des problèmes qui ne sont pas du 
type « transport ». Considérons l’ensemble l des matrices À jouissant 
des propriétés suivantes : 

1. Chaque colonne de À compte pas plus de deux éléments non 
nuls. 

2. Chaque élément non nul de À est égal à 1 ou à —1. 

3. Les lignes de la matrice À peuvent être décomposées en deux 
ensembles disjoints tels que les éléments non nuls de chaque colonne 
appartiennent à des lignes d’ensembles différents si ces éléments 
sont égaux entre eux, et se situent dans des lignes du même ensemble 
si l’un d’eux est Î et l’autre —1. 
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Un exemple de matrice appartenant à l’ensemble T est donné 
par la matrice des conditions d’un problème de transport dont le 
nombre de points est égal à m. Les ensembles des lignes déterminés 
par la définition de F (propriété 3) correspondent dans le cas con- 
sidéré aux ensembles des points de production et des points de con- 
sommation. 


Théorème 2.4. Si la matrice A € T, avec des C quelconques 
et des B entiers tels que le problème L (C, A, B) est résoluble, ce dernier 
comporte des solutions de base entières. 


Démonstration. D’après le théorème 2.2, il suffit de 
vérifier que tous les mineurs de la matrice À € F sont égaux à 0 
ou à +1. Soient À une matrice quelconque de let A l’un quelconque 
de ses mineurs. Développons successivement le mineur A par rapport 
aux colonnes qui contiennent un seul élément non nul (1 ou —{). 
Il en résulte que À est égal à +1 ou que l’on obtient un mineur 
A” = +A qui ne compte pas de colonnes à élément non nul unique. 
Si A’ contient une colonne nulle, 


A = +A'" = 0. 


S’il n’en est pas ainsi, toute colonne de A” compte exactement 
deux éléments non nuls. Soient £A et £4 les ensembles de lignes 
de la matrice À dont l'existence est postulée par la définition de T. 
Choisissons une ligne quelconque du mineur A’; pour fixer les 
idées, considérons qu'elle appartient à Æ£4. Ajoutons à la ligne 
choisie les autres lignes de A” qui entrent dans Æ£ et retranchons-en 
toutes les lignes de A” qui appartiennent à £. 

Soit j la position arbitraire de la ligne résultante du mineur 
A” — A’ obtenu. Par condition, la j-ième colonne de A’ contient 
deux éléments non nuls. Si ces éléments sont identiques, ils figurent 
dans des lignes qui appartiennent à des ensembles différents et 
par suite, s'ils se trouvent dans la j-ième case de la ligne résultante 
avec des signes opposés, leur somme est 0. Mais si l’un d’eux vaut 
4 et l’autre —1, ils figurent alors dans les lignes d’un même ensemble 
et tombent dans la j-ième case de la ligne résultante ayant gardé 
des signes différents. Par conséquent dans ce cas-là encore la j-ième 
case de la ligne résultante contient un zéro. Ces raisonnements mon- 
trent que A” a une ligne nulle, c’est-à-dire 


A = HA" = HA" =0. 


Ainsi, chaque mineur de la matrice À est égal à O0 ou à +1. Le 
théorème est ainsi démontré. 

I1 est curieux de noter que les conditions 2 et 3 énoncées lors 
de la définition de l’ensemble caractérisent parfaitement l’ensemble 
des matrices À dont chaque colonne compte pas plus de deux élé- 
ments non nuls et qui engendrent les problèmes de programmation 
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linéaire L (C, À, B) ayant des solutions de base entières pour des 
C quelconques et des B entiers. On a précisément la proposition 
suivante, dont nous omettons la démonstration. 


Théorème 2.5. Si chaque colonne de la matrice À compte pas 
plus de deux éléments non nuls et si tout problème possible L (C, À, B) 
a des solutions en nombres entiers, la matrice À est contenue dans l'en- 
semble f'. 


$ 3. Algorithme de programmation 
en nombres entiers 


3.1. Ainsi qu'il ressort du paragraphe précédent, la classe des 
problèmes de programmation linéaire aux solutions en nombres 
entiers est extrêmement pauvre. Dans la majorité des cas, la réso- 
lution d’un problème fournit un programme optimal non entier. 
C'est pourquoi la discussion des problèmes de programmation en 
nombres entiers nécessite des méthodes spéciales. L’algorithme 
décrit ci-dessous a été proposé par R. Gomory ([27], [29]). Un algo- 
rithme analogue, dû également à R. Gomory [28] et conçu pour 
les problèmes de programmation linéaire partiellement en nombres 
entiers, est considéré au paragraphe suivant. 

A la base des méthodes de programmation linéaire en nombres 
entiers on trouve l’idée suivante qui appartient, semble-t-il, à 
Dantzig. Supposons qu'il faille résoudre un problème de program- 
mation linéaire dont toutes ou certaines variables sont astreintes 
à être entières. Cherchons le programme de base optimal du problème 
linéaire sans tenir compte pour le moment des conditions d’inté- 
gralité. Il se peut également que ce programme vérifie les conditions 
d’intégralité et constitue par conséquent la solution recherchée. 
Mais le plus vraisemblable est que le programme obtenu n'obéira 
pas à ces conditions. On se propose alors de former une contrainte 
linéaire qui soit vérifiée par tout programme entier (ou partielle- 
ment entier) du problème, mais ne le soit manifestement pas par 
la solution de base trouvée du problème linéaire. Du point de vue 
géométrique, ceci correspond à la construction d’un hyperplan 
délimitant strictement le sommet fixe de l’ensemble convexe M 
et les points de l’ensemble M dont les composantes respectives sont 
des entiers. Le système de contraintes linéaires du problème est 
complété par la nouvelle condition, après quoi l’on cherche la solu- 
tion du problème linéaire ainsi obtenu. Si celle-ci vérifie les restric- 
tions d’intégralité, elle constitue la solution recherchée du problème 
en nombres entiers, puisque l’ensemble convexe des conditions du 
problème linéaire contient le domaine de définition du problème 
à valeurs entières. Dans le cas contraire, on construit une nouvelle 
contrainte linéaire qui retranche la solution obtenue sans toucher 
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aux “programmes entiers, et l’on reprend toute la procédure. Si la 
règle de formation des contraintes additionnelles est mise au point 
de façon satisfaisante, on est fondé à espérer qu'après quelques 
grandes itérations (suites d'opérations nécessaires à la résolution du 
problème linéaire) l’on trouve la solution du problème en nombres 
entiers, ou bien le système successif de conditions est contradictoire, 
c'est-à-dire que les conditions du problème initial sont incompatibles. 
La mise en œuvre des idées de Dantzig impose, par conséquent, la 
composition d’une règle de formation des contraintes additionnelles. 
Il convient de remarquer que parmi les règles qui semblent valables 
à première vue, toutes, en réalité, ne conviennent pas, c’est-à-dire 
ne conduisent pas à la solution du problème en nombres entiers 
(cf. le paragraphe 5.3). 

R. Gomory est le premier qui ait réussi'à réaliser de façon satis- 
faisante l’idée de Dantzig. 

3.2. Les raisonnements qui suivent seront tous effectués pour 
le problème de programmation en nombres entiers qui consiste 
à maximiser la forme linéaire 


L(X) = D CjTj (3.1) 
sous les conditions s | 
DE E i—1,2,...,m; (3.2) 
_ >0, j—=1,2,...,n, (3.3) 
z, entier pour tout j. (3.4) 


Les paramètres @;,, b; et c; sont supposés entiers. 

Considérons d’abord quelques relations bien simples qui rendent 
plus clair le sens des tableaux utilisés dans les algorithmes de pro- 
grammation linéaire. 

Choisissons un système arbitraire de m vecteurs linéairement 
indépendants des conditions du problème (3.1)-(3.3). Supposons, 
pour fixer les idées, que ce soient les m premiers vecteurs A;, A2, ... 
. Am. Multiplions les deux membres de l'équation vectorielle 


ni 


A;z; =B, (3.5) 


j=1 


équivalente au système (3.2), par la matrice 
A1 = (4,, À», ..., Am)7!. 
Si l'on pose 
Xo—=A"iB; X;j=A"'A;, j=1,2,...,n, 
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(3.5) devient une équation vectorielle 

n 

À X ;2j = Xo (3.6) 


qui est à son tour équivalente au système 


Zi + > AE Tin = À, 2, , M, 
=m— 
ou 
n 
Ti = Tip — D LijTl}; i— 1,2, ..) M. (3.7) 
j=m+i 


zi; est ici le coefficient de décomposition du vecteur À, (B — Ac) 
par rapport au système À, qui correspond au vecteur À;. En portant 
dans la forme linéaire (3. 1) les expressions des x; résultant de (3.7), 
on obtient 


L(X)= D (xio— D mirpa+ À crj— 
+1 j=m+i 


i=1 $=m 


= D cixo— À ( citij—cj)tj=Ao— D, Ajtr;. (3.8) 


i=1 j=m+i i=1 j=m+i 
À, est ici la valeur de la forme linéaire (3.1) sur le vecteur 
(Z10; T20: + + + Tmo: 0, 0, . 3 0); 


A;, le critère du vecteur À; par rapport au système À. 

Les paramètres x;; et A; forment le contenu des tableaux du 
premier algorithme des méthodes primale et duale du simplexe. 
Pour la méthode primale, À est la base du programme de base cou- 
rant; pour la méthode duale, À est la base du pseudoprogramme 
courant. 

Les paramètres du tableau déterminent ainsi les expressions des 
variables de base et de la forme linéaire par l'intermédiaire des 
variables secondaires du programme ou du pseudoprogramme con- 
sidérés. Chacune de ces expressions [cf. (3.7) ou (3.8)] est engendrée 
par la ligne respective du tableau. 

3.3. Conformément à la structure des tableaux des algorithmes 
de programmation linéaire adoptée dans [87], les paramètres A; 
GG =1,2,...,n) figurent dans la dernière ((m + 1)-ième) ligne 
de chaque tableau, ce qui impose dans [87] l’introduction de la 
notation évidente À j = TIm+1.j- Les algorithmes de programmation 
en nombres entiers sont liés à la construction successive de plu- 
sieurs nouvelles contraintes, c’est-à-dire nécessitent de modifier 
successivement le nombre de lignes des tableaux. C'est pourquoi, 
dans le cas considéré, il est plus commode de porter les paramètres 


25% 
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À; sur la ligne supérieure des tableaux. Nous a ffecterons à cette ligne 
l'indice 0. La modification indiquée dans la structure des tableaux 
entraîne la notation 


Zoj = À;, j = 0, 1, 2, ..., n, 


à laquelle nous nous tiendrons dans ce chapitre. 

Nous résoudrons le problème linéaire (3.1)-(3.3) par la méthode 
primale ou duale du simplexe en faisant appel au premier algo- 
rithme. Supposons que la base optimale soit constituée par un 
système de vecteurs As, As, . . ., Asn. Désignons les paramètres 
du dernier tableau par z;;, de plus À; = xo;. 

Si toutes les composantes de base xz;9 du programme optimal 
X® sont des entiers, X() est solution du problème (3.1)-(3.4). 

Supposons que certains des z;, soient fractionnaires. Choisissons 
l'un d'entre eux, zy, par exemple, et formons la contrainte addi- 
tionnelle en partant de la l-ième ligne du tableau optimal. 

Introduisons les notations suivantes: {x;;] est la partie entière 
de z;;, c'est-à-dire le plus grand entier ne dépassant pas z;;; 

Yu = Ti — zh, la partie fractionnaire du nombre z;,. 

Soit X un programme arbitraire du problème (3.1)-(3.3). Ses 

composantes x; doivent être associées par l'équation 


La = Lio — D ZT, (3.9) 
je J 


l 


où J sont les numéros des vecteurs qui n'entrent pas dans la base 
du programme X(. 

Remplaçons dans (3.9) z;; par l'expression de leurs parties 
entières et fractionnaires, 


zy = al + Vu: 
Il vient 


Ze, — {rio + D Lau z5 = Yo — D Vuts. (3.10) 

jEJ JE) 
La relation (3.10) a lieu pour n'importe quel programme X 
du problème (3.1)-(3.3). Supposons maintenant que À soit un pro- 


gramme entier de ce problème. Compte tenu de l'intégralité du 
premier membre de (3.10), 


Vro— Di vuz; entier 
jEJ 


ou 


DUT = Vo —E, C entier. (3.11) 


j 
D'après la définition de la partie fractionnaire, 


0<Yy<1. 
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Par conséquent, 


2 vur>0, Yio < 1- (3.12) 
1 

Si l’on suppose que le nombre entier & de la ormule (3.11) est 
négatif (6 < —1), on aboutit à l'inégalité 


D Vus +1 <LVu; 
JE J 


qui avec la première inégalité (3.12) conduit à la restriction 
1 < V0 


qui contredit la deuxième condition (3.12). 
Il faut donc admettre que le nombre & est non négatif, c’est- 
àa-dire reconnaître que l'inégalité 


À VUT) > Vo (3.13) 
se vérifie quel que soit le programme en nombres entiers du pro- 
blème (3.1)-(3.3). L'’inégalité obtenue est la contrainte addition- 
nelle recherchée. Il est aisé de s'assurer que le programme X0), 
déterminé au terme de la résolution du problème (3.1)-(3.3), ne 
satisfait pas à (3.13), c'est-à-dire que la contrainte additionnelle 
ainsi construite retranche effectivement une certaine partie de 
l’ensemble convexe initial. 

En effet, pour le programme X(), le premier membre de (3.13) 
est nul et le second membre de cette inégalité est un nombre positif 
en tant que partie fractionnaire de la grandeur non entière z0. 

Notons qu'il est possible de prendre également O pour /, c’est- 
a-dire, Si Zo,o est un nombre fractionnaire, former la contrainte 
additionnelle en partant de la forme linéaire du problème transfor- 
mée 

L (X)=70= 20.0 — À To, jTj- 
JE J 
En effet, l'intégralité des coefficients c; assure celle de la variable 
zo = L(X) pour tout programme entier X. Par conséquent, tous 
les raisonnements faits pour 1 <°7.<m restent valables également 
pour ! = (0. 
La contrainte (3.13), qu’on peut écrire sous la forme équivalente 


Tnn= —Yo+ 2 VE In > 0, (3.14) 
JE. 


est ajoutée au système de contraintes linéaires (3.2)-(3.3), après 
quoi on procède à la résolution du problème (3.1)-(3.3), (3.14). 
Les variables du nouveau problème sont Zi, Z2, . . ., Æh et Th+1. 
Les conditions de ce problème sont déjà établies par rapport à 
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Lsys Troy + + + Tsm (Variables de base du programme XU)) et à la 
nouvelle variable x,:1, alors que la forme linéaire est exprimée à 
l'aide des variables secondaires du programme X®. Tenant compte 
de ce que les paramètres zx,; sont non négatifs, on en conclut que 
la représentation disponible correspond au pseudoprogramme du 
problème (3.1)-(3:3), (3.14) aux composantes de base 


Ts, — Lio) i— 1, 2, cs) M; TnH—= — Yio- 
Le tableau de ce pseudoprogramme est formé en bordant le 


«= 


tableau correspondant à X() d’une ligne composée d'éléments 


—Ÿ10 J e. 0, 
Tm+i,j = ju ; = d n 1, 


0 dans les autres cas 
et d’une colonne unité e,+1. ù 

Pour résoudre le problème (3.1)-(3.3), (3.14), il est logique de 
faire appel à la méthode duale du simplexe. La première itération 
s'achève nécessaire ment par l'élimination de la base du vecteur qui cor- 
respond à la nouvelle variable x,.,, puisque la première colonne du 
tableau ne compte qu’un seul élément négatif, Zm+1.0 — —Y10. 
Après quelques itérations de la méthode duale du simplexe, on 
obtient la solution du problème (3.1)-(3.3), (3.14) ou bien l'on 
établit qu'il est irréalisable à cause de l’incompatibilité de ses 
conditions. Cette dernière éventualité indique que le problème en 
nombres entiers initial n’a pas de solution, puisque, comme on 
l’a établi, chaque programme entier vérifie nécessairement le systè- 
me (3.2), (3.3), (3.14). 

Supposons que l'analyse du problème (3.1)-(3.3), (3.14) s'achève 
par la construction d’un tableau optimal correspondant à la solu- 
tion X®. Si les éléments de la première colonne du tableau ainsi 
obtenu sont des entiers, les nr premières composantes de X() for- 
ment alors la solution recherchée puisque chaque programme du 
problème (3.1)-(3.4), étant complété par la valeur correspondante 
de la variable x,,,, constitue un programme du problème (3.1)-(3.3), 
(3.14) avec la même valeur de la forme linéaire. Mais si parmi les 
composantes de base de la solution X® il y a des nombres fraction- 
naires, alors, conformément à la règle déjà décrite, l’une des lignes 
du tableau optimal engendre une nouvelle contrainte additionnelle, 
le tableau optimal est bordé d’une ligne et d’une colonne unité, 
et l’on applique de nouveau la méthode duale du simplexe. Nous 
conviendrons d'appeler grande itération la succession des transfor- 
mations nécessaires soit pour obtenir à partir du tableau optimal 
disponible, à éléments fractionnaires -dans la première colonne, le 
tableau optimal suivant, soit pour mettre en évidence l'incompa- 
tibilité des contraintes correspondantes. Chaque grande itération 
se compose d'opérations préalables, dont le but est d’étendre d’une 
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ligne et d’une colonne le tableau optimal disponible, et d’une série 
d'itérations de la méthode duale du simplexe. 

Suivant le résultat de la grande itération, nous distinguerons 
les cas suivants. 

1°. Tout élément de la première colonne du tableau optimal 
est un entier. 

2°. La méthode duale conduit à un tableau intermédiaire dont 
tous les éléments d’une des lignes sont non négatifs, à l’exception 
du premier élément négatif (il s’agit des lignes à indice à > 1). 

3°. La première colonne du tableau optimal compte des nombres 
fractionnaires. 

Le cas 1° fixe l'obtention du programme optimal du problème 
(3.1)-(3.4). 

Le cas 2° traduit l’'incompatibilité des conditions (3.2)-(3.4). 
Enfin, le cas 3° impose le passage à la grande itération suivante. 

Appelons par convention additionnelles les variables xz,,, intro- 
duites dans le problème au début de chaque grande itération, et 
principales les variables x; avec 1<j< n. 

Si la variable additionnelle z,:: est une variable secondaire 
pour un certain pseudoprogramme intermédiaire, l'équation z,+: — 
— 0 fait partie du nombre de relations qui définissent ce pseudo- 
programme. Dès que la variable z,,, devient variable de base, 
sa valeur perd son importance pour les variables principales du 
problème; la ligne et la colonne du tableau courant, qui corres- 
pondent à z,+,, sont alors rayées. Voici l'interprétation géométrique 
de cette règle de réduction du tableau. 

Dès que le pseudoprogramme courant se trouve à l’intérieur 
du demi-espace xz,+: > 0, la contrainte additionnelle définie par 
l'hyperplan zx,+, — O est supprimée. La règle de réduction des 
tableaux délimite leurs dimensions à » lignes et 2r — m colonnes. 
En effet, le nombre maximal possible de composantes de base est 
défini par le nombre n des variables principales. C’est le cas extrême 
auquel correspondent 7 — m variables additionnelles. 

Ainsi, la méthode considérée de programmation en nombres 
entiers s'apparente, quant à son algorithme, à la méthode duale 
du simplexe et diffère de cette dernière par les règles d'extension 
et de réduction des tableaux courants. 

Dans des conditions déterminées on peut garantir le caractère 
fini du processus décrit, c’est-à-dire la possibilité d'obtenir la solu- 
tion du problème en nombres entiers ou de mettre en evidence son 
irrésolubilité, le tout en un nombre fini d’itérations. 

Les justifications correspondantes font l’objet de deux para- 
graphes suivants. 

3.4. Numérotons de façon arbitraire les variables principales 
du problème et faisons correspondre à chaque vecteur 


X — (zi, Lo, .….) Th: Tn+is Tn+iss ..) Tntir) 
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le vecteur 
. L (X) — (Zo, Lis Los Th), 
ou 
° xzo = L(X) = D CjTj. 
j=1 


Nous conviendrons de considérer que L (X1) est supérieur à 
L (X2) et d'écrire L (X:) > L (X2) si 
z® > Z zé), 
ou avec un certain 0Lp<n—1 
zÿ =21$ pour j< 4, 
Th > Ti 
Si x = 1? pour tout j = 0, 1, 2, ...,n, L (X) est con- 
sidéré naturellement égal à L (X 2). 
Cette méthode de comparaison conduit à la mise en ordre du 


système des vecteurs L (X). En d’autres termes, n'importe quels 
L(X;) = L(X2) donnent lieu à l’une des deux alternatives 


L(X)<L(X) où L(X) > L (X). 
De plus, les conditions L (X1) < L (Xo) < L (X3:) entraînent 
la relation L (X 1) < L (X 3). Ce procédé de mise en ordre s'appelle 
parfois lexicographique, et l'écriture L (X:) <L (X2) se lit : le 


vecteur L (X 1) est lexicographiquement inférieur au vecteur L (X 2). 
Dans ce qui suit, nous dirons que l’un des vecteurs est « supérieur » 
ou «inférieur » en omettant le mot « lexicographiquement ». 

En se servant de la notion introduite qui permet de choisir le 


plus grand entre deux vecteurs L (X)) et L (X:), il est possible 
d'étudier le problème de maximisation de la forme linéaire vecto- 


rielle Z (X) sous les conditions linéaires par rapport aux composantes 
de X. Pour résoudre un tel problème on peut faire appel aux méthodes 
usuelles de programmation linéaire, à cette différence près que les 
critères des vecteurs des conditions sont dans le cas présent des 
grandeurs vectorielles, et leur comparaison impose l’utilisation 
de la règle énoncée ci-dessus. Remplaçons dans le problème (3.1)- 
(3.4) la forme linéaire (3.1) par la forme linéaire vectorielle 


LE (X) = (L(X), as Zn er En). (8.15} 
Le sens de cet artifice est qu’il se trouve que le problème de 
maximisation de L (X) sous les conditions (3.2)-(3.3) et pour un 
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nombre arbitraire de contraintes supplémentaires du type (3.14) 
ne peut admettre plus d’une solution. C’est pourquoi, en retranchant 
au début de chaque grande itération la solution du problème précé- 
dent, nous pouvons avoir la certitude de la décroissance monotone 
de (3.15), et par conséquent du fait que la méthode est finie. 


Introduisons les formules des critères vectoriels A; = xoj. Con- 
sidérons le problème correspondant à une grande itération arbitraire 
et un système [ complet quelconque de vecteurs des conditions 
linéairement indépendants R;, R:, ..., Re, Ray Rata - .. 

… Rn+p (œ@ + BZm, a L n) de ce problème. Les vecteurs R; 
correspondent aux “variables principales pour 1 <i<n et aux 
variables additionnelles x, pour i >n + 1. 


La première composante x5; du vecteur zo; est évidemment égale 
à to. Pour des coefficients donnés d,; de la forme linéaire, nuls pour 
toutes les variables additionnelles, le critère du vecteur des con- 
ditions R; aux composantes z,; (à = 1, 2, ..., « + B) de décom- 
position par rapport à l peut être calculé, comme on le sait, d'après 
la formule 


[e 
A® = > dati — dj. (3.16) 


Pour déterminer la composante 2Ÿ ? du vecteur to, il faut rem- 
placer dans (3.16) le vecteur d par le vecteur unité ex (À = 1, 
2, ..., n). 

Finalement, si R;6/, on a 


Lij Si À =S, i=1AÀ,2,...,a, 
rÿ -{ 1, si À = j, (3.17) 
° (0) dans les autres cas. 


+ 
On voit que les critères des vecteurs x,, sont parfaitement définis 
par les paramètres x, ; et z;, du tableau respectif. Vérifions que pour 


tout vecteur des conditions R;6 l le critère x, diffère de zéro. 
En effet, avec j < nr, cette conclusion résulte immédiatement de 
(3.17) du fait que la j-ième composante du vecteur des critères est 
égale à —1. Supposons maintenant que j > r + 1, c’est-à-dire 
que À; corresponde à une certaine variable additionnelle. Le type 
des conditions supplémentaires entraîne immédiatement que les 
valeurs des variables additionnelles sont déterminées univoquement 
par celles des variables principales. Par suite, tout système constitué 
de vecteurs R,, avec k > n + 1, est linéairement indépendant, et 
donc, parmi les nombres x;; (ë — 1, 2, ..., «&), il en est nécessaire- 
ment qui sont non nuls. 
Nous avons démontré ainsi la proposition suivante. 
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Lemme 3.1. Le problème à forme linéaire (3.15) correspondant 
à une grande itération quelconque est non dégénéré au sens dual (c'est- 
à-dire son dual est non dégénéré). 

La résolution du problème en nombres entiers étant recherchée 
à l’aide de la méthode duale du simplexe, chaque itération, d’après 


le lemme 3.1, conduit à la décroissance de L (X). 


Notons que le remplacement de L (X) par L (X) ne se fait pra- 
tiquement sentir que par l’utilisation, lors de la définition du vec- 
teur à ajouter à la base, non seulement de la ligne À, mais aussi 
d’autres lignes du tableau, en se guidant par la formule (3.17). Ceci 
concerne en particulier la grande itération initiale qui amène la 
solution du problème (3.1)-(3.3). Supposons dans ce qui suit que 
le choix du vecteur à inclure dans la base s'effectue à chaque étape 
en partant des critères vectoriels, ce qui conduit à une décroissance 


monotone de la fonction L (X). Pour rendre la solution du problème 
(3.15), (3.2), (3.3) réalisable, exigeons que le problème (3.1)-(3.3) 
soit possible et que l’ensemble de ses programmes optimaux soit 
borné. 

3.9. Nous sommes à même maintenant de démontrer que la 
méthode est finie. Raisonnons par l'absurde et supposons que le 
<as 3° peut revenir dans un nombre infini de grandes itérations. 

Si l'on admet que la forme linéaire (3.1) est bornée inférieure- 
ment sur l’ensemble (3.2), (3.3), chaque composante de la suite des 


valeurs L (XW) (à décroissance monotone) de la fonction vectorielle 


L (X) est bornée inférieurement. On entend ici par X) le résultat 
de la U-ème grande itération. 


Soit r le numéro minimal tel que la suite {7%}, constituée des 


r-ièmes composantes de {L (XW))}, compte un nombre infini d'élé- 
ments différents. 


Il vient 
L'(XW) > L'(XMHN), up = 1, 2, ..., (3.18) 
a) — 7° pour ir, LU > Lo (3.19) 
où u, est un nombre suffisamment grand. 
(3.18) et (3.19) donnent 
M > at D xt avec u > bo, (3.20) 


où z* — lim 2". 
H—00 
Convenons de construire la contrainte supplémentaire en partant 
de celle des lignes du tableau au premier élément fractionnaire 
. qui correspond à la composante de base affectée d’un numéro mini- 
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mal (la ligne supérieure du tableau correspond toujours à la compo- 
sante Zzo, c’est-à-dire est révisée en premier lieu). 

Supposons que la contrainte supplémentaire formée suivant 
la l-ième ligne du tableau s’écrit 


Tn+y — 2 Vijti = — Yios Tn4+u > 0. (3.21) 
J 


la première étape de la grande itération successive s'achève par- 
l'élimination du nombre des variables de base d’une nouvelle varia 
ble z,+,, remplacée par une certaine variable x;. La valeur dela 
variable zx,, associée à la l-ième ligne du tableau devient 


, LT 
Toit = Lot — fees , (3.22) 


où Zo, est son ancienne valeur, y,> 0 la partie fractionnaire de x. 

En utilisant (3.22), on vérifie aisément qu'avec ir, x} est 
un entier. En effet, s’il n’enest pas ainsi et siiv<rest l’indice mini- 
mal : tel que 2? soit un nombre fractionnaire, alors à la u-ème 
grande itération (u => uo) la contrainte supplémentaire est engen- 
drée par la ligne / correspondant à la variablez;,, et, d’après la for- 
mule (3.22), la valeur de cette variable, après la première étape de 
l'itération, cesse d’être égale à x? 

Tenant compte ensuite de la décroissance monotone de la fonc- 


tion vectorielle à minimiser L (X), on obtient pour un certain 
i” < Lo <r 


+1 (1) 
a) Ci = rt, 


ce qui contredit (3.19). 


La convergence de la suite {29} vers x; et les inégalités (3.20) 
entraînent la relation 


LP) = [rt] << 29 << [2] + 1, (3.23) 


qui est vraie pour tout u > u’, où u” est un nombre suffisamment 
grand. 


Ainsi, pour tout u > max (lo, L’), le nombre z® est une com- 
posante fractionnaire du vecteur X% à numéro minimal. Considé- 
rons le début de la (u + 1)-ème grandeitération, u étant suffisam- 
ment grand. D'après la règle mentionnée plus haut, la contrainte 
supplémentaire de cette itération est déterminée par a ligne [ cor- 
respondant à la composante Tr. 

Supposons qu’à la première étape de l'itération, la variable 
x; entre dans la base en prenant la place de la variable additionnelle 
Zn+u+1 qui vient d’être introduite. D’après la formule (3.22) et 


396 PROGRAMMATION LINÉAIRE EN NOMBRES ENTIERS [CH. 5 


la relation (3.23), la valeur de la variable x; devient 


at 0 70 (2 (rep). 22. (3.24) 
VER 
La positivité de y», se déduit de la règle de choix de l'indice À. 
Donc, zy 7 0 en tant que grandeur admettant une partie fraction- 
naire positive. 
Si zy était un nombre négatif, (3.24) entraînerait l'inégalité 


1 
xt ) > 2 M) 


qui, en vertu de la décroissance monotone de L (X), conduit à la 
relation 


+9 C1 pour un certain i<r, 
incompatible avec la condition (3.19). Par conséquent, 
tn >0 et Ya = zn —lrnl Krn. 


Cette dernière relation permet d’obtenir à partir de (3.24) l’iné- 
galité 
2® 1) < z(M) … (x … [x*]) — [x*], 
qui en vertu de (3.19) et de la décroissance monotone de la fonction 
L (X), donne l'inégalité 


1) — (,1 
a Ça < [rl 


incompatible avec la condition (3.23). 

Ainsi, l'hypothèse de la possibilité d’un nombre infini de grandes 
itérations nous a menés à une contradiction. Le caractère fini de 
la méthode est démontré. La conclusion obtenue peut être énoncée 
de la façon suivante. 


Théorème 3.1. Si la forme linéaire (3.1) est bornée supérieure- 
ment et inférieurement sur l'ensemble convexe (3.2)-(3.3), l’en- 
semble des programmes optimaux du problème (3.1)-(3.3) étant 
un polyèdre convexe, le choix du vecteur à ajouter à la base se faisant 


à l’aide des critères vectoriels Zo et la contrainte supplémentaire se 
formant à partir de la ligne du tableau correspondant à la composante 
de base fractionnaire de numéro minimal, alors l'algorithme de pro- 
grammation en nombres entiers est fini. 

3.6. Considérons celles des hypothèses du théorème 3.1 dont 
l'observation assure la finitude de la méthode. La première hypothèse 
(forme linéaire bornée du problème sur l’ensemble convexe initial 
et l’ensemble borné des programmes optimaux du problème (3.1)- 
(3.3)) est vérifiée dans la grande majorité des problèmes pratiques. 

L'hypothèse que le problème (3.1)-(3.3) est résoluble et que 
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l'ensemble de ses programmes optimaux est borné est indispensable 
pour faire aboutir l'exploration du problème (3.15), (3.2), (3.3) 
à la construction de son programme optimal ou à la mise en évi- 
dence de l’incompatibilité de ses conditions. Remarquons que l’hy- 
pothèse de l’ensemble borné des solutions du problème (3.1)-(3.3) 
peut être levée au prix de l'introduction d’une ligne supplémentaire 
dans les tableaux de l'algorithme. L'hypothèse de la forme linéaire 
(3.1) bornée inférieurement ne s'emploie que pour garantir l'allure 
bornée de la suite {z#}. Constatons que la relation lim z#)= — © 


U—00 
n’est possible que lorsque les conditions (3.2)-(3.4) sont 
incompatibles. Par conséquent, lorsque ces conditions sont compa- 
tibles, l’hypothèse du théorème 3.1 suivant laquelle la forme linéaire 
(3.1) est bornée inférieurement sur l'ensemble (3.2)-(3.3) peut être 
levée sans préjudice pour le caractère fini de l’algorithme. 

La deuxième hypothèse du théorème 3.1, qui exige de choisir 
le vecteur destiné à être inclus dans la base en se guidant par le 


critère To}, a pour objet d'éviter le cyclage. Etant donné qu'en 
programmation linéaire, le cyclage est un phénomène rare, on 
peut, dans les calculs pratiques, se servir des critères usuels 
Zo; — À;, en rendant univoque le choix du vecteur à ajouter par 
l’un des procédés les plus simples (cf. [87], paragraphe 3.2 du cha- 
pitre 9). 

Toutefois, compte tenu d'expériences numériques peu nombreuses 
dans le domaine de l’utilisation de l'algorithme, il convient de ne 
considérer cette dernière recommandation que comme une recom- 
mandation préliminaire. Ïl se peut que l’expérience accumulée 
dans le calcul rende nécessaire, dans certaines étapes de la procédure, 
de choisir le vecteur à introduire à l’aide d’une règle susceptible 
de rendre le cyclage tout à fait impossible. 

La troisième hypothèse du théorème 3.1, liée à la règle de choix 
de la ligne du tableau, qui engendre la contrainte additionnelle 
peut être affaiblie de la façon suivante. 

Choisissons un entier naturel V suffisamment grand. L'ordre 
de formation de la contrainte additionnelle peut être quelconque. 
Toutefois, s’il s'avère que telle variable (y compris xs) prend au 
cours de {V itérations successives des valeurs fractionnaires, et que 
la ligne correspondante ne participe pas à la construction des con- 
traintes additionnelles, alors la nouvelle contrainte additionnel- 
le doit être formée à partir de la ligne associée à cette variable. 
Le passage à la règle indiquée plus souple conserve le caractère 
fini de la méthode. (La conduite des raisonnements respectifs fait 
l’objet de l'exercice 7.) Le choix de la ligne nécessaire pour former 
la contrainte additionnelle peut se faire de sorte que la première 
étape de la grande itération aboutisse à une décroissance maximale 
de la forme linéaire. Ceci signifie que l’indice Z doit être choisi 
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à partir de la relation 


To (1) TO (4) | 
YA (D Vo i LYAG Vo |» } 


où À (i) est défini par la condition 


TOA (b) . . T0j 
© = min 2, 0. 3.26 
PR pno0 VU Va d> (3.26) 


Une règle plus simple de choix de / consiste à négliger la façon 
dont le rapport ZoA dépend de à: 
 ViaG) 


Yio = MAX Yio- (3.27) 


. Si l’on néglige la façon dont À (i) dépend de à, on obtient une 
règle intermédiaire quant à sa complexité: 
l'est choisi d’après (3.25), mais À (i) est remplacé par un indice 
fixe À, que l’on détermine à partir de la condition 


Toù = min Lo: (3.28) 
7 


Dans ce qui suit, appelons respectivement première, deuxième 
et troisième règle les règles ci-dessus énoncées. 

I1 semble que la rapidité avec laquelle la méthode converge 
croit en moyenne à mesure que se complique la règle de choix de L. 
Pourtant la modique expérience des calculs accumulée jusqu’à 
ces derniers temps dans l'application de l'algorithme ne permet 
pas de recommander avec certitude l’utilisation de l’une quelconque 
de ces règles. D'une façon générale, il convient de noter que l’algo- 
rithme de Gomory est encore peu étudié sous son aspect numérique. 
On connaît des exemples de problèmes de taille modeste dont la 
résolution demande un nombre énorme d’itérations. Mais d'autre 
part il y eut également des problèmes de grande taille dont l’explo- 
ration avait exigé des calculs peu importants. Si en programmation 
linéaire on observe une dépendance relativement rigoureuse entre 
le nombre de conditions-égalités du problème et celui des itérations 
nécessaires à sa résolution, cette dépendance n'existe pas pour les 
problèmes en nombres entiers. Le nombre de variables du problème 
est également peu lié au volume des calculs à faire. Il semble que 
la grande quantité de travail à fournir dans le cas d’un problème 
en nombres entiers est déterminée non seulement par sa taille, mais 
encore par des particularités de structure plus fines du polyèdre 
des conditions, propriétés liées à la distribution dans ce polyèdre 
des points entiers. La mise en évidence de ces particularités présente 
un grand intérêt théorique et pratique. Lors de la résolution d’un 
problème en nombres entiers, le nombre d'’itérations peut être très 
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grand. C’est pourquoi, lors de la composition de programmes pour 
ordinateurs, il convient d'accorder une attention particulière aux 
mesures permettant de réduire le rôle négatif des erreurs d’arrondi. 
La mise au point d’un système de contrôle efficace est l’une des con- 
ditions décisives pour rendre le programme opérant. 


3.7. Voici un exemple numérique pour illustrer l’ordre de résolution d’un 
problème en nombres entiers par la méthode exposée. Ce problème consiste 
à maximiser la forme linéaire 


L (X) = 2x: + T2 + 4x: + 3x; + To + 2x + 7x8 + 30 (3.29) 
sous les conditions 


Zy ++ Bz2 + 2rs + Ars + 25 + 926 L 32; + rs + 6x9 — 14, 
hrs + Sr2 + 475 + a+ 675 + Dre + 475 + Tze + 379 = 8, } (3-30) 
z,2>0, j—1,2,...,9, (3.31} 
z; entier pour j — 4, 2, ..., S. (3.32) 


Nous n’allons pas examiner ici l’étape préalable de l'algorithme qui consiste 
à résoudre le problème (3.29)-(3.31). Notons seulement que la base optimale 
de ce problème comporte des vecteurs As et 45. 

La procédure de résolution du problème en nombres entiers (3.29)-(3.32) est 
portée sur les tableaux 5.1 (0 à 11), dont le premier est affecté d’après l'usage du 
numéro 0. Chaque tableau, sauf le tableau 0, correspond à une étape de la métho- 
de duale du simplexe. Les paramètres qui correspondent à la base optimale 
(4s, A») figurent dans les trois premières lignes du tableau 0. Comme la colonne 
À) contient des éléments fractionnaires, il faut introduire une contrainte supplé- 
mentaire. Dans le cas concerné, celle-ci peut être formée d'après la première 
ou la deuxième ligne du tableau 0. Lecritère ro3= A3=0, etchacun des nombres 
z13 et ze: est fractionnaire. C’est pourquoi la règle 1 du paragraphe 3.6 ne permet 
pas de donner la préférence à l’une de ces lignes. Construisons la contrainte 
supplémentaire à partir des éléments de la première ligne. A cette fin, détermi- 
nons les parties fractionnaires de ces éléments et portons-les avcc le signe moins 
dans les cases respectives de la 3-ième ligne. Ajoutons en outre au tableau 0 la 
colonne unité A10 = e4, avec l'unité à la 3-ième ligne. Le vecteur 410 associé 
à la variable additionnelle z:0 est retranché de la pseudobase. Pour choisir le 
vecteur à inclure dans la pseudobase, on compose comme d'habitude la ligne 6, 
en y portant les rapports ; 


Z j0 
——— avec z 0. 
2Js J3 


Le minimum de la ligne 6 s'obtient avec j — 3; le vecteur 4: doit occuper 
dans la pseudobase la place du vecteur 410. La ligne 3 et la colonne À; sont 
directrices pour la transformation ultérieure du tableau, dont le résultat est 
inscrit dans les quatre premières lignes de la colonne du tableau 1. Notons que 
la première étape n’a pas conduit à une modification de la forme linéaire. Les 
cases 1 à 3 de la colonne 40 du tableau 1 contiennent des éléments non négatifs. 
Par suite, l'itération effectuée est unique dans la première grande itération, 
et elle a abouti au résultat 3°. La grande itération suivante débute ar le choix 
de la ligne du tableau 1 qui engendre la nouvelle contrainte additionnelle. 
Nous avons de nouveau deux. possibilités; nous choisissons la ligne 3. Dans la 
4-ième ligne du tableau 1 sont écrites les parties fractionnaires des éléments 
correspondants de la ligne 3 avec le signe moins. Le tableau 1 est complété par 
le vecteur unité e,; — A1: La ligne nouvellement remplie est directrice. La 
ligne 6 permet de déterminer la colonne directrice, qui s'avère être A4. On 
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effectue ensuite la transformation du tableau. Le résultat est porté dans le 
tableau 2. Dans la quatrième case de la colonne 4, du tableau 2 figure un nombre 
négatif. Par conséquent, la deuxième grande itération n'est pas encore terminée. 
A l'étape suivante de cette itération, on élimine de la pseudobase le vecteur 43 
et on le remplace par le vecteur supplémentaire 41:0. Il devient alors possible 
de condenser le tableau en rayant la (igne 3 et la colonne 410 (pour plus de clarté, 
elles sont mises en relief). La colonne 40 du tableau 3 ne compte 
pas d’éléments négatifs, mais comporte des composantes fractionnaires. La 
deuxième grande itération s'achève par le résultat 3°. Une fois appliquée la 

remière règle de choix de la contrainte supplémentaire, on forme celle-ci 
d’après la ligne nulle du tableau 3. La grande itération associée à cettecontrainte 
supplémentaire se compose de trois étapes de la méthode duale du simplexe 
enregistrées dans les tableaux 4 à 6. A la dernière étape on ajoute à la pseudobase 
le vecteur supplémentaire 411; le tableau 6 est réduit grâce à la suppression de 
la ligne 1 et de la colonne 4:11. La quatrième grande itération est associée à une 
contrainte supplémentaire formée suivant la deuxième ligne du tableau 6 et 
se compose de deux itérations (tableaux 7 et 8). La dernière (cinquième) grande 
itération commence par la construction de la contrainte supplémentaire, déter- 
minée par la ligne nulle du tableau 8. L’itération compte trois étapes de la 
méthode duale Su simplexe et s'achève par le résultat 1°. La deuxième etape 
de l’itération consiste à retrancher le vecteur supplémentaire A;2. La solution 
recherchée X* du problème (3.29)-(3.32) est définie par les éléments de la colon- 
ne Ao du tableau 11: ù 


x* = (1, 0, 0, 2, 0, 1, 0, 0, 0); 
de plus 
L(X*) = 3. 


Ainsi, la résolution du problème (3.29)-(3.32) a demandé 11 itérations de la 
méthode duale du simplexe, sans compter l’étape préalable que nous avons 
omise. Au cours de la résolution, la valeur de la forme linéaire (3.29) est passée 
de 8 à 3. L’algorithme a imposé l'introduction de cinq variables additionnelles 
dont deux seulement, zx: et z1,, sont restées dans le tableau final. Il s'est 
trouvé que le programme optimal X* repose sur une arête du polyèdre des 
conditions. Il convient de noter qu’une telle situation est plutôt une exception 
qu’une règle. 

Le plus probable est qu’un problème en nombres entiers choisi arbitraire- 
ment aura pour solution un point intérieur de l’ensemble convexe des conditions. 
C'est pourquoi le tableau définitif comprendra le plus souvent n + 1 lignes, 
où #7 est le nombre de variables du problème. 


Le paragraphe suivant, consacré à l’algorithme de programma- 
tion partiellement en nombres entiers, établit une nouvelle règle 
de formation de la contrainte supplémentaire, qui, appliquée aux 
problèmes totalement en nombres entiers, conduit à des contraintes 
plus serrées. L'utilisation de cette règle diminue, semble-t-il, dans 
la plupart des cas le nombre total d'itérations nécessaires (cf. para- 
graphe 4.4). 

Soulignons que la quantité de travail imposé par la résolution 
des problèmes en nombres entiers dépend essentiellement du choix 
de la ligne du tableau utilisée pour la construction de la contrainte 
supplémentaire. Par exemple, le fait de ne pas tenir compte de la 
ligne nulle du tableau lors du choix de ! porterait le processus de 
résolution du problème (3.29)-(3.32) à 24 itérations. 
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$ 4. Algorithme de programmation 
partiellement en nombres entiers 


4.1. Considérons le problème de programmation linéaire partielle- 
ment en nombres entiers qui conSiste à maximiser la forme linéaire 


L(X)= À ct; (4.1) 
j=i 
sous les conditions 
D at = bi, i—1,2,...,m, (4.2) 
2= 
zx; > 0, j = 1, 2, e + 3 PE, (4.3) 
z; entier pour j =1, 2, ..., R< n. (4.4) 


La méthode de résolution du problème (4.1)-(4.4) est régie par 
les mèmes principes que l'algorithme du paragraphe précédent. 
Elle se compose de plusieurs grandes itérations. Chaque itération 
débute par la formation d’une contrainte additionnelle, en re- 
tranchant le programme obtenu plus tôt que ne vérifie pas la res- 
triction (4.4) et qui est en même tempssatisfait sur chacun des pro- 
grammes du problème (4.1)-(4.4). 

Rejetons les conditions (4.4) et recherchons la solution du pro- 
blème de programmation linéaire (4.1)-(4.3). 

Supposons que cette solution soit le programme de base X(?, 
à base As A5,, +: As, et que les paramètres du tableau optimal 
soient désignés par Zi, (& = 0, 1, ..., m; j = 0, Â,...,n). Si 
pour tout s; < nr, la composante de base xs, est un entier, le pro- 
gramme obtenu est alors solution du problème partiellement en 
nombres entiers (4.1)-(4.4). Dans le cas contraire, on introduit une 
contrainte additionnelle dont la règle de construction ‘est établie 
ci-dessous. Supposons que s,< nr, et que, de plus, la partie frac- 
tionnaire Yo, du nombre x,, soit positive. 

Tout vecteur X qui satisfait aux conditions (4.2) doit vérifier 
l'égalité 


Ts, = Lio — D TT. (4.5) 
JEJ 
Si la s-ième composante de X est un entier, d’après (4.5), 


Vo— 2izr jt = est un entier. (4.6) 
JE 


Supposons que J, (J2) soit constitué d'indices j € J tels que x, 
est un nombre positif (négatif). 
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Si 
>» LijTj = > titi D zx >0, 
jEJ JE J1 JE Ja 


l'entier r, de l'égalité 
> Lijtj + > TijTj = Vio — Pi, (4.7) 
JEJ: JE Ja 
déduite de (4.6) ne peut être positif, cars’il l'était, le second membre 
de (4.7) deviendrait négatif. 


On obtient donc, compte tenu de la non-négativité des compo- 
santes z;: 


DETTE D 2yT5 + DiTuyxs > ro (4.8) 
JEJ 1 JEJ: JE Ja 
Mais si 


7 
2 LijTj — D TZ jTj + > TL 0, 
JE J JEJ1 JE Ja 


l'entier nr, de l'égalité (4.7) est' nécessairement positif, puisque 
c'est seulement dans ce cas que le second membre de (4.7) devient 
négatif. Par suite, 


> TT < D TijTj + D LT) << Vio — À; 
JE Ja JEJ1 )EJa 


ou 


—; Te 2 TijTj > Vive (4.9) 
JE Ja 
Ainsi, tout programme du X-problème (4.1)-(4.3) ayant une compo- 
sante entière z,, vérifie soit (4.8) soit (4.9). 
Tenant'compte ensuite de la non-négativité des premiers membres 
des inégalités (4.8) et (4.9), on peut écrire l'inégalité 


D TijTj — 1 — 1 ÿ TT; 2 Vior (3.10) 
JE Ji JE Ja 


qui est vraie pour tout vecteur X vérifiant les conditions (4.2), 
(&.3) eticomportant une composante entière x, 


Nous n'avons pas tenu compte jusqu’à présent des variables 
z; (avec j EtJ)'qui satisfont aux conditions (4.4) et qui sont astreintes 
à être entières. Supposons que À < 7, corresponde à une variable 
secondaire, c'est-à-dire k € J. 

Dans ce cas, la relation (4.7) reste vraie si l’on substitue à zx} 
n'importe quel nombre x, qui diffère d’un nombre entier de z. 
Après avoir effectué ensuite les raisonnements qui ont déjà permis 
de déduire l'inégalité (4.10), nous obtenons une condition qui ne 
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diffère de (4.10) que par le coefficient Ô,; de la variable z,. Dans 


ce cas, 
Tih si zn >0, 
Or — + 4. 
1— Y10 


Puisque notre but est de construire la plus forte contrainte 
possible, il est souhaitable de rendre le coefficient de x, aussi petit 
que possible. Si x, est choisi non négatif, alors, d’après (4.11), 
sa valeur optimale sera yz7., partie fractionnaire de z,,. Par contre, 
si l’on cherche z;, parmi les nombres négatifs, il faut pour la même 
raison poser Zi — Yi — 1, qui est le nombre négatif maximal 
différant de x, d’un nombre entier. 


Ainsi, 0% peut être rendu égal soit à yy7, soit à = TT  ( — vu- 


ÏI1 est naturel de prendre pour ce coefficient 


: Vu Si Yi LYi07 
min Li, 1x (1— Ya) } — re re — Yi) SÙ Vr > Yro- 


>! 


Ces considérations se rapportent à n'importe quelle variable 
entière z; avec j € J 

C’est pourquoi la condition (4.10) peut être remplacée par une. 
contrainte plus forte 


2 Ô1573 > Vos (4.12) 
où 
OC x Si j>n, ti 2>0, 
: pe xs : J> ru, zy 0, GAS 
Vu Si j Pt Vy Vo 
me (ve) SE J<KAg Vu > Yo 


L'inégalité (4.12), munie de coefficients 6,; définis par la /-ième 
ligne du tableau à l’aide de la formule (4.13), est la contrainte 
additionnelle recherchée. 

Une fois écrite sous la forme équivalente 


— Yio = — 2 Ô13T; + Tn41, In >0, (4.14) 
j - 


elle s’ajoute aux contraintes linéaires que l’on avait déjà eues. Le pro- 
gramme disponible à base composée de vecteurs À; avec jé J ne 
satisfait évidemment pas à (4.12), puisqu'il rend nul son premier 
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membre. Par conséquent, (4.12) ou (4.14) ne se déduit pas des 
contraintes linéaires antérieures et remplit son rôle «tran- 
chant ». Remarquons que la variable additionnelle x,+1, de même 
que toutes les variables additionnelles ultérieures, n’est pas bornée 
par la restriction d'’intégralité. 

4.2. L'algorithme de programmation partiellement en nombres 
entiers ne diffère presque en rien de l'algorithme du $ 3. Chaque 
grande itération s'achève par l’un des trois résultats suivants. 

1°. Dans la première colonne du dernier tableau de l’itération 
précédente tous les éléments associés aux variables bornées par la 
restriction (4.4) sont des entiers; tous les éléments de la colonne 
sont non négatifs. 

27. La méthode duale du simplexe, dont les itérations (étapes) 
composent une grande itération, a abouti à un tableau intermédiaire 
comportant une ligne dont le premier élément est négatif et dont 
les éléments successifs sont non négatifs. 

3°. Dans la première colonne du-dernier tableau de l’itération 
précédente parmi les éléments associés à x; avec j< ru il en est 
qui sont fractionnaires; tous les éléments de la colonne sont non 
négatifs. 

Les deux premiers résultats marquent la fin de la procédure de 
résolution : le cas 1° signifie que le vecteur dont les composantes 
non nulles figurent dans les cases respectives de la première colonne 
du dernier tableau est un programme optimal du problème (4.1)- 
(4.4); le cas 2° indique que le problème (4.1)-(4.4) est irréalisable, 
les contraintes (4.2)-(4.4) étant incompatibles. 

Enfin, le cas 3° impose le passage à la grande itération suivante. 

A cet effet on choisit la ligne Z du dernier tableau de l’itération 
précédente qui correspond à une variable bornée par la restriction 
(4.4) et contient dans la première case un nombre fractionnaire 
Zoy. Le choix d’une telle ligne peut se faire en utilisant l’une des 
règles du paragraphe 3.6. La contrainte additionnelle (4.13), (4.14) 
se forme d’après la l-ième ligne du tableau. Le tableau résultant 
est bordé d’une ligne composée d'éléments —6,; et d’une colonne 
unité à unité figurant dans la dernière case, cette colonne corres- 
pondant à la nouvelle variable additionnelle. Ensuite viennent 
plusieurs étapes de la méthode duale du simplexe, qui amènent 
l'un des trois résultats énumérés ci-dessus. Si à l’une des éta- 
pes une variable additionnelle quelconque devient variable de 
base, la ligne et la colonne correspondantes du tableau sont rayées. 

Le caractère fini de la méthode de programmation partiellement 
en nombres entiers est garanti lorsque sont respectées les conditions 
du théorème 3.1 ainsi qu’une restriction supplémentaire d'après 
laquelle la forme linéaire (4.1) ne doit dépendre que des 7, premières 
variables vérifiées par les contraintes d’intégralité (4.4). Cette der- 
nière hypothèse doit assurer l'intégralité des valeurs de la forme 
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linéaire (4.1) sur tous les programmes partiellement en nombres 
entiers du problème. 


La démonstration de la finitude de la méthode dans ces condi- 
tions peut s'effectuer à l’aide des raisonnements utilisés aux para- 
graphes 3.4 et 3.5 pour établir que la méthode du $ 3 est finie. Après 
avoir acquis la connaissance de ces paragraphes, le lecteur pourra 
effectuer cette démonstration lui-même (cf. exercice 9). Si la forme 
linéaire (4.1) est définie par certaines variables non assujetties aux 
restrictions (4.4), la finitude de la méthode ne peut pas être prouvée. 
Le fait est que dans ce cas la ligne associée à la variable zx, — L (X) 
ne participe pas à la formation des contraintes additionnelles. 
Il se peut donc qu'il se forme une suite infinie À) qui donne lieu 
aux relations ° 


lim L(X)=L*, L(X)> L*. 
U—+00 


Il est toutefois à présumer qu'une telle éventualité se présente 
rarement et que l'algorithme permet généralement d'obtenir la 
solution du problème pour un type quelconque de forme linéaire 


(4.1). 


4.3. Considérons à titre d'exemple le problème (3.29)-(3.31) soumis aux 
conditions supplémentaires 


z; entier pour j = 1, 2, 3, 4, 5, 9. (4.15) 


Ce problème se distingue de (3.29)-(3.32) du paragraphe 3.7 par les variables 
ze, zretrs Qui nesont pas supposées entières. La procédure de résolution dece pro- 
blème partiellement en nombres entiers est traduite par les tableaux 5.2. Dans le 
tableau O figurent les paramètres du programme optimal du problème (3.29)- 
(3.31) à base (4s, 49) (le résultat de l'étape préalable est ici omis). La ligne 2 
de la colonne A0 de ce tableau comporte un nombre fractionnaire, ce qui signifie 
que le programme disponible n'obéit pas aux restrictions (4.15). La première 
grande itération commence par la formation de la contrainte additionnelle. 
Ici, le choix de la ligne qui engendre cette contrainte est univo- 
que: c'est la ligne 2 du tableau 0. Ajoutons au tableau 0 une ligne (la 


| 5 M pal 

ligne 3) et une colonne Aio=e;. Portons 18 — (5 [5 ]) dans la case 
0 de la ligne 3. Les éléments des cases 1 à 9 de la ligne 3 se calculent d’après 
la formule (4.13), où ! = 2. Ensuite, on complète la ligne 8 et l'on choisit la 
colonne directrice A2. La ligne 3 et la colonne 4: déterminent la transformation 
du tableau, transformation dont le résultat est inscrit dans les quatre premières 
lignes du tableau 1. Dans la deuxième case de la colonne 40 du tableau 1 figure 
un nombre négatif, ce qui veut dire que la première grande itération n’est pas 
terminée. Après avoir effectué encore une étape de la méthode duale du simplexe, 
on aboutit au tableau 2 dont la colonne Ao a tous ses éléments non négatifs, 


mais x) — x — — est un nombre fractionnaire. Par conséquent, la grande 
3u 3 8 £T 


itération s’est achevée par le résultat 3°. Le choix de la ligne qui engendre la 
nouvelle contrainte additionnelle est de nouveau univoque: ce ne peut être que 
la ligne 3. On forme cette contrainte en augmentant le tableau 2 d’une ligne 
et d’une colonne. La nouvelle transformation du tableau conduit au tableau 3. 
Les éléments de la colonne 4o du tableau 3 sont non négatifs, et de plus, les 
seuls éléments qui apparaissent comme fractionnaires sont ceux des 1-ère et 
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Tableau 543. 


[1| 5/3] 


7/6 
12 


| 2/3 116 | 5/6 116 | 
1/6 
Im 


A7 A8 
5/12 { 


11/12] —1/12 
4 Lans —136 | 1136] 16 | 1318 |-5/36] 31/36] 13/36] 


nu 
| | 
D 1) NE EN D CE 


© a ————_————————— 
| , 
û 


1/2 
1 


A3 


À, 
— 1/6 


À10 | —1/6 | —1/12 |—1/12 | —1/10] —1/30 |—1/60|—1/60| —7/60 


2Ù 3 | 4 | 2 | 1/6 | 116 | 
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4-ième cases associées respectivement aux variables z4 et xs. Par conséquent, 
la grande itération, qui comprend deux étapes, s'achève par le résultat 1°. 
La solution du problème est définie par le vecteur 


X* = (0,0, 0, 0, O0, 10/31, 0, 6/31, 2). 


Ainsi, la procédure de résolution du problèmo se compose de trois étapes 
de la méthode duale du simplexe. 


4.&. La règle de formation de la contrainte additionnelle tra- 
duite par la formule (4.13) peut être appliquée également aux pro- 
blèmes totalement en nombres entiers (7; — #7) examinés au para- 
graphe précédent. La formule (4.13) prend la forme 


{" Si Yes Yto 
ô,; = . 4.16 
An) Si vu > Vo 79 
Au lieu de la contrainte additionnelle 
Vo D VyTs: (4.17) 
3e J 


qui est à la base de l’algorithme du $ 3, introduisons une contrainte 
additionnelle nouvelle 


Vio < 2 Out}, (4.18) 
> 
dont les nombres 6, se calculent d’après la formule (4.16). 

Si tous les y,,; ne dépassent pas Yr0, (4.18) coïncide avec (4.17). 
Mais si certains des y, sont plus grands que V0, les coefficients 
des contraintes (4.18) qui leur répondent sont strictement inférieurs 
aux coefficients correspondants de (4.17): 


Vi —Y1 ; 
j 0. 


LR Der ter 


Par conséquent, la contrainte (4.18) n’est jamais plus faible que 
la condition (4.17) et dans de nombreux cas elle est même plus 
forte. L'utilisation de contraintes additionnelles du type (4.18) 
diminue généralement le nombre d'étapes nécessaires pour résoudre 
le problème. 

Résolvons à titre d'exemple le problème (3.29)-(3.32), examiné 
au paragraphe 3.7, en utilisant la nouvelle règle de formation des 
contraintes additionnelles. 

La procédure correspondante est donnée par le tableau 5.3. La 
solution s'obtient en quatre itérations qui forment deux grandes 
itérations. Rappelons que ce même exemple fut résolu au para- 
graphe 3.7 avec emploi de contraintes additionnelles du type (4.17), 
ceci en 11 itérations. Ainsi dans le cas considéré la nouvelle règle 
s'est avérée très efficace. 
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$ 5. Autres méthodes de programmation 
en nombres entiers 


5.1. Voici une brève description d’une autre méthode de réso- 
lution des problèmes en nombres entiers [26]. Cette méthode, de 
même que les algorithmes du paragraphe précédent, est fondée 
sur la troncature successive du polyèdre convexe des conditions 
du problème et s'apparente par sa technique de calcul à la méthode 
duale du simplexe. Pourtant, à la différence de l'algorithme du 
$ 3, elle nécessite à chaque étape l'introduction d’une contrainte 
additionnelle, et il se trouve de plus que les paramètres z;; de tout 
tableau intermédiaire sont des entiers. Revenons au problème (3.1)- 
(3.4) et supposons que l'on ait trouvé un certain système de ses 
vecteurs des conditions As, , +-+, À,, qui jouit des propriétés 
suivantes : 

les coefficients de décomposition z;; de n'importe quel vecteur 
A; ( = 0, 1, ..., n) sont des entiers; 

les critères zo, de tous les vecteurs des conditions sont non néga- 
tifs. 

Si chacun des nombres z;0 (à — 1, 2, ..., m) est non négatif, 
le programme à base À4,, À4,, ..., 4, est la solution cherchée 
du problème. | 

Supposons que parmi les z;0 il y ait des nombres négatifs. Cela 
signifie que le système de vecteurs As, As As, est une 
pseudobase (base d’un certain pseudoprogramme). 

On pourrait certes choisir l’un des indices à tel que z;o < 0 et 
effectuer une itération de la méthode duale du simplexe en faisant 
décroître la valeur de la forme linéaire du problème. Toutefois, 
dans ce cas, la condition d'’intégralité des paramètres du tableau 
serait en règle générale enfreinte à cause de la nécessité de diviser 
par l'élément directeur de la transformation. On ne peut garantir 
que les paramètres du nouveau tableau soient en nombres entiers 
que lorsque l'élément directeur de la transformation est égal à —1. 

Or, n'est-il pas possible de former une nouvelle contrainte à 
laquelle satisfassent tous les programmes entiers et qui cependant 
détermine la ligne génératrice de la transformation dont l'élément 
directeur est —1? Il se trouve que cela est possible. Supposons que 
Zr0 <Oet il y ait parmi les +,; des nombres négatifs. La contrainte 
additionnelle se construit d’après la condition 


Ta, = En — À LijT)J (5.1) 
jeJ 
associée à la Z-ième ligne du tableau (2 = 1, 2, ..., m). Choisissons 
un nombre arbitraire & => 0 et considérons les rapports 
T1} 


& ? 


27—0776 
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qu'il est commode de mettre sous la forme 


Zij [Ty Zi} Zij 
a =lelt(e-[e))- 
En désignant par n,; (a) et y:5 (&) respectivement les parties entière 


L 
et fractionnaire de #, on obtient 


= ru (@)+yu (a), O<yys <1. (5.2) 


Divisons (5.1) par & et transformons l'égalité obtenue à l’aide de 
(5.2) : 


Ts 
+ D vu (@) ri — Vo (a) =mo(a)— Diruy(a)z;. (5.3) 
jeJ jeJ 
Avec zx; > 0, le premier membre de (5.3) est la différence entre 
une quantité non négative et Yz0 (&) << 4 et est donc strictement 
supérieur à —{. Par conséquent, le deuxième membre de (5.3), 
étant entier avec x, entiers, vérifie la condition 


Rio (&) — À ny (&)z5>0, (5.4) 


vraie pour tout programme du problème (3.1)-(3.4). Introduisant 
une nouvelle variable z,+1, nous récrivons (9.4) sous la forme 


Zn = 70 (&) — 2 ru (&) ïs, Tnnu > 0. (5.9) 
j 


D'après (5.2), la négativité de z,; entraîne celle de n,, (œ&), et inver- 
sement, la négativité de 7; («) entraîne celle de zy. 

‘Par suite, 2,0 < 0 et parmi les nombres »,; il en est qui sont 
négatifs, ce qui signifie que la ligne du tableau définie par la nouvelle 
contrainte peut être prise comme ligne génératrice pour la transfor- 
mation ultérieure. De plus, avec 


a>max(—zi;), 
jeJ 


à chaque zy; négatif, j € J, correspond n,;(«) — —1 [cf. (5.2)], 
c’est-à-dire l'élément directeur de cette transformation est d’avance 
égal à —1. 


5.2. Voici les considérations qui permettent de guider le choix 
du nombre «& qui entre dans (5.5). La forme linéaire (3.1), à la suite 
de la transformation de l'élément directeur n,; — —1, décroît 


d’une quantité 
0 “Tor. 
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Comme on le voit, la décroissance de la forme linéaire ne peut que 
diminuer avec la croissance de &. C’est pourquoi il est rationnel de 
prendre pour & le plus petit nombre possible &, tel que l'élément 
directeur soit égal à —1. Il est clair que 


ao max (— Z13) 
je 


On peut déterminer la valeur exacte de «&, en se guidant sur la 
règle suivante. Supposons l'indice * choisi d’après la condition 


Zoh = MIN Zojs Tik 0. (5.6) 
X7y<0 


Sélectionnons pour tout xy; << 0 le plus grand nombre naturel 
possible d; tel que 


a 2 To (5.7) 
Dans ce cas, 
TIJ 
— — — }. 5.8 
o max | Tr) (5.8) 


Nous laissons au lecteur le soin de justifier cette règle (cf. exer- 
cice 12). | 

Après avoir calculé &o, posons &« — &o dans (9.5) et ajoutons au 
tableau disponible la colonne unité em+, et la ligne aux éléments 
ni (@o) (ny (@) = O Si j — 4, S2, . . ., Sm)- 

Transformons ensuite le tableau en prenant pour ligne direc- 
trice la nouvelle ((m + 1)-ème) ligne et en choisissant la colonne 
directrice d'après les règles de la méthode duale du simplexe. Le 
choix de &o égalise l’élément directeur. de la transformation à —1. 
Par conséquent, le nouveau tableau jouit de la propriété du tableau 
précédent, c'est-à-dire se compose de nombres entiers zi;, et de 
plus, x; > 0. pour j = Â, 2, ..., n + 1. La suite d'opérations 
ainsi décrite constitue une itération isolée de l’algorithme. Les 
itérations sont effectuées jusqu’à ce que l’on obtienne un tableau 
dans lequel ou bien toutes les composantes de base seront non néga- 
tives, ou bien uneligne aura son premier élément négatif etses autres 
éléments non négatifs. Dans le premier cas, le problème est résolu; 
dans le deuxième, ses conditions sont contradictoires. 

Si, à l’une des étapes, une variable additionnelle quelconque 
étant d’abord secondaire devient ensuite variable de base, la ligne 
et la colonne qui lui correspondent sont rayées. Il est bon de faire 
le choix de la ligne / qui engendre la contrainte additionnelle en se 
guidant sur la condition de décroissance maximale de la fonction 
(3.1) à l'étape considérée. 

Cette méthode suppose l’existence d’un tableau initial aux nom- 
bres entiers et aux valeurs non négatives des critères. La construc- 


27% 
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tion d’un tel tableau ne demande quelquefois pas de calculs. Mais, 
dans le cas général, l’étape préalable se ramène à l'application 
de la même méthode à un certain problème auxiliaire; de plus, 
l'une des itérations de cette méthode peut mettre en évidence l’im- 
possibilité de construire le tableau initial, ce qui indique naturelle- 
ment que le problème initial n’a pas de solution. 

Compte tenu de la complexité de l'étape préalable, il est douteux 
qu’on puisse appliquer raisonnablement la méthode décrite aux 
problèmes dans lesquels le contenu du tableau initial n’est pas 
évident. 

Si, à chaque étape de la méthode, la colonne directrice est choisie 


d’après les critères vectorielles Zoj (cf. paragraphe 3.4), et si toutes 
les N itérations (V étant un nombre fixé) la ligne Z est choisie à 
partir de la condition 
S—= min S;, Zi <LO, 
X10< 


alors, dans le cas où la forme linéaire (3.1) est bornée inférieurement 
sur l’ensemble (3.2)-(3.3), la finitude de la méthode est assurée. 

5.3. Le lecteur pourrait avoir l'impression que toute règle de 
formation des contraintes additionnelles, susceptible d'assurer la 
troncature du programme non entier disponible tout en conservant 
tous les programmes entiers, conduit à la méthode de programmation 
en nombres entiers. Le but du présent. paragraphe est de montrer 
qu'un tel raisonnement est erroné et de prévenir le lecteur de la 
nécessité d'observer une certaine prudence en utilisant les différentes 
règles de troncature des polyèdres. 

Considérons encore une fois le problème en nombres entiers 
(3.1)-(3.4). Supposons que X®) soit une solution du problème (3.1)- 
(3.3), dont certaines composantes sont fractionnaires. Introduisons 
une contrainte additionnelle du type 

D y >, (5.9) 
TA 
où J est l’ensemble des indices des variables secondaires du pro- 
gramme X(1). 

Le programme X() ne satisfait pas à (5.9), puisqu'il rend nul le 
premier membre de cette relation. 

D'autre part, si À est un programme entier quelconque, alors 
parmi ses composantes z;, j € J, il en est qui sont positives, et le 
premier membre de (5.9) est égal à un entier positif, ce qui signifie 
que la condition (5.9) est observée. Ainsi, la contrainte (5.9), pro- 
posée en 1959 par Dantzig [36], jouit en effet de deux propriétés 
caractéristiques des conditions supplémentaires de la programmation 
en nombres entiers. Pourtant, comme l'ont montré Gomory et 
Hoffman [30], l'algorithme de programmation en nombres entiers, 
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fondé sur la règle (5.9), ne conduit généralement pas au but. Repre- 
nons les raisonnements bien simples de [30]. 

Convenons de désigner par z,44 > 0 une variable additionnelle 
qui transforme en égalité l'&-ème contrainte additionnelle. Consi- 
dérons un programme arbitraire X = (Zi, Z:, ..., z,) du pro- 
blème (3.1)-(3.3). Les valeurs des variables additionnelles z,+44 
sont déterminées univoquement par le programme X, soit Zita — 
= Tnta (À). 

Numérotons les composantes du programme X dans l'ordre de 
leur croissance et désignons par z; (X) la valeur de la nouvelle 
j-ième composante. Ainsi, 


Ti (X) KT: (X) <... <a (X). (5.10) 
Posons 
nm 1 
o(X)= D zx(X). (5.11) 
j= 
Lemme 5.1. Si pour X quelconque 

o (X) > 1, (0.12) 

alors : : 
Tata (X) > Tn-mi (À), &@ = 1, 2, ... (5.13) 


Démonstration. Par définition, 


Tn41 (À) = à zj — 1. 
JE J 


L'ensemble des indices J comprend r —m éléments. Par corsé- 
quent, pour un certain k € J la composante 


Th > Tn-m_ (X). 
La relation évidente 


D mt D t>zn +0 (X) 
jEJ JeJ 

j#R 
et la condition (5.12) entraînent 

Zn+1 (X) > Zn + G(X) — 1 Drn-m (X). (9.14) 


L'inégalité (5.14) signifie que dans le problème obtenu à partir 
de (3.1)-(3.3) par addition de la condition (5.9) les variables z, (X), 
j=1,2,..., rRr —m —1Â, gardent leurs valeurs antérieures. En 
reprenant donc les raisonnements ci-dessus, nous pouvons justifier 
(5.13) avec « — 2. D'une manière analogue on vérifie l'inégalité 
(5.13) pour & quelconque. Le lemme est ainsi démontré. 

Le lemme 5.1 sert de base à la démonstration de la proposition 
suivante. 
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Théorème 5.1. Si chaque programme optimal du problème 
en nombres entiers (3.1)-(3.4) compte au moins m + 2 composantes 
positives, l'algorithme établi à partir des contraintes additionnelles 
du type (5.9) re peut aboutir à la solution recherchée. 


Démonstration. Supposons que la proposition du théo- 
rème soit fausse, c'est-à-dire que l'algorithme aboutisse en quelques 
itérations à un programme entier X* qui est alors, évidemment, 
solution du problème. Complétons X* par les variables z,,, (X*), 


— 4, 2, ..., t (t est le nombre de contraintes additionnelles 
introduites). 
Parmi les nombres 
Ty Tir oc Zn Tn+1 (À), + + es Tnt (X*), (5.15) 


il doit y avoir nr — m nombres nuls (variables secondaires dont le 
nombre reste invariable à chaque étape). Mais, d’après la condition, 
parmi les entiers x? il y a au moins m + 2 nombres positifs. Par 
conséquent, 
n-m— 1 
o(X*)— 2 zy (X*) > Tn-m1 (X°) > 
2 


et d’après le lemme 5.1 
Tn+a (X*) > Ta-m (X*) > 1. (5.16) 


La relation (5.16) traduit le fait que seuls les r premiers nombres 
du système (5.15) peuvent être nuls. Ainsi, parmi les composantes 
de la solution X* il y a n — m zéros, c'est-à-dire que X* ne compte 
pas plus de m composantes positives. La contradiction ainsi obtenue. 
justifie la proposition du théorème. 

Le théorème 5.1 montre que la convergence de l'algorithme 
considéré ne peut avoir lieu que si la solution recherchée se situe 
sur une arête du polyèdre convexe (3.2)-(3.3) [le problème (3.1)-(3.3) 
est supposé non dégénéré]. Mais même sous ces hypothèses suffisam- 
ment restrictives la convergence de la méthode n'est pas toujours 
garantie puisque le théorème 5.2 se vérifie. Si pour la solu- 
tion X* du problème (3.1)-(3.4) et pour un certain programme X du 
problème (3.1)-(3.3) est remplie la condition 


2 CT >> à CjtŸ, (5.17) 
j= j= 
et si de plus | 

O.(X) > 1, (5.18) 


on sait d'avance que l'algorithme ne converge pas. 
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Démonstration. Si la proposition du théorème était 
incorrecte, en vertu de (5.17) à l’une des itérations de l'algorithme 
le point X serait tronqué, c'est-à-dire pour une certaine variable 
additionnelle x,:. la valeur de z,44 (X) devrait être négative. 

Or, (5.18) et le lemme 5.1 amènent 


Cond 


Zn+a (À) > Tn-m1 (À) > 0. 


La contradiction obtenue justifie le théorème. 

En résumant les résultats exposés, on peut constater que la 
convergence d’un algorithme fondé sur les contraintes additionnelles 
(5.9), si même elle a lieu, ne peut intéresser qu’une classe de pro- 
blèmes excessivement étroite. | 

C'est pourquoi cet algorithme ne peut être recommandé pour 
les calculs pratiques. 

5.4. La solution de certains problèmes de programmation en 
nombres. entiers peut s’obtenir à l’aide de la programmation dyna- 
mique (cf. [5]). 

Considérons à titre d'exemple le problème du sac à dos (cf. para- 
graphe 1.3), qui consiste à maximiser la forme linéaire 


Di Cjt (5.19) 
sous les conditions 
à ajry <b, (5.20) 
2= 
Oz; Ld;,, j =1,2,...,n, (5.21) 


zx; entier, j = 1, 2,...,n. (5.22) 
Les paramètres c;, a; > 0, b > 0 et d; > 0 sont ici des entiers. 
Introduisons les fonctions f, (z) de l'argument entier z pour 

k — 1, 2, ..., n, en posant f4 (z) égal à la valeur optimale de la 

forme linéaire du problème (5.19)-(5.22) dans lequel l'indice nr et 

le paramètre b sont remplacés respectivement par X et z. 


Les valeurs des fonctions jf, et f:_, sont associées par des rela- 
tions récurrentes 


fa (2) = max [fs (2 — ah) + ch], (5.23) 
où le maximum est pris sur les h entiers qui vérifient les conditions 


OKR<KR(S, k)= min {[ =]. de } 


nous laissons au lecteur la justification de cette relation (cf. exer- 
cice 19). 
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La relation (5.23) permet de calculer successivement les valeurs 
de toutes les fonctions f, (z) pour 0 < z < b, si l’on tient compte que 


fi (z) = ci min (=) , à} . 


Pour définir à l’aide de (5.23) la valeur de la fonction f, au 
point z, il faut effectuer une opération de division, À (k, z) opéra- 
tions d'addition et » (k, z) opérations de comparaison. Par consé- 
quent, le calcul de f, (z) pour 0 £ z < b impose 

b 


2 2 k(R, 2) + b 


opérations. Si l’on suppose que a; = 1, d; — d< b, j = 1, 2, ... 
.., À, le nombre total d'opérations nécessaires pour définir toutes 
les fonctions f; (z), j = 2, 3, ..., n, s'exprime par la formule 


d (2b —d+1)(n —1). (5.24) 


Connaissant les fonctions f; (z), il est aisé de calculer les compo- 
santes du programme optimal cherché du X*-problème (5.19)-(5.22). 
Prenons' 


0 2% < dA à partir de la condition 
Cnln + /n-1 (0 — ann) = În (d); 
0 2r7-1 L dn_-1 à partir de la condition 


Cnm1lnnt + fn-2 (d — autn — An-1tn 1) = fn-1 (db — 4,77) ; 


etc. 
0 & 7°  d2 à partir de la condition 
Cat + fa (db — antn —... — axtn) = 
= fa (b — ant —... — ai); 


0 < zŸ < di à partir de la condition 
cazi —= fa (db — auth —... — a22)). 


En additionnant les r égalités précédentes, on obtient 
n 
à CÿTS = În (b), 
= 
ce qui veut dire que le vecteur X* aux composantes entières zÿ 
est solution du problème (5.19)-(5.22). 

Les opérations liées à la détermination des composantes 2° 
d’après les fonctions connues f; (:) s'avèrent superflues si l’on retient 
chaque fois, lors du calcul du second membre de (5.23), la valeur 
de l'argument À pour lequel est atteint le maximum. 

Si dans le problème (5.19)-(5.22) chacune des variables ne 
peut prendre que deux valeurs: O0 ou 1, c’est-à-dire si d,; = 1 et 
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a; = 1 pour 1 < j L 7, alors, d’après (5.24), sa solution nécessite 
2b (n — 1) opérations d'addition et de comparaison. La résolution 
de ce problème par le traitement de toutes les variantes (leur nombre 
est Cbt si c;>0, 1<j<n, b<n) demande b-Cb opérations. 
Lorsque le nombre »r de variables du problème est grand et b © 1, 
b & n, le dernier moyen ne convient manifestement pas, alors 
que le premier conduit à la solution cherchée par une voie assez 
économique. 

Le mérite du procédé décrit consiste encore en ceci qu "il est 
peu sensible au type de fonction à maximiser: le travail nécessaire 
pour la résolution du problème ne s’accroît presque pas si l’on rem- 
place la forme linéaire (5.19) par une fonction non linéaire du type 


se 


à Ps (ti); 


où w; (z;) est une fonction arbitraire d'un argument entier. 

Toutefois, lorsque le nombre de contraintes du problème en 
nombres” entiers augmente, la quantité de travail à fournir en utili- 
sant la méthode de programmation dynamique s'accroît brusque- 
ment. C’est que pour un problème qui compte m.contraintes asso- 
ciant toutes les variables, les fonctions f; sont définies par m va- 
riables : 

f5 = fj (Zi, Z2s + + +, Zm) est la valeur optimale de la forme 
linéaire d’un problème à j variables dont les seconds membres 
des contraintes sont égaux à Z4, 22, . . ., Zm 

C'est pourquoi le volume de calcul des fonctions f; s'accroît 
au rythme d’une progression géométrique à mesure que m augmente. 
I1 semble que la limite raisonnable de l'application de la méthode 
de la programmation dynamique à la résolution du problèmeen 
nombres entiers général soit limitée par trois conditions. 

La méthode de la programmation dynamique est efficace égale- 
ment pour une série de problèmes en nombres entiers spéciaux. 

Considérons, par exemple, le problème de distribution en nom- 
bres entiers, qui consiste à maximiser la forme linéaire 


D D eue (5.25) 
sous les conditions 
> Ati Lai, i—= 1, 2, (5.26} 
j=1 
2 
> z5=0d;, j—1, 2,...,n, (5.27) 
1=1 
Oz: <diy, (5.28) 
Z;, entier. (5.29) 


Ici Ci] > 0, À > 0. 
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Introduisons les fonctions 
F (Z1, Z2), 0OLz:< ai, OLz2< 2; ] = 1, 2, ..) À 
en posant F4 (z:, z2) égal à la valeur optimale de la forme linéaire 


du problème (5.25)-(5.29) dans lequel n = k, a; — z,, az — 22. Les 
fonctions F (z,, z2) se calculent d'après la relation de récurrence 


Fr (21 22) — 
— max [Fi (2 — Anh, 22 — Âonho) + Cinhs + Canhol, (5.30) 
dans laquelle le maximum est recherché par rapport aux nombres 
entiers hk, et h: limités par les conditions 
. Z! ? 
OR, <Lmin {d, LE ]} , 


0<h<min {an [EE ]}, li+<b 


Supposons que le maximum de l'expression (5.30) s'obtient 
avec 


(5.31) 


hi = Lin (21, 22); Ro = Ton (£1, 22). 


Les composantes x; du programme optimal cherché X* sont 
définies par les formules de récurrence 


LP; = Liÿ (Gi — Lin —... — Li j+s, To — Lin —...—TLe j+1) 
i—1,2;, j—1,...,n —1; (5.32) 
Lin = Lin (ai, 2), L — 1, 2. 


Nous laissons au lecteur la justification de l'algorithme exposé, 
de même que l'évaluation du volume de travail nécessaire pour sa 
réalisation (cf. exercice 17). Dans le problème de distribution, le 
volume de travail exigé par la méthode de la programmation dyna- 
mique est conditionné essentiellement par le nombre m de contrain- 
tes (5.26) (dans le cas considéré m = 2). 

Il est rationnel d'utiliser cette méthode pour m < 3. 

Les exemples analysés illustrent le schéma général d'application 
de la programmation dynamique aux problèmes en nombres entiers. 
On voit que cette méthode se ramène à définir certaines fonctions 
associées par des relations de récurrence. On a intérêt à choisir les 
fonctions. et leurs arguments en tenant compte du caractère parti- 
culier du problème, afin que les fonctions adoptées aient le moins 
de variables possible. 

5.5. Ce chapitre donne la description des méthodes exactes les 
plus efficaces de programmation en nombres entiers actuellement 
connues. Toutefois, même ces méthodes ne permettent de résoudre 
que des problèmes de taille relativement petite. 
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Il en est ainsi parce que le nombre d'itérations auquel nous 
nous heurtons en essayant de résoudre un problème de programma- 
tion en nombres entiers d’une taille réelle du point de vue pratique 
peut s'avérer excessivement grand. Malheureusement, ceci constitue 
souvent un obstacle insurmontable, même pour les ordinateurs 
modernes. Voilà pourquoi les méthodes de programmation en nom- 
bres entiers ont besoin d’être perfectionnées et développées. L’actua- 
lité et la difficulté des problèmes qui lui sont liés font de la pro- 
grammation en nombres entiers l’une des orientations les plus promet- 
teuses et les plus intéressantes de la programmation mathématique. 

À l'heure actuelle, on a fort besoin de nouveaux algorithmes de 
programmation en nombres entiers susceptibles d'assurer une opti- 
misation plus rapide. L'’obtention de tels algorithmes n’est possible 
apparemment qu'à la condition d’une étude minuticuse des parti- 
cularités du problème étudié. La mise au point de méthodes de 
résolution de certaines classes spéciales de problèmes en nombres 
entiers est l’une des lignes de recherche les plus importantes et, 
à ce qu’il nous semble, les plus fécondes dans la programmation en 
nombres entiers. Il faut également accumuler l'expérience, pauvre 
pour l'instant, de la mise en œuvre des méthodes disponibles. 

La matière de ce chapitre est en grande partie consacrée aux 
méthodes de programmation linéaire en nombres entiers qui ont 

à leur base l’idée de « troncature ». Ces derniers temps l’intérêt 
Dour les méthodes dites combinatoires de résolution des problèmes 
discrets (y compris des problèmes de programmation linéaire en 

nombres entiers) s’est nettement renforcé. Les méthodes combina- 
toires sont liées à un traitement de toutes les variantes possibles 
du problème. Chacune de ces méthodes se caractérise par un ordre 
bien défini de révision des variantes et par des règles d’élimination 
permettant de mettre en évidence, au cours de la procédure, les 
variantes que l’on sait être non optimales, sans les avoir examinées 
au préalable. La méthode est naturellement d'autant plus efficace 
que le volume de travail nécessaire pour réaliser le traitement est 
plus petit par suite de l’application des règles d'élimination. Parmi 
les ouvrages consacrés aux méthodes spéciales de type combinatoire 
signalons [41], [47], [4]. Dans [79], [80] on trouve des algorithmes 
de programmation en nombres entiers associés à un traitement 
ordonné des variantes possibles. 

Nous n’avons pas abordé ici les méthodes approchées, bien qu’on 
trouve dans la littérature les descriptions de quelques procédés 
approchés simples. La raison n’en est absolument pas que ces pro- 
cédés ne présentent aucun intérêt. Bien au contraire, le grand volume 
de travail exigé par les méthodes exactes leur donne une énorme 
importance pratique. Mais notre omission est due au fait que l’éla- 
boration et l'expérience d’application des algorithmes approchés 
sont encore à l’état embryonnaire. 
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Un certain avenir semble promis au schéma général suivant de 
formation d’algorithmes approchés des problèmes discrets. A chaque 
variante on associe un ensemble déterminé (pas très étendu) de varian- 
tes qui composent le « voisinage » de la variante en question. Le 
traitement direct des éléments du voisinage permet soit de passer 
à une meilleure variante, soit de fixer l'optimalité locale de la 
variante considérée. Dans le premier cas, on poursuit la recherche 
de la meilleure variante. Dans le deuxième, on fait un choix aléatoire 
de la variante qu'il convient de prendre pour le départ d'un nouveau 
processus d’amélioration locale. Ainsi, chacune des méthodes qui 
rentrent dans ce schéma est définie par sa notion de voisinage et par 
son mécanisme de recherche aléatoire. Lors de l'élaboration d’une 
méthode, il est naturellement souhaitable d'indiquer également 
une règle définissant la fin de la procédure et qui soit fondée sur 
une évaluation statistique de l’écart du meilleur des optimums 
locaux par rapport à la variante optimale recherchée. Un des algo- 
rithmes de ce type, appliqué à un problème particulier (le problème 
de distribution), est proposé dans [24]. 

Parmi les travaux contenant une description des méthodes de 


programmation en nombres entiers signalons également [46], [53], 
[71], [72], [73]. 


Exercices 


1. Montrer l’équivalence des conditions (1.27) et (1.28)-(1.30). 
2. Ramener le problème général de programmation en nombres entiers 
aux variables bornées à un problème aux conditions d'intégralité du type 


z; = 0 ou di. 


3. Utiliser les recommandations du paragraphe 1.4 pour ramener, avec 
un degré de précision donné d'avance, le problème de maximisation d’une fonc- 
tion du type 


ñn 


D Pj(zi)s 
J=1 


aux arguments bornés et associés par un système quelconque de conditions 
linéaires, à un problème de programmation linéaire (totalement) en nombres 
entiers. 

4. Montrer que si @; (z;) sont des fonctions convexes vers le haut, la condi- 
tion supplémentaire d’intégralité du problème équivalent de l'exercice 3 est 
superflue. 

5. Décrire à l’aide d’un système de contraintes linéaires et de conditions 
d’intégralité le polyèdre M qui est une réunion des polyèdres convexes M};, 
i — 1, 2, ..., m. Les systèmes de contraintes des polyèdres M; s ;:nt supposés 
connus. 

6. Démontrer le théorème 2.3 en se servant des théorèmes 2.1 et 2.2. 

7. Prouver que l'algorithme du $ 3 est fini en utilisant la règle de choix 
de la ligne ! énoncée au paragraphe 3.6. 

8. Résoudre à l’aide de l'algorithme du $ 3 le problème en nombres entiers 
qui consiste à maximiser la forme linéaire 


Szs + 2zo — ra + 2x + Frs — Ze 
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sous les conditions 
5x: + Gr2 + A + 2x4 — 3zs + Dte = 11, 


Dry + 5ze + Tzs + 3zs + 9x = 10, 
271 + 2x2 + 2zs + 375 = 4; 
z;j > 0 entier, j = 1, 2, Hs) 


9. Démontrer que l’algorithme de programmation partiellement en nombres 
entiers du $ 4 est fini sous les conditions du théorème 3.1 et sous l’hypothèse 
que la forme linéaire du problème est définie seulement par les variables entières 
(utiliser les raisonnements des paragraphes 3.4, 3.5). 

10. Utiliser l'algorithme du Ÿ 4 pour résoudre le problème qui diffère du 
problème de l'exercice 8 par z; supposé non entier. 

11. Résoudre le problème de l'exercice 8 en appliquant la règle de forma- 
tion des contraintes additionnelles exposée au paragraphe 4.4. 

12. Montrer que les relations (5.6)-(5.8) conduisent à la valeur minimale 
de & telle que l'élément directeur de la transformation à ligne directrice (5.5) 
soit égal à — 1. 


13. Résoudre par la méthode du paragraphe 5.1 le problème de maximisa- 
tion de la forme linéaire 


rs — Dre — rs — Ars + 25 — 2x9 + z1 + Ts 
sous les conditions 
2Zy — Zoe — za — ze Æ Brs — Sr + 273 = —1À, 
OT — Ze + 673 — Dry — 25 + 4zs + 28 = 2, 
z; > 0 entier, j — 1, 2, ..., 8, 
en adoptant A4:, As pour base de départ. 
14. Donner un exemple de problème en nombres entiers ayant sa solution 


en un sommet du polyèdre des conditions et qui, néanmoins, ne peut être résolu 


par la méthode considérée au paragraphe 5.3 (appliquer les conditions du théorè- 
me 9.2) 


15. Justifier la relation de récurrence (5.23). 


16. Résoudre par la méthode de la programmation dynamique le problème 
de maximisation de la forme linéaire 


274 + ze + 4zs + Sz + 1075 + 3x + 25 + 11zs + 29 + 3t10 
sous les conditions 
27 + Ste + 2rs + 4x, + Sr + Tre + 27 + Grs + 4x0 + 2r10 L 13; 
z; > 0 entier, j = 1, 2, ..., 10. 


17. Donner la justification de la méthode de résolution du problème de 
distribution en nombres entiers fondée sur les principes de la programmation 
dynamique et évaluer le volume de travail exigé par cette méthode. 


Chapitre 6 


PROGRAMMATION STOCHASTIQUE 


La programmation stochastique est une branche de la programma- 
tion mathématique qui a pour objet les méthodes de résolution des 
problèmes de gestion et de planification dans des conditions de 
risque ou d'indétermination. 

Les organes de planification sont loin d’avoir toujours à leur 
disposition l'information nécessaire pour la planification de l'éco- 
nomie ou pour la gestion de la production. Le fonctionnement des 
installations automatiques s'accompagne généralement d'incidents 
imprévus dont les lois statistiques ne peuvent pas toujours être 
définies et prises en compte lors du calcul des actions de commande. 
Ainsi, dans les modèles de programmation mathématique auxquels 
se ramènent les problèmes de planification et de gestion, certains 
paramètres (ou tous les paramètres) du facteur de qualité et des 
contraintes peuvent être indéterminés ou aléatoires. Dans certains 
cas, l’expérience, la statistique et l’analyse des processus qui déter- 
minent la modification des données initiales permettent d'établir 
telles ou telles caractéristiques probabilistes des paramètres du 
problème. Dans d’autres cas, aucun fait ne permet de juger des 
principes statistiques susceptibles de faire varier les valeurs suppo- 
sées des paramètres considérés. Les situations correspondant au 
premier cas sont appelées situations comportant un risque. Celles 
qui rentrent dans la deuxième catégorie sont dites indéterminées. 

Malgré des recherches assez intenses dans ce domaine, la pro- 
grammation stochastique est encore une branche faiblement déve- 
loppée de la programmation mathématique. En programmation 
stochastique, plus que dans les autres parties de la théorie des pro- 
blèmes extrémaux conditionnels, des difficultés considérables guet- 
tent le chercheur non seulement (et, peut-être, non point ‘ant) 
lors de l'élaboration de méthodes de résolution des problèmes, mais 
aussi lors de la formulation des problèmes dans lesquels il est parfois 
nécessaire de refléter des aspects assez délicats d’une situation, 
aspects qui surgissent lors de la planification et de la gestion dans 
des conditions de risque et d’indétermination. 
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La voie à première vue naturelle de l’analyse des problèmes de 
programmation stochastique, qui consiste à remplacer les paramètres 
aléatoires par leurs valeurs moyennes et calculer les programmes 
optimaux des problèmes déterministes ainsi obtenus, est loin de 
conduire toujours à une solution admissible. D'où la nécessité 
d'élaborer des modèles de gestion dans des conditions d'information 
incomplète, ainsi que des méthodes assurant leur exploration. 

Le présent chapitre expose brièvement les différentes formula- 
tions de la programmation stochastique et les modes possibles de 
leur étude. Le $ 1 est consacré à la classification des problèmes de 
programmation stochastique. La division des problèmes stochasti- 
ques en classes suivant divers critères permet de faire correspondre 
aux différents modèles de gestion dans des conditions d’information 
incomplète les formulations des problèmes de programmation sto- 
chastique qui sont les plus naturelles pour eux. Les $$ 2 à 4 ont 
pour objet l'étude de trois énoncés assez généraux de problèmes de 
programmation stochastique qui diffèrent entre eux par la définition 
de la notion de programme du problème. Dans le $ 5 sont donnés 
les critères du programme optimal d’un problème de programmation 
stochastique en fonction des solutions des problèmes déterministes 
engendrés par ce problème. Le $ 6 est consacré à la programmation 
dite markovienne, branche particulière mais importante pour les 
applications de la programmation stochastique. : 


$ 1. Classification des problèmes 
de programmation stochastique 


1.1. Considérons le problème de programmation linéaire qui 
consiste à maximiser la forme linéaire 


L = (C, À) — max (1.1) 

sous les conditions 
AX < B, (1.2) 
X > ©. (1.3) 


Dans le cas général, les composantes du vecteur C de la forme 
linéaire, les éléments de la matrice des conditions À et les compo- 
santes du vecteur des contraintes B peuvent être des nombres aléatoi- 
res. Avec cela, les caractéristiques de la distribution des grandeurs 
aléatoires peuvent être connues (cas du risque) ou inconnues (cas 
de l’indétermination). 

Examinons d’abord le problème où le polyèdre convexe des con- 
ditions (1.2)-(1.3) est déterministe et le vecteur C de la forme linéaire, 
aléatoire. Pour que le problème soit correctement énoncé, il est 
nécessaire de définir ce qu’il convient d'entendre par facteur de 
qualité de la résolution du problème. Souvent il semble logique de 
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choisir comme fonction économique du problème l’espérance mathé- 
matique de la forme linéaire (1.1). Dans de tels cas, le problème 


se ramène à un problème déterministe courant à forme linéaire (C, X) 


(où C est l’espérance du vecteur C) et aux conditions (1.2)-(1.3). 

Lorsque les éléments aléatoires du problème sont constitués par 
la matrice des conditions ou le vecteur des contraintes, on voit 
apparaître des difficultés supplémentaires. 

Lorsque les éléments aléatoires sont ceux de la matrice À ou du 
vecteur B, les relations(1.1)-(1.3) ne peuvent pas encore être considérées 
comme la formulation du problème. Pour que le problème soit 
correctement posé, il faut définir en plus ce qu’on entend par pro- 
gramme du problème, et dans quel sens il faut comprendre la notion 
du facteur de qualité de la résolution. 

Les formulations des problèmes de programmation stochastique 
adaptées aux problèmes de programmation linéaire (1.1)-(1.3) peu- 
vent être différentes. Elles se distinguent principalement par la 
définition des notions de programme et de solution. La préférence 
peut aller à telle ou telle formulation, suivant l'allure particulière 
de l'application. Il est naturel de prendre comme critères fonda- 
mentaux de la classification les définitions possibles du programme 
et de la solution. Comme nous le verrons plus loin, il est bon d’intro- 
duire encore d'autres critères de classification. 

1.2. Commençons par classer les problèmes d’après la définition 
de la notion de leur programme. 

En fonction du contenu concret du problème de choix du com- 
portement dans les conditions d’indétermination ou de risque, il 
est avantageux de considérer comme programme une collection 
déterministe ou aléatoire de paramètres de commande. Dans l’un 
et dans l’autre cas, il y a différentes possibilités pour définir le 
programme. 

Considérons d’abord le cas où le programme est un vecteur 
déterministe. 

On peut indiquer des problèmes dans lesquels la violation d’une 
ou plusieurs de leurs contraintes, lors de la réalisation des conditions 
aléatoires du problème, conduit à des conséquences très fâcheuses, 
si ce n’est catastrophiques. Dans de tels problèmes, il est rationnel 
de ne comprendre par programme que les vecteurs À qui satisfont 
aux contraintes pour toute matrice À et tout vecteur B à probabilité 
positive. Une telle approche conduit à ce que l’on appelle une for- 
mulation serrée du problème de programmation stochastique. 

La formulation serrée des problèmes de programmation stuchas- 
tique exige l'adoption d’une solution en une seule étape et ne 
permet pas de corriger la solution adoptée lorsqu'apparaissent des 
informations supplémentaires sur la réalisation des conditions du 
problème. 
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Les conditions d’un tel problème s’écrivent 


A(g9j X<B(q) pour tout g9€Q, X >0. (1.4) 


q est ici le paramètre aléatoire ou la collection de paramètres 
aléatoires déterminant la réalisation des éléments aléatoires des 
conditions du problème ; Q, l’ensemble des valeurs de g à probabilité 
positive. (L'ensemble © ici est supposé fini.) 

Le choix d’une réalisation de q s'appelle généralement détermi- 
nation d’un état de la nature, et l’ensemble Q, ensemble des états possi- 
bles de la nature. 

La formulation serrée d’un problème de programmation stochas- 
tique nécessite une solution qui appartienne à tous les ensembles 
convexes des conditions à probabilité non nulle. Dans ces conditions 
on ne distingue pas.les domaines de définition du problème à pro- 
babilité très forte ou très faible. L'intersection des polyèdres con- 
vexes, qui délimitent le domaine de définition du problème, peut 
s'avérer vide. La formulation serrée du problème n’a alors aucun 
sens. 

Il existe de nombreux problèmes stochastiques dans lesquels 
il est plus avantageux de ne pas éliminer de l'exploration les collec- 
tions des paramètres de commande associés à des variables d'écart 
de certaines conditions ayant lieu dans des cas de réalisations peu 
fréquentes de paramètres définissant les contraintes du problème. 
Il est beaucoup plus avantageux d'instituer une pénalité pour l'in- 
fraction aux conditions et en tenir compte dans le facteur de qualite 
de la solution du problème. Le montant de la pénalité doit naturel- 
lement être déterminé par la grandeur de la variable d’écart. Cette 
formulation du problème semble être plus souple et souvent plus 
réaliste. 

Dans ce cas la procédure de résolution d’un problème stochastique 
peut être pensée comme divisée en deux stades. Le premier consiste 
à choisir un certain vecteur non négatif À qui ne vérifie pas néces- 
sairement toutes les conditions du problème relatives à tous les 
états de la nature possibles. Ensuite, on fixe la réalisation de la 
matrice aléatoire À et du vecteur aléatoire B et, selon la variable 
d'écart AX —B, on introduit le vecteur £ qui corrige la solution 
adoptée. Cette possibilité de corriger la solution supprime les dif- 
ficultés relatives à la définition de la notion de « programme d'un 
problème stochastique ». 

Les problèmes stochastiques ainsi énoncés s'appellent problèmes 
à deux étapes de programmation stochastique. 

Il est logique d’énoncer les problèmes à deux étapes comme des 
problèmes de recherche du minimum. La minimisation porte sur 
l'espérance mathématique de la somme des valeurs de la fonction 
économique du problème relativement à la solution adoptée et à 
la pénalité définie par les variables d'écart pour non-conformité de 
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la modalité adoptée aux conditions du problème. Lorsque la pénalité 
devient infiniment grande, la formulation du problème à deux étapes 
devient une formulation serrée. 

On considère également d’autres méthodes de définition du pro- 
gramme d'un problème de programmation stochastique. 

Pour beaucoup de problèmes stochastiques engendrés par les 
applications, il apparaît naturel de remplacer les conditions (1.2) 
par des contraintes probabilistes du type 


POS ax < bi)> ps, Op, i=1, 2,...,m, (1.5) 
X > 0. 


Cette écriture signifie que dans la formulation adoptée on entend 
par programme du problème un vecteur À > 0 qui vérifie la ;-ème 
inégalité du système (1,2) avec une probabilité P au moinségale à la 
quantité donnée p;,. Lorsque la violation des contraintes d’un prob- 
lème à deux étapes conduit à une pénalité importante, il est naturel de 
choisir des valeurs de p; voisines de 1. Quant aux contraintes moins 
essentielles, qui donnent lieu à des variables d'écart peu coûteuses, 
il est rationnel de les associer à des valeurs des p, plus petites. Dans 
la formulation serrée des problèmes de programmation stochastique, 
toutes les composantes p; sont égales à l'unité, indépendamment 
de l'importance de telle ou telle contrainte. Ainsi, la formulation 
serrée peut être définie dans le cas général indépendamment de 
l'allure finie ou infinie de l’ensemble Q des états de la nature. 

Appelons dans ce qui suit problèmes à contraintes probabilistes 
les problèmes de ‘programmation stochastique aux conditions du 
type (1.5). 

Dans les formulations examinées jusqu'à présent, on entendait 
par programme et par solution d’un problème les collections déter- 
ministes de paramètres de commande. On peut indiquer des appli- 
cations dans lesquelles on a intérêt à associer la solution du pro- 
blème aux réalisations concrètes de ses conditions aléatoires. Le 
programme et la solution sont alors des collections aléatoires de 
paramètres de commande dont les lois statistiques sont définies 
par les conditions du problème. 

Il arrive souvent que le contenu concret du problème suggère 
le type des liaisons supplémentaires naturelles qui expriment chaque 
programme (y compris le programme optimal) à l’aide de la réalisa- 
tion des conditions aléatoires (éléments de la matrice À et compo- 
santes des vecteurs B et C) et la collection D des paramètres déter- 


ministes : 
X = 0(4,B,C, D). 


Une telle formulation du problème impose le calcul de la collec- 
tion D des paramètres de commande déterministes. 
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Un système dans lequel la commande est régie de la façon indiquée 
est mieux adapté à la variation des conditions du problème. I] 
n'existe pas pour la commande d’un tel système de règle unique, 
commune à tous les sommets de l’ensemble des états de la nature 
possibles; cette commande change avec chaque-réalisation des con- 
ditions du problème, en intervenant avec souplesse dans la modifi- 
cation des états de la nature. 

Dans les problèmes de programmation stochastique où seul Île 
vecteur des contraintes est aléatoire, il s'avère souvent utile d’asso- 
cier le programme X à la réalisation aléatoire du vecteur B par 
une relation linéaire de la forme 


X = DB, (1.6) 


où D est la matrice cherchée, de dimensions nr X m. 

Il existe des situations dans lesquelles il n’y a aucune raison 
de donner d'avance le type de la relation fonctionnelle (règle de 
résolution) qui associe la solution aux réalisations des paramètres 
des conditions du problème. D'où i’intérêt que présentent les for- 
mulations de programmation stochastique dans lesquelles la règle 
de résolution n’est pas donnée mais s’obtient au terme de la résolu- 
tion du problème. 

Remarquons que le passage de la recherche de la solution sous 
la forme d’un vecteur déterministe à la recherche de la règle de 
résolution étend le domaine de définition du problème et aussi, dans 
le cas général, la marge de variation du facteur de qualité de la 
solution. 

Dans ces conditions, le maximum accessible de la fonction éco- 
nomique ne peut qu'augmenter et le minimum accessible ne peut 
que diminuer. C’est pourquoi, dans tous les cas où les règles de 
résolution ont un sens et peuvent être interprétées en termes cohérents 
du problème considéré, il est rationnel de définir la solution d’un 
problème de programmation stochastique sous la forme d’un vecteur 
aléatoire. 

Le calcul du vecteur aléatoire X se ramène ainsi au calcul de la 
matrice déterministe D. 

Dans ce qui suit, nous rencontrerons de nouveau des énoncés 
de problèmes dans lesquels il est naturel de prendre le vecteur aléa- 
toire À comme solution du problème. 

1.3. Dans les formulations des problèmes stochastiques on 
doit spécifier non seulement ce qu’on entend par programme, mais 
encore ce qu'il faut considérer comme solution du problème. A cet 
égard présente un intérêt la classification des problèmes de pro- 
grammation stochastique d’après le facteur de qualité de la résolu- 
tion du problème. 

Voici les facteurs qui se présentent tout naturellement : 

a) espérance mathématique de la valeur de la forme linéaire: 
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b) variance de la forme linéaire; 

c) combinaison linéaire de l'espérance mathématique et de la 
variance de la forme linéaire; 

d) probabilité d’une forme linéaire dépassant un certain seuil 
fixé ; 

e) espérance mathématique de la fonction d'utilité de la forme 
linéaire; | 

f) maximin de la forme linéaire (le maximum est pris sur l’en- 
semble des programmes ZX et le minimum sur les états de la nature 
q admissibles) ; 

g) maximin de l’espérance mathématique de la forme linéaire 
(le maximum est pris sur les distributions Fx; des programmes X 
définis sur l’ensemble des programmes du problème, et le minimum 
sur les distributions F1.8.c des éléments des conditions du pro- 
blème ou, ce qui revient au même, sur les distributions F, des états 
de la nature données sur l’ensemble Q des états de la nature admis- 
sibles). 

En choisissant la fonction économique comme critère pour classer 
les problèmes de programmation stochastique, il est naturel de 
considérer sept classes, conformément aux facteurs de qualité de 
la solution qui ont été dénombrés. 

Les problèmes dans lesquels le facteur de qualité est l'espérance 
mathématique de la valeur de la forme linéaire s'appellent ÆE-mo- 
dèles. 

Les problèmes qui consistent à minimiser la variance de la forme 
linéaire portent le nom de V-modèles. Appelons EV-modèles les 
problèmes qui imposent l’optimisation de l’espérance mathématique 
de la forme linéaire compte tenu de la pénalité due à la variance. 
Le cas de l’optimisation de la probabilité pour la forme linéaire de 
dépasser un certain seuil est appelé P-modèle. 

Le nom°de U-modèles est attribué aux problèmes dont le facteur 
de qualité de la ‘solution est la] fonction d'utilité de la forme 
linéaire. 

Nous appelons Mm-modèle les problèmes dans lesquels le maxi- 
min de la forme linéaire est une fonction économique, et WMmE- 
modèle les problèmes dans lesquels le facteur de qualité de la solu- 
tion est le maximin de l'espérance mathématique de la forme linéaire. 

Constatons que pour un Mm-modèle la solution du problème 
est un vecteur déterministe. Pour les MmË-modèles, la solution du 
problème est généralement un vecteur aléatoire dont les caractéris- 
tiques statistiques sont déterminées d’après les caractéristicues 
probabilistes des conditions du problème. Le choix, en qualite de 
fonction économique de la solution, du maximin de l'espérance 
mathématique de la valeur de la forme linéaire ramène le problème 
de programmation stochastique à un problème de jeu. L'écriture 
de la formulation en termes de jeu des problèmes de programmation 
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stochastique devient plus naturelle si l’on considère comme fonction 
de payement non la valeur de la forme linéaire mais la différence 
entre cette valeur et la pénalité pour la variable d'écart du pro- 
gramme. 

1.4. Considérons un peu plus en détail, afin de ne pas y revenir 
par la suite, la formulation en termes de jeu du problème de’ pro- 
grammation stochastique [43]. 

Le problème (1.1)-(1.3), où les éléments de la matrice des con- 
ditions À, du vecteur des contraintes B et du vecteur de la forme 
linéaire C sont aléatoires,- est considéré ici comme un jeu à deux 
personnes à somme nulle. Le premier joueur est celui qui prend la 
décision. Il s’efforce d'obtenir le plus grand gain moyen possible. 
I1 s'oppose à la nature dont les états interviennent pour réduire au 
minimum le gain moyen du premier joueur. Pour chaque état de 
la nature g et pour chaque choix de X, on entend par gain la diffé- 
rence entre la valeur correspondante de la forme linéaire et la péna- 
lité pour la variable d'écart du programme: 


g[X, À(g), B(), C(@]= 
= À cj(q) x; — À Pa | À di; (g)z5—bi @ | . 


Ici p; (y) (à = 1, 2, ..., m) est une fonction continue non décrois- 
sante de y, égale à zéro si y << 0. 

L'ensemble Q des états de la nature possibles q et le domaine 
M des programmes admissibles À sont supposés donnés d'avance. 
L'ensemble Q définit la partie de l’espace euclidien de dimensions 
mn + m + n qui correspond au domaine admissible de variation 
des éléments a;;, b;, c; des conditions du problème. Appelons ce 
domaine ensemble 4. 

Soient S l’ensemble des distributions Fx du vecteur X définies 
sur M et T l’ensemble des distributions communes F,,8..c de la 
matrice À et des vecteurs B et C définies sur NV. I] a été démontré 
que pour des hypothèses assez peu restrictives relatives aux ensem- 
bles M et N (hypothèses qui se ramènent à supposer ces ensembles 
compacts), il existe des Fx € Set des F1,8.c € T sur lesquels on 
obtient la solution du jeu 


maximin _ 
FyES; FÀ,p,c£€T NT &, B, Ÿ) dFx (Ë) dFa,p,c (æ, B, Y) — 


—  minimax [ g(E «a, B, v)dFL(E) dFa.s.c(a, B, y) = 
FA,B,ceT: FxES yj$n 


= | 8Œ oc 8, naFi (din, cfa, B, Ÿ. 


MXN 
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FX et F4, p, c Sont ici les stratégies optimales de celui qui prend 
la décision et de la nature. 

Si le problème (1.1)-(1.3) est résolu dans des conditions d'’indé- 
termination, quand la fonction F1, 28, c n’est pas connue d'avance, T'est 
un ensemble de toutes les distributions possibles définies sur , 
et la solution Fx. du problème stochastique détermine en général 
une stratégie mixte. 

Si le problème de programmation linéaire est résolu dans des 
conditions de risque, quand la fonction F1, 8. cest connue d'avance, 
l’ensemble T se réduit à ce seul élément. La stratégie optimale du 
premier joueur se trouve être alors une stratégie pure. On peut 
choisir comme ensemble M, par exemple, l'ensemble des vecteurs 
X > 0 qui satisfont à la condition (1.5). Pour p, = 1, la pénalité 
disparaît de l’expression du gain g. Nous aboutissons à la formulation 
serrée du problème de programmation stochastique, 


| (C, D.4Fx (8 =(C, X)+max, 
M 
sous la condition X € M. 


On voit que les différentes formulations d’un problème de 
programmation stochastique sont liées surtout aux diverses défini- 
tions du programme et de la solution du problème. Il existe d’autres 
facteurs encore qui interviennent dans l’approche à la formulation 
et à l’exploration du problème. La question de savoir quelles sont 
parmi les formulations des problèmes stochastiques celles qu'il 
convient de reconnaître comme meilleures ou comme moins bonnes 
n’a de sens qu'’appliquée à des cas concrets. Dans des situations 
où chaque erreur de calcul peut être fatale, il est naturel de recourir 
à la formulation serrée du problème. Si dans ces conditions la for- 
mulation serrée n’a plus de sens, il est rationnel de passer à un 
problème à contraintes probabilistes du type (1.5), aux valeurs 
des p,;, aussi proches que possible de l'unité. Dans les situations où 
une extension du domaine de définition du programme justifie 
l'espoir d’un gain fourni par la forme linéaire, ce gain dépassant 
la pénalité due à la variable d’écart, il est naturel d'opter pour une 
formulation ‘à ‘deux étapes (problème de décision). On peut enfin 
indiquer des situations dans lesquelles l'effet de la commande dans 
les conditions d’indétermination ne se manifeste que pour de mul- 
tiples répétitions d’une certaine procédure. Dans les cas où ?2s 
décisions sont prises chaque fois dans des conditions identiques, la 
formulation en termes de jeu des problèmes de programmation 
stochastique est justifiée et peut être recommandée. 

1.5. Les problèmes de programmation stochastique peuvent 
être classés également en problèmes statiques et dynamiques. Dans 
les problèmes statiques, le caractère stochastique des conditions 
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est déterminé par des grandeurs aléatoires, dans les problèmes dyna- 
miques, par des fonctions aléatoires ou des suites aléatoires. Les 
lois de variation des caractéristiques statistiques des fonctions ou 
des suites aléatoires doivent être prises en compte aussi bien dans 
la formulation du problème que dans la construction des méthodes 
d'analyse. L’optimisation des modèles probabilistes dynamiques 
engendrés par les processus ou chaînes de Markov s'appelle pro- 
grammation markovienne. 

Ces dernières années on a vu apparaître également des ouvrages 
consacrés à des problèmes stochastiques à étapes multiples aux con- 
traintes probabilistes conditionnelles et inconditionnelles. Les 
paramètres aléatoires des conditions de ces problèmes, paramètres 
intervenant à des stades différents, ne constituent pas nécessaire- 
ment une chaîne de Markov. 

Pour certaines classes de problèmes stochastiques à étapes mul- 
tiples, on a construit et exploré des règles de résolution optimales. 

On peut indiquer également d’autres critères de classification 
des problèmes de programmation stochastique, différents de ceux 
mentionnés ci-dessus. Nous ne les donnons pas, parce que l’expé- 
rience acquise dans la formulation et la résolution de ces problèmes 
étant manifestement insuffisante, elle ne fournit pas encore de rai- 
son bien fondée pour choisir une classification qui reflète les voies 
de développement de cette discipline. 


$ 2. Formulation serrée des problèmes 
de programmation stochastiques 


2.1. Pour fixer les idées, considérons les problèmes à une étape 
du type Æ-modèle. Désignons comme auparavant les états de la 
nature aléatoires par qg et l’ensemble des états de la nature par Q. 
Le problème à une étape consiste à choisir le vecteur X sur lequel 
est atteint le maximum de l'espérance mathématique de la valeur 
de la forme linéaire 


E (C (g), À) (2.1) 

avec | 
À (g) X <B(g), qgEQ, (2.2) 
X >0. (2.3) 


Soit l’ensemble fini Q des états de la nature. 

Nous dirons que le couple [A, B] est admissible si sa probabilité 
est positive. Le vecteur X, programme du problème stochastique 
quel que soit l’état de la nature q € Q (c'est-à-dire quel que soit 
le couple admissible [A, B]), est dit programme permanent du pro- 
blème. L'ensemble S des programmes permanents d’un problème 
stochastique se compose ainsi des vecteurs À > 0 tels que leur 
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probabilité 
P [A (q) X <B (q)l = 1. (2.4) 


Supposons que la matrice AÀ° et le vecteur B° forment un couple 
admissible, et que le vecteur X° soit solution du problème déter- 
ministe de programmation linéaire dans lequel on demande de maxi- 
miser la forme linéaire 


L = (C, X) (2.5) 

avec 
A°X <B, (2.6) 
X > 0, (2.7) 


où C = EC (q) est l'espérance mathématique du vecteur des coef- 
ficients de la forme linéaire. 

Il est clair que si À est un programme permanent du problème 
stochastique, il en sera aussi sa solution. Ainsi, l’une des approches 
à la résolution d’un problème à une étape consiste à rechercher 
un programme permanent X° qui serait solution du problème déter- 
ministe de programmation linéaire pour un certain couple admis- 
sible {[A°, Bo]. 

Si [A°, B°] n'est pas un couple admissible, alors de ce que le 
programme optimal X du problème (2.5)-(2.7) est permanent il 
ne suit encore pas que X est solution du problème stochastique. 

Le couple [4°, B°] est constitué généralement de la matrice 
A — EA et du vecteur B = EB dont les éléments sont les espérances 
mathématiques des éléments correspondants À (q) et B (q). De 
plus, on suppose que le couple [À, B] est admissible. 

Soit X — (zx, ..., zh) le programme optimal du problème 
déterministe (2.5)-(2.7). Pour établir si À est solution du problème 
stochastique correspondant, il suffit de vérifier s’il est permanent. 
Lorsque tout élément de la matrice À (q) est borné supérieurement 
et les composantes des vecteurs B (q) le sont inférieurement, cette 
vérification ne présente pas de difficultés. 

Il est facile de voir directement que le vecteur X est programme 
permanent du problème à une étape si 


. 
max | > ay | <O0, (2.8) 
i j=1 
où aÏ; est la borne supérieure des éléments a;; (g) et b; la borne 
inférieure des b; (qg) pour tout q € Q. 

Cette méthode de résolution des problèmes à une étape qui débute 
par ie calcul du programme optimal du problème déterministe 


CX — max 
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sous les conditions : h 
AX<B, 
X >0, 


s'appelle résolution par rapport aux moyennes. 
2.2. Il n’y a bien entendu aucune garantie pour _que, partant d’un 


couple admissible [4°, B°], et, notamment, de (4, B], nous obte- 

nions forcément un programme permanent du problème stochastique. 
I] peut y avoir des cas où la préférence doit aller à la méthode sui- 
vante de résolution du problème, qui est plus délicate. 

Pour chaque état de la nature fixe q, les conditions (2.2)-(2.3) 
découpent dans l’espace des variables X un polyèdre convexe. 
L'intersection de tous les ensembles associés aux différents états 
de la nature, elle aussi, est convexe. Si l’ensemble des couples [4, B] 
est fini, la résolution du problème stochastique se ramène au calcul 
du programme optimal du problème déterministe suivant: 


E (C, X) — max, (2.9) 
AUX <LBy q—=1,2,...,k, (2.10) 
X >0, (2.11) 


où [4 Bal sont les couples admissibles numérotés des matrices 
des conditions et des vecteurs des contraintes. 

Une voie approchée de résolution des problèmes stochastiques 
à nombre infini d'états de la nature consiste à approximer l’en- 
semble des couples [4, B] par un ensemble fini et à résoudre un 
problème du type (2.9)-(2.11). 


$ 3. Problèmes à contraintes probabilistes 


3.1. Dans plusieurs applications, l'écriture naturelle des con- 
traintes d’un problème stochastique est de la forme 


P > &ij; rjEb) > Pi, 
J=1 


0<pigi, i=1,2,...,m. (3.1) 


Le sens de cette notation a été explicité au paragraphe 1.2. 

Les problèmes à contraintes probabilistes sont examinés dans 
une série d'articles de Charnes et Cooper. L'’attitude des auteurs 
devant la résolution de ces problèmes est le mieux exposée dans [77]. 

Pour une matrice fixe À et un vecteur de contraintes aléatoire B 
(ce sont les seuls problèmes traités dans ce paragraphe), la condition 
(3.1) peut être ramenée à une forme usuelle et mise sous la forme (2.6). 

Soit @ (b;, . . ., bm) la densité multidimensionnelle de distribution 
des composantes b; du vecteur de contraintes aléatoire B. 
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La densité .de distribution de la composante b; s'écrit 


® (m—1) . 
(= | ....... | PG, .…, 0m) [] ds. 
— 00 oo #1 
Calculons b, d'après l'équation 
Î Pi (bi) db; = pi. (3.2) 
b; 
Il est clair que la relation 
ñn 
P à ax) ? Pi (3.3) 
2= 
est équivalente à l'inégalité 
n nd 
Du <br (3.4) 
?2= 


où b, est calculé d’après (3.2). 
L'’équivalence des relations (3.3) et (3.4) permet de ramener 
le problème stochastique ,de programmation linéaire du type 


E (C, X) — max, 
P (AX < B) 2 p, 


où les vecteurs B et C sont aléatoires et où la matrice À est déter- 
ministe, au problème déterministe de programmation linéaire 
(C, X) + max, 


gs 


AX < B. 


3.2. Dans les problèmes de programmation stochastique il faut 
souvent (cf. paragraphe 1.2) que la solution X vérifie, en plus des 
conditions du type (3.3) ou (3.4), les relations du type 


X = 0 (4,8, C), 


où O est une fonction de classe déterminée. 
Dans [77], on considère comme condition supplémentaire les 
règles de commande du type 


X = DB, 


où D est une matrice déterministe inconnue de dimension (nr X m) 
(la matrice À des conditions du problème a, comme d'habitude, la 
dimension Mm X n). | 

Avec la règle de commande supplémentaire ainsi introduite, le 
programme À et la solution X* sont des vecteurs aléatoires dont 
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les réalisations sont définies par les réalisations du vecteur aléatoire 
des contraintes. | 

Considérons le problème suivant de programmation stochastique. 
Calculer le vecteur X tel que 


E(C, X) — max, (3.5) 
P (AX< B) 2 p, (3.6) 
X = DB. (3.7) 


(Les conditions|X => 0 sont supposées incluses dans lesystème d’iné- 
galités (3.6) avec p; = 1.) 

Dans le problème (3.5)-(3.7), la matrice À est déterministe alors 
que les vecteurs B et C sont des vecteurs aléatoires indépendants. 
Les composantes de chacun de ces vecteurs peuvent être corrélées 
entre elles. 

Trouver la solution de ce problème signifie de calculer les élé- 
ments d;, de la matrice D. 

Transformons l'écriture du problème (3.5)-(3.7). Portons (3.7) 
dans le facteur de qualité de la solution du problème. L'indépendance 
statistique des vecteurs C et B entraîne 

m ñn 
E(C, X)=(C, X)=(C, DB)= Y | dbics, 


i=1 j= 


où Cet B sont les espérances mathématiques des vecteurs Cet B. 

Le facteur de qualité (3.5) est ramené de cette manière à une 
forme entièrement déterministe. Le problème (3.5)-(3.7) consiste 
à calculer la matrice D qui maximise la fonction économique 


(C, DB) (3.8) 
sous les conditions 


P (ADB <B)>p. (3.9) 


Ramenons les”conditions (3.9) au type déterministe équivalent. 
Désignons par a; = (ai, . . ., &in) le i-ème vecteur-ligne de la 
matrice À et introduisons la variable aléatoire C: 


(bibi) —a;D(B—B) 
L — A — . 
V Eli —b;) — a;D (B—B)j° 
Les raisonnements qui suivent se font dans l’hypothèse que la 
variable &, ou, ce qui revient ici au même, le vecteur des contraintes 


B sont distribués suivant une loi normale. 
On voit aisément que 


Gi=Eti=0 et cf, = ii = 1, 


AAA PROGRAMMATION STOCHASTIQUE [CH. 6 


c'est-à-dire que les grandeurs aléatoires 6, ont des variances moyen- 
nes nulles et unitaires. 
Ecrivons la condition (3.9) séparément pour chaque contrainte: 


P (a;,DB £ b;) > pr, i=1,2,..., m. (3.10) 
11 est aisé de s'assurer par calcul direct que l'inégalité 
a; DB < b; 


est équivalente à la relation 
—b;+a;DB 
Gi > > — = — TU e 
V EI: 6) —aD(B—B)}° 


C'est pourquoi les conditions (3.10) peuvent être remplacées 
par des inégalités du type 


P (Ge >1 cb) > Pi l — 1, 2, ...) M (3.12) 


Par hypothèse, les €, sont distribués d'après une loi normale. Par 
suite, il résulte de (3.12) que 


(3.11) 


{2 


1 t 
7 j° 2 d> pi, 


6 


ou 
1 — D (Gi) > Pi 


où O(é) est la fonction de Laplace. 
Cette dernière inégalité est équivalente à la relation 


Gi < DEA — py) = kr (3.13) 
Avec D: >< (et c’est le seul cas qui présente quelque intérêt dans 
les problèmes pratiques), 
k; > (0. 
Sous les hypothèses adoptées, les nombres k; dépendent seule- 


ment des probabilités données p; et ne dépendent pas des éléments 
de la matrice recherchée D. 


Portons l'expression de &; tirée de (3.11) dans l'inégalité (3.13). 
Nous obtiendrons l'écriture suivante des contraintes du problème 
initial : | 

b; — a; DB >= k; VE [(b; — b;) — a;D (B — B)}°. 
Introduisons des variables additionnelles z, telles que 


b, —a,DB > >kVElI(b, —b;) —a;D (B —B)}. 
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Cette dernière inégalité est équivalente au système d'’inégalités 


a, DB + < bi, (3.14) 
—HE [(b; — b,) — aD (B — BJ + 4 > 0, (3.15) 
Z! > 0, (3.16) 


i=1,2,..., m. 


Chacune des conditions du type (3.14) définit un demi-espace dans 
l'espace des variables d;; (i = 1, 2, ...,m; j —1,2,...,n) 
et z;. L’intersection de ces demi-espaces pour i = 1, ..., m cor- 
respond à un polyèdre convexe. On peut montrer (cf. exercice 5) 
que pour tout à le couple de conditions du type (3. 15) et (3.16) découpe 
dans l’espace des variables d;; (i = 1, 2, ... ‘i = 1, 2, .. 
..., n) et z; un ensemble convexe. On vérifiora aisément que cet 
ensemble est la nappe « supérieure » (au sens de l’axe des z;) d’un 
hyperboloïde à deux nappes. L’intersection des polyèdres convexes 
associés aux conditions (3.14) et des nappes « supérieures » des 
hyperboloïdes découpés par les conditions (3.15)-(3.16) définit dans 
l’espace des variables d;;, 2; (à = 1, 2, ..., m; j —=1,2,...,n) 
un ensemble convexe. 

Le problème de programmation stochastique (3.5)-(3.7) à con- 
traintes probabilistes se ramène ainsi à un problème déterministe 
non linéaire de programmation mathématique à facteur de qualité 
linéaire (3.8) et aux contraintes non linéaires (3.14)-(3.16) qui défi- 
nissent sur l’espace des variables d;;, z; un ensemble convexe. 

Un problème qui consiste à maximiser une fonction convexe vers 
le haut (ou minimiser une fonction convexe vers le bas) sur un en- 
semble convexe s'appelle problème de programmation convexe. Le 
problème (3.8), (3.14)-(3.16) constitue un problème de program- 
mation convexe. 

Récrivons le problème de programmation convexe obtenu sous 
une forme plus condensée. Introduisons les notations 


bi (D) = E (bi — DB), 847 
6? (D) = E (b; — a;DB), (3.18) 
i — 1, 2, ..., m. 

Dans ces notations, le problème de programmation convexe, 
équivalent déterministe du problème de programmation stochasti- 
que (3.5)-(3.7). s'écrit 

CDB —+ max (3.19) 
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sous les conditions 


hi (D) —z: 20, (3.20) 
ki [ui (D) — oi (D)] + À 20, (3.21) 
Z; > 0, (3.22) 


i = 1, 2, ..., m. 


3.3. Dans la terminologie du $ 1, le problème à contraintes pro- 
babilistes examiné au paragraphe précédent est un Æ-modèle. Si 
l’on choisit comme fonction économique l'espérance mathématique 
de l’écart-type de la forme linéaire (C, X) par rapport au nombre 
donné (C9, X°), on peut, en reprenant les mêmes raisonnements 
qu'au paragraphe précédent, démontrer que le problème de pro- 
grammation stochastique (V-modèle) 


E [(C, X) —(C°, X°)]? —+ min 


sous les conditions 


P(AX <B) > 

X = DB 
est équivalent au problème déterministe de programmation convexe 
V (D) = E [CDB — (C°, X°0)]? —+ min (3.23) 


sous les conditions (3.20)-(3.22). Ici, de même qu'auparavant, la 
matrice des conditions À est supposée fixe et les vecteurs B et C, 
aléatoires. 

On peut également réduire à un problème de programmation 
convexe le problème suivant de programmation stochastique, cas 
particulier du P-modèle. 

Soit à calculer le vecteur À maximisant la probabilité P pour 
que la forme linéaire (C, X) dépasse le seuil imposé (C°, Xo), 


P[(C, X) > (C°, X°)] + max, (3.24) 


sous la condition 
P(AX< B)>p, (3.25) 


et la restriction supplémentaire que l’on obtienne la solution sous 
a forme 


X = DB. (3.26) 


On adopte relativement à À, B et C les mêmes hypothèses qu'a1 
paragraphe précédent. 
:# Introduisons la variable aléatoire 


n= CDB— CDB — (3.27) 
V'E(CDB— Chr: 
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Nous ne considérons que les problèmes dans lesquels la distri- 
bution de n est normale. On voit aisément que 


n=0, ci = 10 = 1, 


et que, par conséquent, la fonction de distribution de n ne dépend 
pas de la matrice cherchée D. 
Désignons par no la constante 
(Co, Xo)— CDB 
= È——————— 
V E[CDB—CDBF 
Il est facile de s'assurer, par des calculs immédiats, qu'avec 


X — DB la restriction (3.24) peut être mise sous la forme équiva- 
lente suivante: 


(3.28) 


P im Z no) > Max, 
ou en vertu de l'hypothèse adoptée sur la distribution normale de n: 


O0 t2 
| e *? dt—> max. 
no 


Cette dernière restriction équivaut à 
Mo —> min, 
ou, ce qui revient au même, à 
CDB—(Co, Xo) 
V'EICDB —CDBÿ 
Introduisons de nouvelles variables artificielles z9 et W: 
W3 > V (D) = E (CDB — CDB)?, (3.29) 
zo <CDB — (C°, X°). (3.30) 


Les conditions (3.25)-(3.26) du problème se transforment, comme 
dans le cas du E-modèle, en contraintes (3.20)-(3.22). C'est pourquoi 
le problème de programmation stochastique (3.24)-(3.26) se ramène 
au problème non linéaire déterministe suivant: 


— max. 


20 _ 
5,7 Max (3.31) 
sous les conditions (3.29)-(3.30) et (3.20)-(3.22). 
Seuls présentent un intérêt pratique les problèmes pour lesquels 
V (D) > 0. Pour ces problèmes, W, > 0 en raison de (3.29). Afin 
de se libérer de l’exposant homographique, introduisons la variable 
1 


l — Wo Ê (3.32) 
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Adoptons les notations 
D =tD, 2 —1t2, Wo=tWo=1, 
Ÿ (D) = EICDB —+t(C°, X°)F, 
0? (D) = E [tb, — a,DB}?, 
%lu (D) = E (Gb: — a,DB). 


Avec les nouvelles variables (d;, = td,y, i — 1, 2, ..., m; j — 
= 1,2, ...,n; 2 =t2;, i = 0, 1, ..., m), le problème de pro- 
grammation stochastique (3.24)-(3.26) s'écrit comme un problème 
déterministe de programmation convexe, 

Zo — max (3.33) 
sous les conditions : 


CDB — 2% >t(C°, X°), —V(D)+1>0 
D) —2>0, —k 10 (0) — (D +É>0, 
t>0, 2>0, i=1,2,..., m. 


Toute contrainte du problème découpe dans l’espace des variables 
di 21, t un ensemble convexe. L'intersection de tous ces ensembles 
est aussi un ensemble convexe. 

Ainsi, sous la condition supplémentaire X — DB, les problèmes 
de programmation stochastique des modèles de type £, V et P 
aux contraintes probabilistes se ramènent à des problèmes déter- 
ministes de programmation convexe. 

3.4. En conclusion de ce paragraphe, considérons le problème 
de planification à long terme qui est un £-modèle aux contraintes 
probabilistes [78]. 

Ce problème consiste à calculer les volumes z; de production d’un 
produit homogène en nr périodes (j = 1, ..., n) de façon à minimi- 
ser l'espérance mathématique du coût total de production et de 
stockage du produit, tout en respectant les deux conditions sui- 
vantes : 

a) satisfaire avec une probabilité au moins égale à p°” la demande 
b; ( = 1, 2, ..., n) à distribution normale aléatoire; 

b) au début de la j-ième période, le siock y, de produit ne doit 
pas sortir des limites Ymin €t Ymax données d'avance, et ce avec une 
probabilité au moins égale à p‘?. 

Les conditions a) et b) peuvent être mises sous la forme 


P (z; + U; — db; > 0) > p'}, ] — 1, 2, ...s D. (3.34) 
? (Ymin < T; + Uj — bd; S LYmax) > ), j — 1, 2, ...) À (3.35) 
z21Z>0, y; >0, 4 2, ..., n. (3.36) 
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Au début de la j-ième période, le stock y; est lié au volume 
de production, au stock et à la demande de la période précédente 
par les relations évidentes suivantes: 

-| Tin + Yja — 0j Si Zi + Yj4 — db; > 0, 
HO si rit ya —bja <O0, j—=1,2, ..,n. 
Zzo — 0, bo — 0, yo donné. 


_ Zi + Yjs — 0j, (3.37) 
F0 j—1,2, ...,n, 
Zo — 0, bo — 0, yo donné. 


D'où 


Désignons respectivement par c‘ et c% les coûts de fabrication 
et de stockage d’une unité de produit au cours de la j-ième période. 
Le vecteur du coût peut être aléatoire. Le coût de stockage peut 
dépendre, par exemple, des conditions atmosphériques. 

En négligeant le coût relatif à la variation des stocks, on peut 
écrire le facteur de qualité d’un programme (espérance mathématique 
du coût total relatif. à toutes les z périodes) sous la forme 


E {à D (a+ un} . (3.38) 


Le problème de planification de la production et du stockage d’un 
produit homogène se ramène ainsi au calcul des quantités x; et y; 
tetes qu'elles minimisent le coût (3.38) sous les conditions (3. 34) 
(3.37). 

La décision relative à x; est prise au début de la j-ième période 
d’après l’information sur le chiffre de la demande aux périodes 
précédentes. C’est pourquoi le volume de production zx; est une fonc- 
tion des grandeurs aléatoires b4, b2, . . ., b;_14. Posons que cette 
dépendance est linéaire : 


j—1 
zj=djo+ 2 djibi. (3.39) 


La contrainte additionnelle naturelle (3.39) ramène le problème 
de planification de la production au type (3.5)-(3.7). La matrice D, 
dans ce problème, est par hypothèse triangulaire (d;; — O0 pour 
i > j). Le choix des valeurs d,; qui minimisent le coût total de fa- 
brication et de stockage du produit sous l’hypothèse de satisfaire 
à la demande et de garantir avec les probabilités imposées les limites 
assignées au stock se ramène, conformément aux considérations du 
paragraphe 3.2, à un problème de programmation convexe. 

Les conditions concrètes de la planification de la production 
peuvent imposer le remplacement du Æ£-modèle considéré par un 
V-modèle ou un P-modèle. 
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Dans les cas où la planification intéresse des entreprises diffé- 
rentes et où il importe d'assurer une répartition égale (des frais et, 
par conséquent, des revenus) entre ces entreprises, il peut s’avérer 
utile de remplacer le E-modèle par un V-modèle. Le facteur de qua- 
lité (3.38) doit alors être remplacé par 


E I[(C, X) —(C°, X°)f, 


où la quantité (C°, X°) est définie par le prix de revient prévu de 
fabrication et de stockage du produit. 

Dans les cas où il importe d'assurer que les dépenses n’excèdent 
pas un certain niveau fixe, il est rationnel de remplacer le £-modèle 
par un P-modèle et, au lieu de minimiser le facteur de qualité du 
programme (3.38), maximiser (sous les mêmes conditions (3.34)- 
(3.37) et (3.39)) la probabilité 


PI(C, X)< (C°, X°). 


Quel que soit le cas, la planification à long terme de la production 
et du stockage dans ces conditions de demande indéterminée se 
ramène à des problèmes de programmation convexe. 


$ 4. Problèmes à deux étapes de la 
programmation stochastique 


&.1. Considérons un problème de programmation stochastique 
à matrice fixe À de dimension m X n,, à vecteur donné C des coef- 
ficients de la forme linéaire de dimension n, et à vecteur aléatoire B 
des contraintes de dimension mm. 

On demande de calculer le vecteur À de dimension n, qui mini- 
mise l'espérance mathématique de la forme linéaire 


E (C, À) + min (4.1) 

sous les conditions 
AX = B, (4.2) 
X >. (4.3) 


Les relations (4.1)-(4.3) ne définissent pas encore l’énoncé du 
problème stochastique, puisqu'il n’y est pas spécifié ce qu’il faut 
comprendre par programme du problème. 

Si l’on considère le problème en formulation serrée, il faut choisir 
la solution au sein de l’ensemble des programmes permanents, c’est- 
à-dire de l’ensemble des vecteurs qui vérifient les conditions du 
problème quel que soit l’état de la nature, c.-à-d. quelle que soit 
la réalisation des paramètres aléatoires du problème. 

Nous avons déjà dit qu'un problème en formulation serrée peut 
ne pas avoir de solution: l’ensemble des programmes permanents 
du problème peut être vide. 
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Plus pratique est la formulation souple que l’on construit en 
partant des raisonnements suivants. On choisit d’abord un certain 
vecteur X => 0 en tant que solution préalable. Après quoi l’on 
observe la réalisation du vecteur aléatoire B et l’on évalue la variable 
d'écart ÀAX —B. Au deuxième stade, on peut calculer (en conformité 
avec une matrice des conditions D,A. connue d'avance) le vecteur E 
de dimension 7, qui compense de la façon la plus économique (dans 
un sens donné) la variable d'écart AX —B. En d'autres termes, le 
deuxième stade est associé à la résolution du problème 


(H, E) —+ min, (4.4) 
DE — B — AX, (4.5) 
E > 0. (4.6) 


On suppose que le vecteur de dimension »#, du coût supplémen- 
taire H et la matrice D de dimension m X nr, sont déterministes et 
donnés à l’avance. Ce faisant, il faut naturellement avoir soin que 
la solution préalable X garantisse l’existence d’un ËE satisfaisant 
à la condition (4.5). 

Dans le cas le plus simple, D est la matrice unité, et le vecteur 
E — E* — E”, où 

Et — B — AX et £ —0 avec B > AX, 
Et — O0 et EE — AX —B avec B < AX. 
Le vecteur £ dépend du X choisi et est, en raison de (4.5), une fonc- 
tion des composantes aléatoires du vecteur des contraintes B. 
Il est logiqre de réunir les deux stades d'adoption d’une solution 


et d’énoncer le problème de la façon suivante. On demande de cal- 
culer 


min E min [(C, X)+ (A, Ë)] (4.7) 

sous les conditions 
AX + DE = B, (4.8) 
X>0, EZ>0. (4.9) 


Un problème de programmation stochastique de la forme (4.7)- 
(4.9) s'appelle problème stochastique à deux étapes. 

De nombreux problèmes de la théorie de la gestion des stocks 
se ramènent à des problèmes de ce type. Les décisions préalables sur 
le volume de la production ou les quantités stockées doivent être pri- 
ses dans des conditions d’une information incomplète sur la demande. 
Tel excédent de la demande sur l'offre déterminé par la suite, 
impose l’acquisition d'urgence (et par conséquent, à un prix plus 
élevé) des produits déficitaires. Lorsque la demande est insuffisante, 
le stockage des produits donne lieu à des frais supplémentaires. 
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Les résultats fondamentaux sur les problèmes à deux étapes 
ont été obtenus par Dantzig et Madansky et publiés dans [40]. 

Parmi les contraintes du type (4.8), certaines peuvent être indé- 
pendantes de &. Ce sont, notamment, celles qui correspondent aux 
composantes b,; non aléatoires du vecteur des contraintes B. Ces 
contraintes sont dites fixes. 

Des contraintes additionnelles sur X peuvent être imposées 
aussi par la structure de la matrice D. Si, par exemple, D est une 
matrice non négative, un B quelconque entraîne 


AX €B. 


Dans le cas général, la solution préalable X doit vérifier égale- 
ment les conditions garantissant pour la matrice de compensation D 
donnée l'existence d’un vecteur correcteur E > 0 (solution du 
deuxième stade) qui élimine les variables d’écart dans les conditions 
du problème de décision. 

Les contraintes de ce type s'appellent induites. Désignons par K 
l’ensemble des vecteurs X => 0 qui satisfont à toutes les contraintes 
fixes et induites, c'est-à-dire aux contraintes du problème à deux 
étapes qui ne contiennent pas Ë. L'ensemble X est convexe. 

Nous ne considérerons par la suite que les problèmes où il existe 
pour tout X € X et tout B un vecteur E tel que le couple [X, E] 
vérifie les conditions (4.8)-(4.9). 

Nous verrons plus loin que dans le cas général la résolution des 
problèmes à deux étapes se ramène au calcul du programme optimal 
d’un problème de programmation convexe. 

Il arrive qu’en optimisant un programme à partir des considé- 
rations quelconques on puisse profiter des critères énoncés dans les 
théorèmes du paragraphe suivant. 

4.2. La résolution du problème (4.4)-(4.6) (ou plus exactement, 
le programme optimal de son dual) peut être appliquée pour cons- 
truire les conditions d’optimalité du programme d’un problème à 
deux étapes. Dans le cas où le nombre de réalisations possibles du 
vecteur aléatoire B est infini, les conditions d’optimalité du pro- 
gramme d’un problème à deux étapes stochastique présentent surtout 
un intérêt théorique. Les problèmes de programmation convexe 
auxquels se ramènent dans ce cas la résolution des problèmes à deux 
étapes sont assez complexes et de discussion laborieuse. Lorsque 
l’ensemble des réalisations du vecteur des contraintes B est fini, 
les conditions d’optimalité d’un programme définissent la procédure 
de résolution du problème à deux étapes. La détermination du pro- 
gramme optimal du problème (4.7)-(4.9) est ramenée dans ce cas 
à la programmation par blocs. 

Pour condenser l'exposé, appelons (4.1)-(4.3) problème I et 
(4.4)-(4.6), problème Il. 
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Considérons le problème ÎÏ, dual du problème II pour B et X 
fixes. Il consiste à calculer le vecteur n maximisant la forme linéaire 


n(B —AX) (4.10) 


nD < H. (4.14) 

Supposons que le problème IT est résoluble quels que soient B 
et X EX. L 

Si, notamment, l’ensemble Æ n'est pas vide, le problème II 
admet une solution. 

Désignons par n* — n* (2, X) le programme optimal du pro- 
blème ÎI. Si le problème ÎI a plus d’une solution, nous entendrons 
par vecteur n* l’une quelconque d’entre elles. 

Du premier théorème de dualité il résulte que 


min (H, E=n°(8, X)(B— AX). (4.12) 


sous les conditions 


Désignons par C (B, X) l’expression 
C(B, X)=min[(C, X)+ (4, D1=(C, X)+n° (B, X)(B—AX). (443) 


Dans les notations adoptées, il faut comprendre par solution 
du problème à deux étapes (4.7)-(4.9) le vecteur X € X qui minimise 
EC (B, X). 

Voici quelques propositions qui facilitent pour le moins la dis- 
cussion qualitative des problèmes à deux étapes de programmation 
stochastique [40]. 

On montre sans peine (cf. exercice 8) que C (B, X) est convexe 
vers le bas sur X quel que soit B et que, par conséquent, EC (B, X) 
est une fonction convexe vers le bas du point À = (x, Z2, . . ., z,). 

Ainsi, la formulation du problème à deux étapes conduit à des 
problèmes de programmation convexe. 

Introduisons le vecteur 


Cx, = C — En* (B, X;) A 
et la forme linéaire 
Lx, (X) = (Cxs X) = [C — En* (B, X:) À] X. 
Ce.te écriture donne lieu au 


Théorème 4.1. Condition nécessaire d'op- 
timalité du programme d’un problème à 
deux étapes. 

Si X* est solution d'un problème à deux étapes, alors pour tout 


X1,€K 
Lx, (X*) < Lx (Xi). (4.14) 
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Démonstration. Etant donné que X* est un programme 
optimal et À, un programme du problème à deux étapes, il vient 


EC (B, X*) < EC (B, X:), 
ou, ce qui revient au même, 
(C, X*) + En* (B, X*) (B — AX*)< 
< (C, Xi) + En* (B, Xi) (B — AX:). (4.15) 
En outre, 
En* (B, X*)(B — AX*) > En* (B, X,) (B — AX*), (4.16) 


puisque n* (B, X*) est un programme optimal du problème Î{ avec 
X = X®*. En retranchant (4.16) de (4.15), on obtient la proposition 
(4.14). 

Le théorème 4.1 définit l’idée de l'analyse du problème à deux 
étapes. Il affirme que la solution X* de ce problème donne à la 
forme linéaire 


Lx: (X) = IC — En* (B, X,)] X 


une valeur qui ne dépasse pas celle de la forme linéaire au point 
X1 E K. D'où la méthode suivante de discussion du problème (4.7)- 
(4.9). On choisit un certain nombre de points X, € X et on calcule 
pour eux la solution n* (B, X;) du problème J1. Pour chaque X, 
choisi on construit une inégalité du type (4.14). La suite d’inégalités 
obtenue est un système de contraintes qui restreignent l’ensemble 
contenant l’optimum et diminuent, par conséquent, la marge de 
variation du facteur de qualité de la solution du problème à deux 
étapes. 


Théorème 4.2 (Condition nécessaire et 
suffisante d'optimalité du programme d'un 
problème à deux étapes.) 

Soit X* un point intérieur de l'ensemble K, et EC (B, X) une 
fonction dérivable dans le voisinage de X*. Le problème IT a alors une 
solution n* (B, X*) telle que 

Cxs = C — En* (B, X*) A = 0 (4.17) 
si et seulement si X* est solution du problème à deux étapes. 

Démonstration. Constatons d'abord que l’hyperplan 

z=[C — En* (B, X;) AI X + En* (B, X.)B (4.18) 


est hyperplan d'appui de l’ensemble z > EC (B, X) au point X — 
— X,. En effet, en X — X;, cet hyperplan coupe l'hypersurface 
z = EC (B, X). En outre, comme n* (B, X) est un programme 
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optimal du problème IT, alors 
En* (B, X) (B —AX) > En* (B, X:) (B — AX). 
C’est pourquoi 
[C — En* (B, X:) A] X + En* (B, X,)B< 
<[C — En* (B, X) AÏ X + En* (B, X) B = EC (B, X). 
Cette inégalité confirme que l’hyperplan (4.18) est hyperplan 
d'appui de l’ensemble convexe z > EC 
Par hypothèse, la fonction convexe EC (B, X) est dérivable en 
X — X*. Par suite, l'hyperplan d’appui 
z = [C — En* (B, X*) A] X + En* (B, X*)B 


est tangent en X — X* à l'hypersurface z — EC (B, X). 
Compte tenu de ce que X* est un point intérieur de l’ensemble À, 
on en tire que l'égalité 
dEC(B, X) _ &z 
0X X=Xs  0X 


—— S Là — 
xxe = C— En (B, X*)A=0 (4.19) 
constitue une condition .nécessaire d’optimalité du vecteur X*. 

L'égalité (4.17) est également une condition suffisante, puisque 
la fonction C (B, X), comme on l’a signalé plus haut, est convexe 
vers le bas. 

Le théorème est ainsi démontré. 

Prétons attention au fait que, comme il est possible de le montrer, 
la fonction EC (B, X), dans le cas d’un nombre fini de réalisations 
du vecteur aléatoire des contraintes B, ne justifie pas les conditions 
du théorème 4.2: en effet, elle n’est pas dérivable en X%*. 

4.3. Dans le cas général, où le nombre de réalisations du vecteur 
aléatoire B est infini, la résolution d’un problème à deux étapes peut 
se ramener à celle d’un problème de programmation convexe. 

Supposons que l’ensemble Æ (ensemble des vecteurs X > 0 qui 
vérifient toutes les contraintes fixes et induites) soit un ensemble 
convexe 

| A°X = B°, 

X > 0. 


Un problème à deux étapes peut être énoncé, d’après les pro- 
positions du paragraphe 4.2, de la façon suivante. Soit à calculer 
le vecteur ÆÀ qui satisfait aux conditions 


A°X = B°, 
EC (B, X)j<W. 


X >0 
et minimise W. 
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Pour résoudre ce problème de programmation convexe, Kelley 
[45] a proposé la méthode itérative suivante. Supposons que le 
point X, soit un programme initial du problème à deux étapes et 
n* (B, À), comme auparavant, un programme optimal du pro- 


blème [I. Considérons le problème linéaire suivant : 
W — min, 
(C, À) + En (8, Xo) (B — AX)<W 
A°X = B°, 
X > 0. 


Soit X: le programme optimal de ce problème. L'’itération sui- 
vante de la résolution du problème de programmation convexe 
auquel on a réduit le problème à deux étapes est un nouveau pro- 
blème linéaire 


W — min, 
(C, À) + En* (B, Xo) (B — AX)<W 
X >0, XEX. 
A la k-ième itération, on aboutit au problème de programmation 
linéaire 
W— min, 
(C, X) + En* (B, X) (B — AX)<W, i —=0,1,...,k —1, 
X >0, XEX. 
Kelley a montré que 
lim £C (B, X%) = min EC (B, X). 
Rk-—»00 XEK 


&.4. Dans [40] on a indiqué la possibilité d’utiliser la méthode 
de décomposition pour résoudre le problème de programmation 
convexe, équivalent déterministe du problème à deux étapes. 

Considérons le cas d’un nombre fini de réalisations du vecteur 
aléatoire B. Supposons que le vecteur des contraintes B puisse 


prendre un nombre fini de valeurs B®, B?, .., B9 conformément 


aux probabilités p?, p%, ..., pl C D pù = 1). Voici l'énoncé 


qu'on peut alors donner au problème à à deux étapes. 
Calculer les vecteurs X, E‘, ..., E(N) minimisant la forme 
linéaire 


N 
L=(C, X)+ > p(H,E) (4.20) 
j=1 
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sous les conditions 


AX + DE — Br, 
AX + DES = B®, 
ES 21) 
AX + DEN = BD, 
X2>0, EN >O0, j=1,2,..., N. (4.22) 


Dans [40] on démontre les conditions nécessaires et suffisantes 
d'optimalité du programme d’un problème à deux étapes ayant un 
nombre fini de réalisations du vecteur aléatoire des contraintes. 


Théorème 4.3. Condition suffisante d'op- 
timalité d'un programme.) 
_ Si, pour À — X*, il existe une solution n* (B, X*) du problème 
IT telle que 


Cxx = C — En* (B, X*)A >0, (4.23) 
Lyxe (X*) = [IC — En* (B, X*) A] X* = 0. (4.24) 


X* est alors solution du problème à deux étapes. 


Théorème 4.4 (Condition nécessaire d’op- 
timalité d'un programme.) 

Si X* est un programme optimal du problème à deux étapes. il 
existe alors une solution du problème IT qui vérifie les relations (4.23 )- 
(4.24). 

Il est logique de réunir les théorèmes 4.3 et 4.4 en un théorème 4.5 
qui établit une condition nécessaire et suffisante d’optimalité du 
programme. 


Théorème 4.5. Pour optimer le programme X* d'un pro- 
blème à deux étapes il faut et il suffit qu'il existe pour X — X* une 
solution n* (B, X*) du problème II vérifiant les relations (4.23)- 
(4.24). 

Le théorème 4.5 précise le théorème 4.2 pour un nombre fini 
de réalisations du vecteur B, cas où les conditions du théorème 4.2 
sont compromises. 

Ecrivons le problème dual du problème (4.20)-(4.22). (On prend 
ici comme variables du dual les paramètres p‘*n‘".) 

Maximiser la forme linéaire 


phBanE E pop +... + pu BAM (4.25} 
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sous les conditions 


phATN +- pATNn® + ... + p'N AT" < C, (4.26) 
DTn® < H, 

D? < À, (4.27) 
DTA" L H. 

La structure du problème (4.25)-(4.27) permet, en utilisant les 
méthodes de programmation par blocs (cf. chapitre 4), de définir 
le programme optimal X* du problème à deux étapes. 

En résolvant le problème (4.25)-(4.27) par la méthode de décom- 
position, il est rationnel de prendre les conditions (4.26) comme 
contraintes d’« enchaïînement » et de considérer les conditions (4.27) 
comme un bloc unique. Le Z-problème correspondant compte alors 


n;, + 1 conditions. Avec les notations du chapitre 4, le Z-problème 
correspondant est de la forme 


s 


D Ou: —> max (4.28) 
v=i 
sous les conditions 
D Pre KC, (4.29) 
v==1 
D zv = 1, (4.30) 
=1 
2,>0, v—1,2,...,s. ” (4.31) 


(Nous posons ici, pour simplifier, que le domaine défini par les 
conditions (4.27) est borné.) 

Il est clair que le vecteur A) de dimension n, des critères des 
conditions (4.29) par rapport à la base optimale du Z-problème se 
confond avec le programme optimal X* du problème à deux étapes 
de programmation stochastique. 

Nous laissons au lecteur (cf. exercice 11) le soin de démontrer 
que le critère d’optimalité de la résolution du problème (4.25)- 
(4.27) par la méthode de décomposition coïncide avec la condition 
suffisante d’optimalité d’un programme du problème à deux étapes, 
énoncée dans le théorème 4.3. 

F4 4.5. Considérons quelques modèles dont l’analyse se ramène à 
la résolution de problèmes à deux étapes. 

Soit X le vecteur qui définit les volumes de production des pro- 
duits finis; À la matrice technologique, C le vecteur du coût; B le 
vecteur de la demande du produit fini. On suppose que la matrice À 
et le vecteur C soient fixés et que le vecteur B soit aléatoire. Deési- 


$ 4] PROBLÈMES À DEUX ÉTAPES 459 


gnons par P;(b;) la densité de distribution de la i-ème composante 
du vecteur des contraintes. 

Si XO est la décision adoptée sur le volume de production des 
produits intermédiaires et B la demande qui se manifeste, le coût 
total se calcule alors d’après la formule 


(C, X(9) EL Ÿ ki max (o, bi — > aix”) . 
Cr | 


Le premier terme (€, X() définit le coût de production direct 
et le deuxième, la pénalité pour l’insatisfaction de la demande (h; la 
pénalité pour l'insatisfaction de la demande par unité de produit 
du i-ème type). Le vecteur À = (h1, . .., h») peut être interprété 
autrement qu’une pénalité. Les frais dus à l’insatisfaction de la 
demande peuvent intervenir, par exemple, par suite de la nécessité 
de compenser les produits déficients par d’autres produits plus chers. 

Le problème suppose que le coût de stockage d’une unité de 
produit excédentaire est nettement inférieur à celui de la production 
et de la pénalité pour l'insatisfaction de la demande. 

Le problème peut être mis sous la forme suivante. Minimiser 
l'espérance mathématique du coût 


E [(C, X) + (H, Et)] = min (4.32) 
sous les conditions 
AX +Et —E- —B, (4.33) 
X Z0, E*2>0, &£->0. (4.34) 
Ici 
H = (hi, ..., hm)s 6 = (6, ..., En), E = (6, ..., En); 
Et = B — AX, EE —=0 pour B > AX, 
E= — AX —B, Et —0 pour B< AX. 


- C'est un problème à deux étapes de programmation stochastique. 
Introduisons les variables u,: 


nr 


= Da i—1,2,...,m. (4.35) 


Le problème (4.32)-(4.34) peut être alors énoncé de la façon 
suivante. 

Calculer les variables z, 0 (j = 1, 2, ..., n) et u (i — 
= 1, 2,..., m) minimisant la fonction économique 


D cit Du | Pi() Gi —us) db (4.36) 
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sous les conditions 


n 


Zaur—u= 0. i—1,2,...,m; (4.37} 


zi>0, j=1, 2, ce.) PL. 


Le problème stochastique à deux étapes est ramené à un pro- 
blème de programmation convexe (cf. exercice 12). 

Il existe des artifices qui permettent dans plusieurs cas de sim- 
plifier l'exploration des problèmes de programmation stochastique. 
Considérons à titre d'exemple le problème de distribution à demande 
indéterminée [70]. 

Le problème de distribution déterministe consiste (cf. [871], 
chapitre 3, $ 2) à minimiser la forme linéaire 


2 2 Cijlij (4.38} 
1= 1 J—= 
sous les conditions 
DETETT i— 1, 2, se.) 7; (4.39) 
4 
Sd kijtiy=b;, j—=1,2,...,n; (4.40) 


i=1 


Zi Z0, i=1Â,2,...,m; j=i, 2, ..., n. (4.41) 


Supposons maintenant que la demande b; soit aléatoire et que, 
de plus, le nombre de ses réalisations soit fini: la demande du 
j-ième produit peut prendre s; valeurs b;4, bj2, . .., by, avec les 
probabilités p}1, Pj», . . ., Pjs,. Supposons que pour tout j les 
réalisations b;, aient été numérotées dans l’ordre de leurs valeurs 


croissantes. 
Désignons par A; les échelons d'accroissement de la demande : 


Aie — bje —D;,t 1, (A jo — 0), 


et par g;, la probabilité d'une demande supérieure à b;1: 


t 
qi = 1 — À Pji. 


La probabilité g; est monotone décroissante avec l’augmenta- 
tion de s. 

Soient L; la pénalité pour l’insatisfaction de la demande par unité 
du j-ième produit et Ef la grandeur de la demande insatisfaite du 
j-ième produit. 
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Les dépenses totales, constituées des frais de transport et de la 
pénalité pour l’insatisfaction de la demande, sont égales à 


> > Cijtij + » h;6ÿ. (4.42) 
1—1 j=1 J=1 


Le problème de distribution stochastique se ramène ainsi à 
minimiser l'espérance mathématique (4.42) sous les conditions: 


2 'humi+E—E=b; j—=1,2,...,n, (4.43) 
D tij= ui, i—1,2,...,m, (4.44) 

J=1 
zi>0, i—1,2,...,m; j—1,2,...,n, (4.45) 
1>0, E>0, j—=1,2,...,n. (4.46) 


Ici 
mm 


m 
H=b;- 2 kijtij, 5 —0 avec b> à kRijtijs 
= 


= 2 kijtis—b;, E —0 avec b< à kijtij. 


Montrons que la minimisation de l'espérance mathématique 
(4.42) sous les conditions (4.43)-(4.46) se réduit à résoudre le pro- 
blème spécial déterministe suivant de programmation linéaire. 

Calculer les variables z;,; et &;; (i = 1, 2, ..., m;j = 1, 2, ... 

.., À), minimisant la forme linéaire 


m n n 8] 
2 À cu À k; à Qisbjs (4.47) 
sous les conditions 
m sj 
D kitis= D Es, j—=1,2, ss À, (4.48) 
11 s=1 
D zij=a@i, i—1,2,...,m, (4.49) 
j=1 
zij>0, i—1,2,...,m; j—1,2,...,n; (4.90) 


OLËÉ;s<Ajs s = À, 2, oo.) SJ: j=1, 2, cs 7. (4.51) 

Les probabilités gx, ss; sont positives. En outre, les gx 

sont monotones décroissantes avec l'augmentation de s. Cela traduit 

le fait que si la solution du problème (4.47)-(4.50) compte une com- 
posante E; Æ O0, alors avec s <r tous les E; — À js. 

Désignons par Ca le plus grand indice tel que la composante 

E;: de la solution du problème (4.47)-(4.51) soit différente de zéro. 
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Les conditions (4.48) du problème déterministe (4.47)-(4.51) et 
les conditions (4.43) du problème stochastique initial, qui consiste 
à minimiser l'espérance mathématique (4.42) sous les conditions 
(4.43)-(4.46), peuvent alors s'écrire 


° 


m 8; 
DIF TEEN j=1,2,...,n. (4.52} 
oz | s—1 
et l'espérance mathématique du coût (4.42) peut être représentée 
comme la forme linéaire 

mn n £; 


L= > Doit Dh; D Qibe (4.53) 
i=1 j—=1 j=1 ==3; 


£ . E. — - ° 
je = À; —E; Éjs = Aj, avec Ss > si. 


(Pour s << s;, la pénalité n’est pas payée puisque dans ce cas, er 
vertu de (4.52), la demande est satisfaite.) 

Transformons la fonction économique (4.53) en y ajoutant et 
retranchant la somme 


n .  Sj 
Dh; D qiebjs- 
J=i #1 
Il vient 
m n n à | LU s 
L= » D Cijlij + > k; >» js js — D k; > Qjsbs 
i=1 7=1 j=1 s—= 1 j=1 s=1 


La quantité 
ñn 8} 
Lo = à k; 2 QisÂ js 
= = 


est l’espérance mathématique de la pénalité pour ignorance totale 
de la demande, lorsque aucune unité de produit n’est livrée aux 
points de consommation. La valeur Z, ne dépend pas des paramètres 
recherchés. En outre, 


ñn s; | ñn | 
D hs D qe = D hi Di Qjsbjs 
. J=i s— 1 2=1 s—=1{ 


du fait que Ey, — 0 avec s > s;. 

Cela signifie que l’expression (4.53) de l’espérance mathématique 
du coût du problème stochastique initial ne diffère que par la cons- 
tante ZL, de la fonction économique (4.47) du problème déterministe 
(4.47)-(4.51). Nous avons démontré ainsi que le problème à deux 
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étapes qui consiste à minimiser (4.42) sous les conditions (4.43)- 
(4.46) est équivalent au problème déterministe spécial de program- 
mation linéaire. 


$ 5. Evaluation des solutions approchées 


La résolution des problèmes de programmation stochastique 
nécessite des calculs très délicats qui posent devant nous les ques- 
tions suivantes: 

1. Dans quels cas est-il possible d'obtenir la résolution d’un 
problème stochastique en remplaçant les paramètres aléatoires par 
leurs espérances mathématiques? 

2. Comment évaluer les solutions d’un problème de programma- 
tion stochastique lorsqu'on a à sa disposition les programmes opti- 
maux de tels ou tels problèmes de programmation mathématique 
engendrés par ce problème stochastique? 

Pareilles questions ont été étudiées dans [11] et [49]. Nous énon- 
cerons les résultats essentiels obtenus dans ces articles. 

Soit f (X, q) la valeur du facteur de qualité du programme X 
d’un problème stochastique sous la condition que l’état de la nature 
est q, et que P (q) est la densité de distribution des états de la natu- 
re qg. Le problème de programmation stochastique énoncé en ces 
térmes consiste à calculer le vecteur X sur lequel on obtient l’extré- 
mum 


F(X)= | f(X, 9) P (0 da. (5.1) 
q 


Le théorème suivant est immédiat. 


Théorème 5.1. Si la fonction f (X, q) est divisible, c'est- 
à-dire si elle peut être mise sous la forme 


1X, 9 = À HP CO HE (a). (52) 
la minimisation de F(X) se ramène à celle de la somme 
23, hufu? (X), (5.3) 
où 
M= | HP (a) P (a) da. (5.4) 
q 


La proposition qui suit est moins évidente, mais plus utile pour les. 
applications [49]. 
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Théorème 5.2. Pour rendre réalisable la solution d'un pro- 
blème à deux étapes à vecteur des contraintes B aléatoire en remplaçant 
la demande aléatoire B par son espérance mathématique, il sufjit de 
mettre la fonction C (B, X) sous la forme 


C(B, X) = Ci (X) + C2 (B) + Ca (X) B. (5.5) 
Rappelons que, d’après (4.13), 
C(B, X) = (C, X) + n* (B, X) (B — AX). 


Considérons comme auparavant les problèmes stochastiques à 
vecteur des contraintes B aléatoire. | 

Désignons par C* la valeur optimale du facteur de qualité d’un 
programme du problème à deux étapes: 


C* — min EC (B, X). (5.6) 
XEK 


Faisons correspondre au problème à deux étapes le problème 
déterministe suivant de programmation linéaire. Calculer 


min (C, X) (5.7) 

sous les conditions 
AX — EB, (5.8) 
X > 0, (5.9) 


où EB, comme d'habitude, est l'espérance mathématique du vecteur 
aléatoire B. | 

Désignons par C? la valeur optimale de la forme linéaire du pro- 
blème (5.7)-(5.9) : 


C* = min C (EB, X). (5.10) 
X 


Associons au problème de programmation stochastique un autre 
problème déterministe de programmation linéaire: 


(C, À) + min (5.11) 

sous les conditions 
AX = B, (5.12) 
X >0, (5.13) 


où B est une réalisation fixe du vecteur aléatoire des conditions. 
Désignons par C? l'espérance mathématique de la valeur opti- 
male de la forme linéaire du problème (5.11)-(5.13) : 


Ci =E min C (B, X). (5.14) 


Introduisons enfin la quantité C: : 
C3 = EC IB, X* (EB)], (5.15) 
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qui est la valeur du facteur de qualité du programme d'un problème 
stochastique dans lequel le programme optimal X* du problème 
(5.7)-(5.9) est substitué au vecteur X. 

Adoptons les hypothèses naturelles suivantes. 

a) L'ensemble des réalisations possibles du vecteur B est con- 
vexe. 

b) Les conditions (5.12)-(5.13) sont compatibles quelle que soit 
la réalisation du vecteur aléatoire B. 

c) La pénalité définie par la variable d'écart est assez grande 
pour que l'information sur le vecteur B qui a été réalisé assure l’éga- 
lité £ = 0 dans le programme optimal du problème à deux étapes. 

Dans les hypothèses adoptées, la valeur optimale C* du facteur 
de qualité d’un programme du- problème stochastique est évaluée 
de la façon suivante, à l’aide des caractéristiques introduites C? 
des problèmes déterministes de programmation linéaire que ce 
problème a ‘engendrés. 


Théorème 5.3. Les relations 


CŒ<KC<C<C (5.16) 
ont lieu. 

Les valeurs C?, C> et C? s’obtiennent par des calculs nettement 
plus simples que ceux nécessaires pour résoudre un problème de 
programmation stochastique. Les différences C5 — CŸ et C5 — C* 
caractérisent les erreurs qui peuvent être obtenues si l’on remplace 
la résolution d’un problème stochastique par le calcul du pro- 
gramme optimal du problème de programmation linéaire dans lequel 
le vecteur des contraintes aléatoire B est remplacé par son espérance 
mathématique. 


$ 6. Programmation markovienne 


Parmi les modèles de programmation stochastique, les modeles 
probabilistes dynamiques occupent une place considérable. Leur 
formalisation et la construction des procédures de calcul correspondan- 
tes présentent de grandes difficultés. Les modèles correspondant aux 
systèmes dans lesquels la transition d’un état aléatoire en un autre 
est définie par une chaîne de Markov en sont une exception. Les 
méthodes d'étude de tels modèles font l’objet de la programmation 
dite markovienne. Dans [17], on montre que la discussion des modè- 
les markoviens linéaires de problèmes extrémaux conditionnels se 
ramène à la résolution de problèmes de programmation linéaire. 
Ilustrons l’idée de la programmation markovienne par un exemple 
suffisamment général [51]. 

Considérons le problème qui consiste à établir le programme de 
fabrication mensuel pour une période assez longue (horizon écono- 
mique), que l’on peut théoriquement prendre égale à l’infini. Suppo- 
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sons que la demande du produit soit aléatoire, sa distribution étant 
discrète identique pour chaque mois. Désignons par p, la probabilité 
d’une demande de r unités de produit par mois. Il est clair que dans 
le cas où la quantité de produit disponible dépassera la demande, 
il faut au mois suivant planifier la production en partant de l’excé- 
dent de produit non réalisé le mois précédent. 

Le problème consiste à composer d’avance des instructions per- 
mettant de déterminer le volume de production au mois courant 
en fonction du volume de produit resté du mois précédent et de la 
demande attendue. 

Le facteur de qualité de la solution du problème est l'espérance 
mathématique du coût total, l'horizon économique de planification 
étant infini. 

Pour fixer les idées, rapportons au début du mois les produits 
non réalisés et à la fin du mois la fabrication du produit et la satis- 
faction de la demande. 

Introduisons les notations suivantes: 

i est le nombre d'unités de produit disponible au début du mois 
(excédent de production du mois précédent); 

j, le nombre d'unités de produit à fabriquer d’après le programme 
en cours du mois; 

n, la demande mensuelle (en unités de produit); 

k — i + j, le stock mensuel (en unités de produit); 


n —kavenrn>—k 
S— 0 avecn<k 
k — n avec k >> nr |, les excédents de produit en fin de 
L —= 
O0 ave k<n 


; la demande insatisfaite ; 


moIS ; 

C1 (ë), le coût du stockage, au cours du mois, des produits non 
réalisés le mois précédent; 

C2 (j), le coût de fabrication du produit ; 

c3(s), la pénalité pour demande insatisfaite. 

i, j, 2, k, s, t sont naturellement des entiers non négatifs. Sup- 


posons également que la capacité 7 du magasin de stockage limite 
la grandeur t: 


tLT, 

que les capacités de production R de l’entreprise limitent la valeur j : 
j<R; 

et que la demande nr est limitée par le nombre d'usagers NW : 
n<N. 


Prenons comme paramètres de planification les probabilités 
z;, que les stocks soient égaux à s unités au début du mois et que 
la production soit égale à j unités de produit par mois. 
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Les paramètres de planification ne dépendent pas du numéro 
du mois, du fait que nous considérons un horizon de planification 
infini et que seul nous intéresse le régime établi (stationnaire). 

Il est clair que 
4, ) 


z2y>0, i=0,1,..., T; j—=0,1,...,R. (6.2) 


La valeur moyenne du coût total mensuel, facteur de qualité de la 
planification, s'écrit 


EC = Ec, (i) + Ecs (G) + Ec: (s). 


D'après les notations adoptées, 
Eci(i) = 2 LijCa (à), 
9 


Ec:(j) = 2 tif G), 


N-(i+);) 
Ecs(s) = à Tij à Pi+3+s0s (S)- 
i, 9 s= 


Ainsi, la fonction économique de planification est 
EC= Dr [cs (ë) + ce 7) + 2 Pi+i+sCs (s)]. (6.3) 


L'état du système est défini par la quantité à (excédents de produit). 
La transition du système à un nouvel état est déterminée par la 
quantité j (volume de production prévu). Le choix de j et, par consé- 
quent, la modification du stock dépendent seulement de l'état 
courant du système. Ceci signifie que la modification des stocks 
est un processus markovien. 

Ecrivons les équations qui définissent les probabilités limites 
du processus de modification des stocks. 

La probabilité y; pour que l'excédent soit au debut du mois 
égal à à s'exprime par la somme 


yi= D ti i=0, 1, ...) T. (6.4) 
2 


La probabilité y, pour que l'excédent de produits soit à la fin du 
mois égal à #£ est donnée par l'expression 


n=, à , Préijs t—1,2, LT, 
i+j)-n— 

6.5 
>» Pntij- (5-2) 


Yo— 
i+)-n<0 


30e 
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Le produit non réalisé en fin de mois constitue le stock au début 
du mois suivant. C’est pourquoi les formules (6.4) et (6.5) entraînent 


Dtu= À  Pnti (6.6) 
j i+j-n<0 
Diai= D ,Pntij t=1,2,...,T. (6.7) 
j i+j-n=t 


Les égalités (6.6) et (6.7) correspondent à la planification dans 
les conditions d’un régime stationnaire. . 

Nous sommes arrivés au problème suivant de programmation 
linéaire. 

Calculer les variables z,;; minimisant la forme linéaire (6.3) 


sous les conditions (6.1), (6.2), (6.6) et (6.7). 
Les variables recherchées z;; définissent la probabilité condi- 


tionnelle 


__ &ij 
PuT DET 
FI 


du fait que pour obtenir un stock fixe à il faut fabriquer j unités de 
produit. 

La collection des nombres p;; est une règle, composée d’avance, 
de choix de j (programme de production par mois) en fonction du 
stock à disponible au début du mois. 

Cette formulation du problème rend possible une solution en 
stratégies mixtes, c’est-à-dire que la probabilité conditionnelle p;; 
peut être un nombre quelconque dans l’intervalle [0, 1]. Cependant 
[65] montre que dans les problèmes de programmation markovienne, 
les stratégies optimales sont toujours des stratégies pures (c’est-à-dire 
dans la solution du problème z;; est égal à zéro ou à un). 


Exercices 
4. Soit 
see ie tif 
B® = (5,40)7 ; B@ —.(2,15)7 ; 
CH = (1,2); C® = (3, 4). 


Résoudre le problème à une étape du type (2.1)-(2.3) dans lequel la matrice des 
conditions À peut coïncider avec À avec une probabilité de 0,75 et avec A 
avec une probabilité de 0,25 ; le vecteur des contraintes B prend la valeur de B%) 
avec une probabilité de 0,9 et celle de B) avec une probabilité de 0,1 ; le vecteur 
de la forme linéaire C peut coïncider, avec la même probabilité, avec C() ou C1. 

2. Les éléments de la matrice des conditions, du vecteur des contraintes et 
du vecteur de la forme linéaire C sont les fonctions d'un paramètre aléatoire q 
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caractérisant l’état de la nature: 
ai (g) = ajeti Da, 
b; (g) — bieïa, 
c (g) = ce-ia. 


La distribution du paramètre aléatoire q est uniforme dans l'intervalle [0, 1]. 
La matrice À et les vecteurs B et C sont respectivement 


A 2]. Be 57. cu, —1 
=|; |: = (2, ) , —=(1, —1). 


Vérifier si ie programme optimal correspondant au couple [A4 (0), B (0)] est 
un programme permanent du problème (c’est-à-dire s’il satisfait aux conditions 
du problème pour tout q € [0, 1]. 

3. Etablir si la résolution par rapport aux moyennes du problème stochasti- 
que de l'exercice 2 aboutit à son programme optimal. 

4. La matrice À d’un problème stochastique est fixe: 


3 —2 

_4 4 
A=| _4 0 
0 —1 


Le vecteur des contraintes B est un vecteur aléatoire à distribution normale, 
à valeur moyenne B — (3, 3, 0, 0)T et à variance (1,1, 1,1). Le programme 
du problème est associé linéairement au vecteur B: 


X = DB. 
Ramener les contraintes probabilistes 
P(AX <Bh >0,9, i= 1, 2, 3, 4, 


à la forme usuelle des conditions-inégalités. 

5. Montrer que les inégalités (3.15)-(3.16) découpent dans l'espace des 
variables d;; (i = 1, 2, ..., m; j — 1, 2, ..., n), z; un ensemble convexe. 

6. Considérer les conditions du problème de l'exercice 4 comme les con- 
traintes d’un E-modèle stochastique aux coefficients de la forme linéaire c; —3 
et ca = 1, ur construire un problème déterministe équivalent. 

7. Considérer les conditions du problème de l'exercice 4 comme les con- 
traintes d'un P-modèle stochastique aux coefficients de la forme linéaire «, = 3 
et c2 — 4 et au seuil (C°, X°) = 4, pour construire un problème de programma- 
tion convexe équivalent. 

8. Démontrer que la fonction C (B, X) donnée par l'expression (4.13) 
est convexe. 

9. Résoudre le problème à deux étapes du type G-7)-(4.9) à matrice des 
conditions fixe À, au vecteur de la forme linéaire C donné et au vecteur des 
contraintes B aléatoire. 


1 21 
4=|; _2 if: ca, 1,2. 


Le vecteur B est uniformément distribué entre B‘ et B°), 
B& = (5,7)? 


et 
B® = (7,5). 
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Le vecteur correcteur E se calcule d’après la condition 


* 


ou 


4 3 
D=l6 


La pénalité pour correction est définie par le vecteur 
H = (3, 4). 


10. Les conditions étant celles du problème 9, utiliser les inégalités (5.16) 
ur calculer la valeur approchée [1/2 (C? + C%)] du minimum de la fonction 
économique du problème à deux étapes de programmation stochastique. 

11. Montrer que le critère d'optimalité de la résolution du problème (4.25)- 
(-27 par la méthode de décomposition et la condition suffisante d'optimalité 

u problème stochastique à deux étapes énoncée dans le théorème 4.3 sont 
équivalents. 

12. Prouver que le problème (4.36)-(4.37) est un problème de programma- 
tion convexe. 

13. Evaluer les erreurs faites sur la valeur du facteur de qualité d’un 
programme du problème à deux étapes de l'exercice 9 si la solution est un 
programme optimal du problème déterministe dans lequel le vecteur aléatoire 

es contraintes du problème initial est remplacé par son espérance mathématique. 

14. Démontrer le théorème 5.2. 


Chapitre 7 


PROGRAMMATION LINÉAIRE 
PAR MORCEAUX 


Sous le terme de programmation linéaire par morceaux on entend, 
dans le présent chapitre, l’ensemble des méthodes de calcul du 
minimum *) d’une fonction linéaire par morceaux convexe vers 
le bas définie sur un polyèdre convexe. La programmation linéaire 
par morceaux est une branche intermédiaire entre les programma- 
tions linéaire et convexe. Bien des problèmes pratiques variés peu- 
vent être énoncés en termes de programmation linéaire par mor- 
ceaux. 

Le présent chapitre est consacré à la théorie et aux méthodes de 
résolution des problèmes de programmation linéaire par morceaux. 

Dans le $ 1, on donne les énoncés formels des problèmes de pro- 
grammation linéaire par morceaux et on établit la liaison entre 
certaines classes de problèmes extrémaux conditionnels linéaires et 
linéaires par morceaux. 

Le $ 2 a pour objet les notions fondamentales et les critères 
d’optimalité du programme des problèmes de programmation linéaire 
par morceaux. 

Les $$ 3 à 6 traitent avec force détails du problème particulier 
important de programmation linéaire par morceaux. Le facteur de 
qualité du programme de ce problème est une somme de fonctions 
linéaires par morceaux dont chacune dépend d'une seule variable, 
alors que ses conditions sont des égalités et inégalités linéaires. 
Le $ 3 expose les fondements théoriques de la méthode de résolution 
d’un problème non dégénéré. Le $ 4 lève l'hypothèse sur la non- 
dégénérescence des programmes du problème et étend les résultats 
obtenus au paragraphe précédent au cas des problèmes dégénérés. 


*) Dans ce qui précède nous avonsitraité surtout des problèmes de maximi- 
sation. Dans ce qui suit nous allons considérer le problème de minimisation 
de la fonction économique, puisque les applications connues des modèles linéaires 
par morceaux relèvent du calcul du minimum du coût. Toutes les considérations 
râpportées dans ce chapitre se prêtent aisément à la reformulation en termes 
de problème de maximisation d’une fonction linéaire par morceaux convexe 
vers le haut, définie sur un polyèdre convexe. 
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L'algorithme de résolution du problème décrit au $ 5 est illustré 
par l’exemple du $ 6. 

Le $ 7 schématise la procédure de calcul qui permet de résoudre 
d'autres problèmes particuliers de programmation linéaire par 
morceaux. 

Les méthodes de programmation linéaire par morceaux étudiées 
dans ce chapitre constituent une généralisation naturelle des métho- 
des finies de programmation linéaire. Les principes de généralisation 
des méthodes finies sont illustrés sur l’exemple de la méthode pri- 
male du simplexe. D’autres méthodes finies de programmation 
linéaire peuvent être également généralisées d’une façon analogue. 


$ 1. Programmation linéaire par morceaux 
et problèmes linéaires 


1.1. Considérons la définition formalisée d’une fonction linéaire 
par morceaux et d’un problème de programmation linéaire par 
morceaux. 

Appelons dans ce chapitre fonction linéaire par morceaux des 
variables z,, z2, . .., x, la fonction F (X) qui peut être mise sous 
la forme 


F(X)= max {Li(X)}. (1.1) 


où les L; (X) = Ÿ a;5r; —b, sont des fonctions linéaires des varia- 
= 1 
bles X = (xi, T2, . . …, Zn). 

On voit aisément que la fonction F (X), définie par la relation 
(1.1), est convexe vers le bas (cf. exercice 1). Aussi serait-il plus 
naturel d'appeler F (X) une fonction linéaire par morceaux convexe 
vers le bas de ses variables. Toutefois, comme nous n'’aurons affaire 
par la suite qu’à des fonctions de ce type, garder une dénomination 
plus brève ne prêtera pas à confusion. 

Soient g; (X) (i = 1, 2, ..., m) les fonctions linéaires par 
morceaux des variables X. On voit sans peine que l’ensemble de 
points défini par les inégalités 

£1i (X) <0, L — 1, 2, .... M, 
est un polyèdre convexe. 
Nous entendrons par problème général de programmation linéaire 


par morceaux le problème qui consiste à minimiser la fonction 
linéaire par morceaux 
F (X) (1.2) 


sous les conditions 
gi (X)<LO0, i=1,2,..., m, (1.3) 
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où g; (À) sont des fonctions linéaires par morceaux des variables 
Lis Los + +. 
Le système d’ inégalités (1.3) est parfois remplacé par la seule 
inégalité vectorielle 
G(X) < 0, (1.4) 


où G(X) = {g1 (X), - - ., Em (X)} est la fonction vectorielle de 
l'argument vectoriel 

Dans plusieurs cas, on aura intérêt à retirer du système de con- 
traintes (1.3) les conditions-égalités linéaires ou autres contraintes 
de type spécial (non-négativité des variables, contraintes bilatérales 
de certaines variables, etc.). Dans de tels cas, il est logique de mettre 
le problème général de programmation linéaire par morceaux sous 
la forme 


F (X) + min, (1.5) 
G(X)<0, (1.6) 
AX —B =0, (1.7) 
XER, (1.8) 


où À est un certain polyèdre convexe. 

Voici quelques-unes des formulations particulières de problèmes. 
de programmation linéaire par morceaux que l’on rencontre souvent 
dans les applications. 


Problème I. 


F (X) = f;(&i) — min, (1.9) 

D aiyzy—bi=0, i—1,2,...,m, (1.10) 
j=1 

az; <B;, j—=1,2,...,n, (1.11) 


où f;(z;) est la fonction linéaire par morceaux de la variable z;. 
Problème Il. 


F(X)= 2 f; (xs) > min, (1.12) 
1 
à gi (x) <O0, i—1,2,...,1n, (1.13) 
2= 
at <By j—=1,2,...,n, (1.14) 


où f, (x; et giy (x;) sont les fonctions linéaires par morceaux de la 
variable zx}. 
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Problème Ill. 


F(X)= Ÿ f;(x;) > min, (1.15) 
j=i 
DE (&)<O,  i=1,2,...,m, (1.16) 
£ 
2 aijZzj — bi =0, i=mi<ti, cs.) 7, (1.17) 
J=1 
QG < < BP j = 1, 2, .. (1.18) 


où f; (x;) et gi; (xs) sont les fonctions linéaires par morceaux de la 
variable zx;. 


Problème IV. 


30 
F(X)= 2 Îr LLor (X)] — min, (1.19) 
54 
2 gin [Lin (X)] O0, i=1,2,..., mi, (1.20) 
Ÿ aiytj—bi=0, imiti, ss 7, (1.21) 
j=1 
Œ} LT; <B;, j —= 1, 2, +) D. (1.22) 


fr et £gin Sont ici les fonctions linéaires par morceaux de leurs 
arguments, alors que 


Lin (X)= Ÿ az; — D, 
3=1 
k=1,2,..., 5, i—=0, 1,2, ..., ma, 


sont les fonctions linéaires des variables x, Ze, . . ., 2. 


Problème V. 


ñn n+s 
F(X)= 2 fs (ei) +. 2, f;{Lj — min, (1.23) 
i= j=n 
D ayjt;—b;j—=0, i—1,2,...,m, (1.24) 
j=i 
@j < Zj <P;— 0, j = 1, 2, ...) D, (1.25) 


où f; sont les fonctions linéaires par morceaux de leurs arguments; 
L; = L;,(X), les fonctions linéaires des variables x, Z2, . . ., æn. 
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Problème VI. 


ñn n+s 
F(X)= 2 fs G)+ 2, filL;l min, (1.26) 


j=1 
ñn n+s 
À gt G)+ 2, gusILA<O, i=1,2,...,m, (1.27) 
&; ce 7 LB; ] = 4, 2, . .) À, (1. 28 
où f; et g:, sont les fonctions linéaires par morceaux de leurs argu- 


ments; 
L; = L;(X), les fonctions linéaires des variables xi, zz, . . ., æn. 


Problème VIl. 


n n+s 
F(X) = À f3(z5) + À, f;lL;j] — min, (1.29) 
n n+s 


D gu(z)+ > eulLn<0, i=1,2,...,m, (1.30) 
J 


j=1 = 


D aijtzy—bi=0, i=miti,...,m, (1.31) 
j=1 
(e 7 LT KL B}, j = 1, 2, .. . 7, (1.32) 


où f; et g:, sont les fonctions linéaires par morceaux de leurs argu- 
ments; 
L; = L;(X), les fonctions linéaires des variables z;, 2, . . ., Zn. 

On constate facilement que chacun des énoncés ci-dessus inclut 
certains autres comme cas particuliers. C’est pourquoi l'existence 
d'un algorithme de résolution de l’un d’entre eux permet de cons- 
truire sans peine des schémas de calcul pour certains autres des 
problèmes considérés. 

Les formulations des problèmes I et II se déduisent de celle du 
problème III avec m, — O0 et m, — m respectivement. Le problème 
III, à son tour, se déduit du problème IV si pour à = 0, 1, 2, ... 

.., M, On pose Ss; = À et 


Lx (o avec À = j, 
ie (À) = O0 avec k Æ j. 


Si l’on pose L}; = const pour j=nr +1, ..., r +Ss, le pro- 
blème Î peut être considéré comme une formulation particulière du 
problème V. En introduisant les variables z,4;, = L;, j —1, 2, ... 

.., S et en posant —@j+ = Ph; — oo, on peut au contraire 
obtenir l’énoncé du problème V en tant qu’énoncé particulier du 
problème I. 
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Le problème VI inclut le problème V. La substitution z,+; = L;, 

—= 1, 2, ..., s, et les conditions —&;,+; = B;+; = oo permettent 

de considérer le problème VI, de même que le problème V, comme 
un cas particulier du type II. 

Le problème VIT inclut toutes les formulations précédentes. 
Mais lui aussi peut être considéré à son tour comme un problème 
particulier du type III. 

On établit de façon analogue les relations mutuelles entre les 
autres couples de problèmes recensés. 

1.2. On aboutit à des problèmes de programmation linéaire par 
morceaux à partir de considérations différentes. 

De nombreux problèmes de programmation linéaire à grand 
nombre de variables et de contraintes comportent, en plus des 
conditions de type général, des contraintes spéciales. Dans plusieurs 
cas, on parvient à réduire de tels problèmes à des problèmes linéaires 
par morceaux avec un nombre nettement moindre de variables et 
de contraintes. L'’exploration des problèmes linéaires par morceaux 
ainsi obtenus conduit généralement bien plus vite à la solution 
que la discussion de problèmes linéaires de grande taille. Le volume 
de calculs imposé par une itération distincte du problème linéaire 
par morceaux est, de façon générale, plus petit que celui exigé par 
une itération du problème linéaire correspondant, et le nombre d'ité- 
rations, en général, diminue lorsqu'on passe du problème linéaire 
au problème linéaire par morceaux. 

On peut indiquer une série de problèmes techniques, économiques 
et bioniques qui s’énoncent directement en termes de programmation 
linéaire par morceaux. Ceci concerne, par exemple, certains pro- 
blèmes de planification à délais imposés de la production, les pro- 
blèmes de réglage automatique [32], les problèmes liés à la cons- 
truction de schémas fiables à partir d'éléments qui ne le sont pas, 
à la synthèse de neurones formels [33], etc. 

Enfin, il peut parfois être utile de réduire à un problème linéaire 
par morceaux certains problèmes de programmation convexe. Tout 
problème de programmation convexe peut être ramené de façon 
exacte ou approchée à un problème de programmation linéaire par 
morceaux. Le problème convexe en nombres entiers de la distri- 
bution des buts examiné dans [86] se ramène à un problème linéaire 
par morceaux équivalent. Le problème du choix d’un système de 
tolérances rationnel dans la construction d'appareils de précision, 
exposé également dans {86], peut être ramené avec l’approximation 
voulue à un problème de programmation linéaire par morceaux. 

Ainsi, les méthodes et les algorithmes de la programmation 
linéaire par morceaux peuvent être utilisés à d’autres fins qu’à la 
résolution des problèmes linéaires par morceaux. Dans plus d’un 
cas, ils simplifient l'exploration des problèmes de programmation 
linéaire et convexe. 
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Dans les paragraphes qui suivent, nous examinerons quelques 
problèmes linéaires dont la résolution se simplifie considérablement 
si on les remplace par les problèmes linéaires par morceaux équiva- 
lents. 

1.3. Certains problèmes de planification (cf., par exemple, [89]) 
se ramènent au problème de programmation linéaire suivant. 


Minimiser la forme linéaire 
t 


n n lj 
L(X)= D cyxy+ 2 2 cr) (1.33) 
j=i j=1 é=1 
sous les conditions | 
D'aijtzy=bis, i—=1,2,...,m, (1.34) 
&; << T; << B;, j = 1, 2, ...… À (1.35) 
m<éi+ a ] 2 l 1 1.36 
2 > 0 i=1, 3 ES — lo LL ( ° ) 


Le problème (1.33)-(1.36) peut avoir, par exemple, l’interpréta- 
tion économique suivante. 

Soient z; le volume de production de la j-ième branche; c;, le 
coût unitaire de production de la j-ième branche. 

Les conditions (1.34), qui associent les variables x; du problème, 
sont des relations de bilan entre la production des différentes bran- 
ches. Les contraintes (1.34) garantissent le volume de production 
demandé aux branches qui fournissent le produit fini. Les condi- 
tions (1.35) établissent les contraintes sur les volumes de production 
de chaque branche, contraintes engendrées, par exemple, par l'étude 
de la demande. Les conditions (1.36) traduisent pour chaque branche 
(j) la liaison entre le volume de production zx; et la demande supplé- 


mentaire z® en ressources de différents types (i). Les ressources 
ainsi limitées varient d’une branche à l’autre: 

Les ressources supplémentaires (du i-ème type) sont nécessaires 
pour que le volume de production z; puisse dépasser un certain niveau 
fixé dj. Les quantités ©;; > 0 définissent les frais supplémentaires 
qui, dans la j-ième branche, sont liées à l’utilisation d’une unité 
de la i-ème ressource en sus de la norme prévue. Le facteur de qualité 
de la planification (1.33), à minimiser, caractérise le coût total de 
production. 

Voici les traits particuliers caractéristiques du problème (1.33)- 
(1.36). Toutes ses conditions peuvent être rangées en deux groupes. 
Celles du premier groupe forment un système arbitraire d'égalités 
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ou d’inégalités linéaires, et celles du deuxième sont de la forme 
CTESETE UE 
z5 < di + xŸ, 
29 > 0. 


Les conditions du premier groupe ne comptent que des variables x;. 


Celles du deuxième contiennent en outre les variables 2%. 

Nous avons déjà dit que les quantités o,;; sont supposées posi- 
tives. 

Il est logique de considérer que les nombres d;; sont tels que 


Gj Ldi3 dej . <d,; <Bj. 


Dans la plupart des cas pratiques, les bornes inférieures &; des 
conditions (1.35) sont égales à zéro. Les bornes supérieures, dans. 
certaines des conditions (1.35), sont quelquefois absentes. Dans de 
tels cas, les BP; correspondantes sont posées égales à l'infini. Pour 
condenser l’exposé, nous désignerons par la suite le problème (1.33)- 
(1.36) par la lettre (4). Nous nommerons, comme d’habitude, pro- 


grammes du problème (4) les collections de nombres (x;, z$”) qui 
vérifient les conditions (1.34)-(1.36). Nous dirons que le programme 
du problème (4) qui minimise la forme linéaire (1.33) est le pro- 
gramme optimal ou la solution du problème. 

Nous avons déjà dit que le problème (4) se distingue par ses 
conditions linéaires du type général (1.34)-(1.35) qui n'’associent 
entre elles qu’une partie de variables du problème (variables. 
Lis Las + + +» Tn). Les autres variables du problème (leur majorité) 
sont assujetties aux conditions simples (1.36). Aussi ne serait-il 
pas rationnel, lors de la résolution du problème (4), d'utiliser les 
méthodes de programmation linéaire sans tenir compte de cette 
particularité absolument essentielle du problème. L'idée maîtresse 
de la méthode exposée dans ce qui suit consiste à remplacer le pro- 
blème (A) par un problème non linéaire de minimisation aux varia- 
bles 1, Z2, . . ., 2, vérifiées par les conditions (1.34), (1.35). 

Ainsi, au prix d’une certaine complication de la fonction à mini- 


miser, nous nous débarrassons des variables r® et des conditions 
(1.36). Le problème non linéaire obtenu peut être résolu à l’aide 
d'une méthode assez économique, dont la description est donnée 
dans les paragraphes suivants ($$ 3 à 6). Il ne reste ensuite qu’à 
reprendre le problème étudié (4) et à écrire la solution cherchée 
en se servant de formules simples. 

Enonçons le problème non linéaire qui, comme on le montrera, 
est équivalent au problème initial (4). 
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Calculer le vecteur X = (x, z2, . . ., z,) minimisant la fonction 


FX) = D fe) (1.37) 


sous les conditions (1.34) et (1.35). 
Les fonctions f; (r;) sont définies par la formule 


CjTj; ay LT di, 
(cy + 015) (tj — dis) + f5 (dis), dis LT L'des, 


y 
(+ 2 oi) (t5— di 5) + f5 (dus), da Bi: 


Posons 
4 


Cuy=cy+ À Cas i—1,2, ... Lj; 
a=1 
Coj —= Cj- 


Ainsi, quel que soit j, la fonction f; (x;) est continue sur [a;, B;] 
et linéaire sur chacun des segments [d,;, d;+1. ;l; de plus, sur 
[d,;, dr+1,5l son coefficient angulaire est égal à c,,;. Notons que 
comme, par condition, tout 64; > 0, les f; (x;) sont des fonctions. 
convexes vers le bas. Désignons par (B) le problème de minimisation 
de la fonction (1.37) sous les conditions (1.34), (1.35). Dans les 
notations du paragraphe 1.1, le problème (B) coïncide avec le pro- 
blème I. Appliquant au problème (B) la terminologie de la pro- 
grammation linéaire, appelons le vecteur X — (x;, z2, . . ., x,) 
satisfaisant aux conditions (1.34), (1.35) programme du problème 
(B), et le programme X minimisant la fonction F (X), programme 
optimal ou solution du problème. 

Etablissons l’équivalence des problèmes (4) et (B), dont voici 


le sens. Si X — (x, 22, .. z,) est le programme optimal du 
problème (B) et si dr; LT, dr +4, j la collection des variables 
(cj, z), où 
70) —_ (x; — d;j, i< k;, 
Zi — 1.39 
7 | 0, LL > k;, } 
donne la solution du problème (4). 
Inversement, si CIE z®) est la solution du problème (4), le 


vecteur À — (x, ..., z,) est le programme optimal du problème 
(B). Constatons avant tout qu'en raison de la positivité des nombres 
C;5, la solution du problème (4) doit être recherchée parmi ceux 
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de ses programmes (x; 1%) qui satisfont aux conditions 
ZT} = di; + 19 si x > 0. (1.40) 
Si (x;, Æ?) vérifie la condition (1.40), 


ua n lj n k}; 
2 CjTj + 2 2 Cie) = 2 (cz; + 2 Oi5(z; — duj)], 
2= 2=1 1—= 12— 1—= 


où k; est égal au plus grand des indices à tels que d;; << xj. La défi- 
nition de la fonction f; (x;) entraîne 


n n l; n 
2 cat à 2 Ci = F(X) = à PICDE (1.41) 


Soit maintenant X — (x, ..., z,) la solution du problème (B). 
Déterminons 2% d'après la formule (1.39). Par construction, le 
programme (zx; x) satisfait à la condition (1.40). Ceci dit, si 
(x; x) est un programme arbitraire du problème (A) qui justifie 
la condition (1.40), utilisons l'inégalité (1.41), pour obtenir 


n n !} _ n _ nl} pe 

> CjT j + » > Ci = F(X)>F(X)=— Ÿ Cjt;j + > D OT, 
J3=1 J=1 1-1 . f=1 J=1 i=1 

ce qui signifie que le programme (zx;, x°°) est optimal. Inverse- 
ment, soit (x; 1%) le programme optimal du problème (4). Ce 
programme satisfaisant nécessairement à la condition (1.40), il 
vérifie l'égalité (1.41). Considérons un vecteur arbitraire X — 
— (ZT, Ze, . . ., Th) qui vérifie les contraintes (1.34), (1.35). Si 
l'on détermine à l’aide de ce vecteur les nombres x!” suivant la 
formule (1.39), on obtient le programme (zx;, x”) du problème (4) 
qui vérifie la condition (1.40) et, par conséquent, l'égalité (1.41). 
On en tire en utilisant l'optimalité du programme (x; x) : 


F(X)>F (À). 


1.4. Le problème (1.33)-(1.36) correspond au modèle de plani- 
fication du volume de production d’un groupe de branches associées 
de l’économie. Il se peut que l'augmentation de la fabrication de 
produit par ces branches soit limitée par des ressources en prove- 
nance de l’extérieur. Supposons qu'il y ait s types de ces ressources. 
Le volume de la k-ième ressource qui peut être utilisé dans le groupe 
de branches concernées ne dépasse pas gx (4 — 1, 2, ..., s) unités. 

Posons pour simplifier le modèle, que le coût associé à l’utili- 
sation des ressources en provenance de l’extérieur est pris en compte 
lors de la planification à un niveau plus élevé et ne doit pas être 
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considéré en recherchant le facteur de qualité de la solution du 
problème. 

Les différentes restrictions imposées au niveau de production 
de la j-ième branche définissent le coût différent de la k-ième ressource 
par unité de produit. On peut indiquer des volumes critiques de 


production d@ (4 = 1, 2, ..., ra), tels que pour 
a < 5, < di? 


le coût de la k-ième ressource par unité de produit ne change pas, 
alors qu'il augmente pour z, > d£;". 

Supposons que pour &; < z; < dx}, Pas constitue le coût de la 
k-ième ressource par unité de produit fourni par la j-ième branche, 
et que, dans le cas d’un volume de production z; dépassant le niveau 
an (é = 1, 2, ..., r,;), le coût de la k-ième ressource par unité 
du j-ième produit augmente de +©. 

Il est naturel de considérer que 


<< di... RP LB. 


Pour tenir compte, dans le modèle (1.33)-(1.36), des contraintes 
sur les ressources en provenance de l'extérieur, il faut ajouter aux 
conditions (1.34)-(1.36) les systèmes de contraintes suivants: 


À À Pas + à D Or gr, k—1,2,...,s, (1.42) 


z; KP + di t — 1, 2, ..., This 


zx) > 0 k=1,2,...,s:j—1,2,...,n. U-#) 


D est ici l'excédent du volume de production de la j-ième branche 


sur le niveau critique dé lié à la mise en œuvre de la k-ième 
ressource extérieure. 
Désignons par (C) le problème (1.33)-(1.36), (1.42)-(1.43). 
Donnons l’énoncé du problème linéaire par morceaux [nous 
l'appellerons problème (D)] équivalent au problème (C). 
Calculer le vecteur À — (xzi, Z», . . ., z,) minimisant la fonction 
(1.37) sous les conditions (1.34)-(1.35) et le système supplémentaire 
de contraintes du type 


n 


2 ER] CHRGLT k=—1,2, ...,s, (1.44) 
j= 


31—0776 
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où les fonctions linéaires par morceaux g,; (x;) sont définies par les 
formules du type 


[Dr jTj pour a; <<z;< af), 
[rs +) (xs — dd) + gs (dû?) pour dr; <dP?, 
&Rj (z;) =) De me eee. 
(eu+ à V2) (&— URI) + gas (CAES) pour aErs) TL; <P3- 
(4.45) 


Dans les notations du paragraphe 1.1, le problème (D)’coïncide 
avec le problème 111. L'équivalence des problèmes (C) et, (D) s'éta- 
blit sans peine. Il suffit pour cela de retenir, en plus des considé- 
rations du paragraphe précédent, le fait que les fonctions)g;; (x;) 
sont, par définition (1.45), convexes vers le bas. Nous laissons au 
lecteur le soin de construire toutes les démonstrations exigées (cf. 
exercice 2). 

Remarquons qu'il se trouve des travaux ([2], [58], par exemple) 
dans lesquels les problèmes linéaires par morceaux sont ramenés 
à des problèmes linéaires. Toutefois, dans tous ces cas, le nombre 
de variables et de contraintes des problèmes linéaires dépasse con- 
sidérablement le nombre de variables et de conditions des problèmes 
linéaires par morceaux équivalents. Si l’on a à sa disposition des 
méthodes et des programmes de résolution des problèmes linéaires 
par morceaux, le passage aux problèmes équivalents de programma- 
tion linéaire n’est guère opportun. 


$ 2. Critères d’optimalité des problèmes 
de programmation linéaire par morceaux 


2.1. Considérons le problème général de programmation linéaire 


par morceaux. Calculer le vecteur À — (x, z2, . . ., z,), de dimen- 

sion 7, minimisant la fonction 
F (X) (2.1) 

sous les conditions 

G(X) < 0, (2.2) 
AX —B =0, (2.3) 
X ER, (2.4) 
où F (X) et les composantes g; (X) ( = 1, 2, ., Mi) de la fonc- 
tion vectorielle G (X) sont les fonctions ‘linéaires par morceaux des 


variables Zi, Ze, . . ., Tn 
A, la matrice de dimension (nm —m,)Xn; 
B, le vecteur de dimension (m — mi); 
R, le polyèdre convexe. 
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Le vecteur X satisfaisant aux conditions (2.2)-(2.4) est dit pro- 
gramme du problème linéaire par morceaux. Nous appellerons, com- 
me d'habitude, programme optimal ou solution du problème le 
programme qui rend minimale la fonction (2.1). 

Le théorème suivant définit le critère d’optimalité du problème 
général de programmation linéaire par morceaux. 


Théorème 2.1. Le programme X* du problème (2.1)-(2.4) 
en est une solution si et seulement si il existe un vecteur de dimension m 
— (Aa, Ab), A: — (A1, .. Âm.) > 0, Â>2 = (Am +1;  .) À m); 
tel que 
a) la fonction @ (X, A)—F (X) + (A1, G (Æ)) + (Az (AX TD 
(2.9 


atteigne en X* le minimum par rapport à X sur l'ensemble R et 


b) (A1, G(X*)) = 0. (2.6) 
Démonstration. Démontrons que les conditions du 
théorème sont suffisantes. Supposons qu'il existe des vecteurs 


A; > 0 et A2 qui vérifient les conditions du théorème. En vertu 
de a), 


p(X*, A)<œp(X, A) pour tout XER, 
ou, ce qui revient au même, 
F(X*) + (Au G(X*)) + (Az, (AX* —B)) < 
< F (À) + (A4, G (X)) + (A2; (AX —B)) (2.7) 
pour tout À € À. 
Le vecteur X* est un programme du problème (2.1)-(2.4). Par 
conséquent AX* — B = 0. En vertu de b 
(A1, G (X*)) = 0. 
Pour un programme X quelconque du probleme (2.1)- @. 4), 
AX —B—=0 et (A;,, G(X)) < 0. 
Dans ces conditions, l'inégalité (2.7) amène 
F(X*)< F (X) 
pour tout programme X du problème (2.1)-(2.4). Les conditions du 
théorème sont ainsi suffisantes. 
Prouvons que ces conditions sont nécessaires. 
1. Considérons dans un espace de dimension (m + 1) un ensemble 


M des points Z — (Go Zi, + « « 2m), défini de la façon suivante. 
Le point ZE M s'il se trouve un vecteur X € R tel que 

z0 > F (X), (2.8) 

2 > Et (X), l = 1, 2, es M (2.9) 


z = (AX — Bh; = > jt; — bi,i=m, +1, ..., m. (2.10) 


31° 
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L'ensemble M est un polyèdre convexe. Ceci résulte des raison- 
nements que voici. Considérons dans l’espace de dimension (m + 
+ n + 1) l’ensemble M des points Z = (Z, X) dont les coordon- 
nées vérifient les relations (2.8)-(2.10) et, de plus, X € R. Les fonc- 
tions linéaires par morceaux convexes vers le bas F (X) et g; (X) 
peuvent s’écrire, par définition, sous la forme (1.1). Par suite, on 
peut présenter les inégalités (2.8), (2.9) sous la forme d’un système 
d’inégalités linéaires. L’ensemble M des points Z dont les coordon- 
nées vérifient ce système d'égalités et d’inégalités linéaires est un 
polyèdre convexe. L'ensemble 7, en tant que projection du polyèdre 
convexe M sur un espace de dimension (m + 1), est également un 
polyèdre convexe. 

Pour le voir il suffit, après s'être servi de la deuxième définition 


du polyèdre convexe (cf. [87], chapitre 5, $ 2), de représenter M 
comme l’ensemble des points Z du type 


N: » Ne L 
Z= 2 Zran + 2 Zm+br, ŒR >0, Br > 0, 


N'1 


San = 1. 


hk=1 


Si dans la représentation donnée pour les points Z de l'espace 
de dimension (m + n + 1) on considère les m + 1 premières coor- 
données, il vient 


N: No 
Z= Z Znon+ D Zmafr aZ>0, Br>0, 


où le premier membre est un point quelconque Z € M. 
Par conséquent, M est un polyèdre convexe. 
9. Définissons dans l’espace de dimension (m + Î) la demi- 


droite L: 
20 < F (X*), (2.11) 
2 = 0, i—1,2,..., m, (2.12) 
où X* est le programme optimal du problème (2.1)-(2.4). | 
La demi-droite L et l’ensemble { ont un point commun unique. 


C'est le point 
, y” 


m 


extrémité de la demi-droite L. 
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En effet, supposons qu’il n’en soit pas ainsi et qu'il y ait un 
point Z’ différent de Z* qui appartienne à la demi-droite ZL et à 
l’ensemble M. 

Par définition de la demi-droite L et de l’ensemble M, l'hypo- 
thèse adoptée signifie qu’il existe un point À € R tel que 


F(X)>2z > F(X), 
028 (X), i=1,2,..., m;, 
O-= (AX —B});,, i=m<+1,..., m. 


Les relations obtenues contredisent le fait que le vecteur X* 
est solution du problème (2.1)-(2.4). 

3. Le polyèdre convexe M est l’intersection d’un nombre fini 
de demi-espaces et d’hyperplans. Mettons à part, parmi les hyper- 
plans frontières de l’ensemble M, les hyperplans contenant le point 
Z*, extrémité de la demi-droite L. Si tous ces hyperplans contenaient, 
outre le point Z*, toute la demi-droite L, au moins un segment de 
la demi-droite L appartiendrait, en plus du point Z*, à l’ensemble 
M. Mais c’est impossible du fait que d’après ce qu’on a démontré 
Z* est l’unique point commun à la demi-droite L et à l’ensemble M. 
Par conséquent, parmi les hyperplans retirés il existe un hyperplan 
IT qui passe par le point Z*, sans contenir la demi-droite L. L'hyper- 
plan II étant frontière, il est hyperplan d’appui pour M en Z*. 

Soit 


y riz; = Const 
i=0 
l'équation de l’hyperplan Il. 


Le point Z*E II. Aussi l’équation de cet hyperplan peut-elle 
être récrite sous la forme 


D rizi= ro, 
= 
soit 
à riz = ro (X°). (2.13) 


Considérons que les coefficients r; qui définissent II sont choisis 
de telle façon que pour tout point ZE M 


_ 


à ri> ro (X*). (2.14) 


On voit aisément que 
r,Zz0 avec i—0, 1,..., m. (2.15) 
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En effet, si l’un de ces nombres était négatif, alors, pour des 
valeurs suffisamment grandes des coordonnées correspondantes Z; 
du point Z € M, le premier membre de l'inégalité (2.14) deviendrait 
un nombre aussi petit que l’on veut, ce qui contredit (2.14). 

L'hyperplan II ne contient pas la demi-droite L. Par suite, 
ro = 0, et, en vertu de (2.15), 


> 0. 


Introduisons les notations 
lit, (i=1,2,...,m) 
Â: — (At  . À ms) ; A — (Amat1 ee -? Âm) 


Les inégalités (2.15) entraînent 


A > 0. (2.16) 
Pour les points Z € M définis par les égalites 
Zo — F (X), 
Zu = LR (X), i=1,2,..., mi, 
— (AX B), i=m<+i,...,m, 

où X E R, l'inégalité (2.14) se met sous la forme 

F (X) + (A1, G (X)) + (A2, (AX —B)) 2 F (X*), (2.17) 
XER. 


__ Le vecteur X* est le programme optimal du problème (2.1)-(2.4). 
En raison de (2.2), (2.3) et (2.16), l'inégalité (2.17) conduit à 


F (X) + (A1, G(X)) + (Az, (AX —B)) 2 
> F(X®) + (A1, G(X*)) + (Az, (AX* —B))}, XER, (2.18) 
ou, ce qui revient au même par suite de (2.9), 
pP(X*, A <p(X, A), XER. (2.19) 


On a ainsi démontré que si le vecteur X* est solution du pro- 
blème (2.1)-(2.4), il existe un vecteur À = (A1, A2), A1 > O0, tel 
que ce même vecteur X* assure le minimum de la fonction  (X, A) 
sur l’ensemble R. Il est ainsi établi que la condition a) du théorème 
est nécessaire. 

Pour s'assurer que la condition b) est nécessaire elle aussi, posons 
dans le premier membre de l’inégalité (2.17) X — X*. Il vient 


(A1, G (X*)) 2 0. (2.20) 
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Mais A, > 0, et G (X*) < 0. Ceci signifie que l'inégalité (2.20) 

ne peut être vérifiée qu'avec 
(A4, G(X)) = 0. 

Ce qu’il fallait démontrer. 

2.2. Le théorème 2.1. peut servir de base pour formuler des critè- 
res d'optimalité des programmes des problèmes de programmation 
linéaire par morceaux, commodes pour les schémas’ de calcul. 

Considérons les différentes formulations particulières de problè- 
mes de programmation linéaire par morceaux fréquentes dans les 
applications. Commençons par le problème I (par le problème (B), 


dans les termes du paragraphe 1.5), dans lequel le facteur de qualité 
est de la forme 


F(X)= 2 f(x), (2.21) 


où f, (x;) sont des fonctions linéaires par morceaux, convexes vers 
le bas de leurs arguments, alors que les contraintes constituent le 
système de conditions linéaires 


AX —B =0, (2.22) 
a LT P;- (2.23) 


D'après le théorème 2.1, le programme X*7du problème (2.21)- 
(2.23) en est une solution si et seulement si l’on trouve un vecteur 
. À tel que la fonction 


p(X, A) = F(X) + (A, (AX —B)) 


soit minimisée en X* sur l’ensemble (2.23). Autrement dit, la éon- 
dition nécessaire et suffisante pour que le programme X* soit opti- 
mal consiste en l’existence d'un vecteur A vérifiant les conditions 


F(X*) + (A, (AX* — B)) < F(X) + (A, (AX —B)) (2.24) 
avec a; LT; K BP; 


Récrivons l'inégalité (2.24) sous la forme 


Zhita)+ 2 (A 4)a< Ë f(e)+ ZA, Apzs (225) 
avec a LT; < P;. 


Soit z£ << BP. Posons z, = 2% +'e (e > 0), et x; = zÿ avec j 
= k. L'’inégalité (2.25) s'écrit alors 


— (À, Az) 8 < fr (2 + e) — fr (2). 
On en tire 
fr” (zÿ) > — (A, Ah), (2.26) 
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où fi” (x?) est la dérivée à droite de la fonction f; au point zà. 
Soit maintenant zx? > a. En posant x, — 2 — e (e >> 0) et 
z; = zx} avec j  k, on obtient d'une façon analogue 


fx (mi). < — (A, A3), (2.27) 


où fk” (x?) est la dérivée à gauche de la fonction f, en zi. 

Le signe de À n'étant pas spécifié, on peut omettre dans les 
inégalités (2.26) et (2.27) le signe moins devant A. 

Ainsi, on tire de l'inégalité (2.25): 

pour &; << x? << $;, 


5 (xÿ) < (A, Àj) < f5° (x); (2.28) 
pour z° —= ©}; | 
ff? (xÿ) > (A, À)); (2.29) 

pour zx? = B; 
ÎT (x) < (A, À)). (2.30) 


On voit aisément que des inégalités (2.28)-(2.30) résulte l’iné- 
galité (2.25) (cf. exercice 3). 

Donc, pour qu’un programme X* du problème (2.21)-(2.23) en 
soit une solution, il faut et il suffit qu'il existe un vecteur A de 
dimension m satisfaisant aux relations (2.28)-(2.30). 

2.3. Considérons maintenant le problème linéaire par morceaux 
II. Appliqué au problème II, le théorème 2.1 s’énonce de la façon 
suivante. 

Un programme X* = (x, ..., x) du problème ÎI est optimal 
si et seulement si il existe un vecteur À — (4,4, ..., Àn) > 0 qui 
vérifie l’inégalite 


È fs (x5) + D D Mg (Tr) < <> f5 (x) + > D Mgis(zi) (2.31) 
pour tout <a, < B;, j = 1, 2, ne, et 


> > Aug (a?) —0. (2.32) 


En posant, comme dans le paragraphe précédent, Tr = TR + e& 
(e >> 0) avec zx << BP; et zy = 1 (jh), puis zy — zi —e(e > 0) 
avec zx > ar et tj = 2? (j  k), on obtient à partir de l'inégalité 
(2.31) : 
avec a; <zj < $;, 
FF (5) + (À, 8% (x) > 
fr (af) + (A, 87 (5) < 0 
ou, ce qui revient au même, 


fr (et) + (À, 89 (5) <O0 << 7 .(xf) + (A, 8%, (z5)); (2.33) 
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avec Zi = Œ} 


J® (ei) + (A, 8% (#)) 2 0, (2.34) 
et avec zi = (B;, 
Le f5 (5) + (A, #7 (5) < 0. (2.35) 
ci 
gT (x) = {85 (7), . .., 8m (&)} 
et 


gT (x) = {85 (x), ..., gmi (&)} 


sont les vecteurs de dimension m, dont les composantes sont res- 
pectivement les dérivées à droite et à gauche des fonctions linéaires 
par morceaux g:;; (z;) en 2? 

Les inégalités (2. 33)- (2. 35) entraînent l'inégalité (2.31) (cf. 
exercice 4). 

Ainsi avec À > 0, les inégalités (2.33)-(2.35) constituent avec 
l'égalité (2.32) les conditions d’optimalité nécessaires et suffisantes 
d’un programme du problème II. Le critère d’optimalité obtenu du 
programme est à la base du calcul numérique du problème linéaire 
par morceaux considéré. 

Le problème III (dans les termes du paragraphe 1.3, le problème 
(D)) ne diffère du problème IT que par le système supplémentaire de 
conditions-égalités linéaires. Des raisonnements analogues aux 
précédents conduisent au critère d’optimalité suivant d’un pro- 
gramme du problème III. 

Le programme X* = (2}, ..., x?) du problème IIT en est une 
solution si et seulement si il existe un vecteur de dimension m,, 
A= (um... Am.) > 0, et un vecteur de dimension (m — m;), 


nt = (m,+1s 7 Àm); tels que 
f57 (x) + (As, 87 (7) < (A2 À) < 


< f$ (7) + (A1 857 (5) (2.36) 
avec a; < 2ÿ << $;, 
f? (æÿ) + (As, 85 (#5) > (A2, 45 (2.37) 
avec x? — «a; 
5 (7) + (As 89° (x) << (A2, 45) (2.38) 
avec 2? = B;,, 
à À Afgis (xÿ) =0. (2.39) 


Nous avons conservé ici les mêmes notations que dans les pro- 
blèmes précédents. 
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2.4. Enonçons le critère d’optimalité du problème IV. Dans ce 
problème, la fonction économique et une partie des contraintes 
apparaissent comme une somme de fonctions linéaires par morceaux 
de formes linéaires. Certains cas particuliers de problèmes de ce 
type, dans lesquels les fonctions linéaires par morceaux sont les 
modules de formes linéaires, ont été explorés dans [32] et [42]. 


En remplaçant les variables, on peut ramener le problème IV 
au problème du type III. 


Introduisons les variables 
yir = Lin @= 2 D az; — db), (2.40) 
< 


k—1,2,...,5:; i 0, 1,2,..., nu. 


Le problème IV s'écrit alors 


#0 

2 fn (Yox) — min, + (2.41) 
#; | 
D gin (un) O3 i=1, 2, ..., ms (2.42) 


D aPa—vu =: k—1,2,...,s13 i—0,1,2,...,ms, (2.43) 


Aer nn i— m1 +1, M; (2.44) 


ai LT LB, j—=1,2,...,n. (2.45) 
Soit 


Z = {yo y YOsor Yits + + 9 Yisys een Ymats Umisn, Lis ce. Tn} 
| (2.46) 


le programme arbitraire du problème (2.41)-(2.45). 


D'après le critère d’optimalité obtenu dans ce qui précède pour 
le problème III, le programme 


L C3] à à 
Z* = {y01, 3 LP Yi; ...) Vian CERE Umats ..) Umism,? Ti, -..) zh} 


du problème (2.41)-(2.45) est son programme optimal si et seulement 
si il est possible de composer des collections de nombres 


A, > 0 (ë = 1, 2, +. Mi) ; hi (k = 1, 2, see Si) 
i = 0, 1, . + mi), 
MG=n +1,..., m), 
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telles qu'elles vérifient les relations suivantes: 


JR (un) Shan Lt (y), k = 1, 2, ..., 50, (2.47) 
À; iLir (yix) < ir ligir (Yik), (2.48) 
k = 1,2, ..., 5; i — 1, 2, ..., mi, 


m 
Ÿ Ana} — >» Âiai avec a; x LB;, (2.49) 
i-0hk=1 J=mi+i 
ms Si 
> D Ana > Ÿ Mi avec z) =, (2.50) 
4=0 k=—1 i=mst 
mi Si mn 
D D'une D) Aid; avec r? =B,, (2.51) 
{= 1 k=1 TT 
mi 
2 S » Aigin (Yi) = 0. (2.52) 
yin (k = 1,2, ..., si; i nm 1, ..., m;) s'expriment ici à l’aide 


des z* d'après les formules (2.40); fi (u#), f£° (uh), gé? (U% 
gx (Yir) sont les dérivées à droite Le à gauche des fonctions A 
et £g;n par rapport à ÿYor et y aux points yôr et yir respectivement. 

La déduction détaillée des conditions (2.47)-(2.92) est laissée 
au lecteur (cf. exercice 9). 


2.5. Des considérations analogues aux précédentes permettent 
d’énoncer le critère d'optimalité d’un programme pour les autres 
problèmes particuliers de programmation linéaire par morceaux 
recensés au paragraphe 1.1. 

Ainsi, pour le problème V: 

Le programme X* — (r?, . _., x?) du problème V en est une 
solution si et seulement si il existe un vecteur À = (A;, A2) tel 
qu'il justifie les relations suivantes: 

17 GN) < (A1 47) — (A2, A5) ff(zf) avec a; < 25 < By, (2.53) 
fi (x?) > (A3, À ;) — (A, À;) avec z} — Œj; (2.54) 
PA (z5) < (A1, 4j) — (Az, 45); avec x = B;, (2.55) 

F7 (1) La < F7 (9) avec j=n+1,..., n+s. (2.56) 

Ici, ave j=n+i,...,n +s, 


ys = Li (X), (2.57) 
À; = (@iÿ, ULEE . Emi) ; 
Ai = (Gn+t,) An+2,/s + + +1 Onts,ÿ), j = 1,2, ...,n, 
AM = (A, ..., An); A: = (A, ..., A. 
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Le critère d’optimalité d’un programme du problème VI s'énonce 
de la façon suivante. 

Pour qu’un programme X* — (x?, ..., zx) du problème VI 
en soit une solution, il faut et il suffit qu’il existe un vecteur À = 

— (A,, A2), avec 


A =, À, ..., Mn) 20, A2 = (4, À, ..., A), 
tel qu’il vérifie les relations suivantes: 
avec ay < xj << B;, 
fr) (7) + (Au 857 (5) < — (Az, 4j 


LH (x) + (A1, 857 (GP), (2.58) 
avec z? = &}, 
fi (27) + (As, 857 (&ÿ)) > — (A2, À;), (2.59) 
avec zx; = ;, 
f5 (27) + (As 87° (27)) < — (Az, A5), (2.60) 
avec j = nr + 1, ..., rs 
fr w + (A1, 857 ee n< À 
. < F7 (y) + ALT * (y) (2.61) 
TT (Ai 85 (7 D+. 5 Gus 83 (u5)) = 0. (2.62) 
Jci 


y = L;(X*), j=n+1,...,n+s, 
À; — (Gn+1, js An+2. j» _… An+s, )', ] — 1, 2, ...) À 
83 (t;) = {gi (&i), + + Emi (&)}. 


« 


Les problèmes T à VI sont des formulations particulières du 
problème VII. Le critère d’optimalité du problème VIT peut s’obte- 
nir exactement de la même façon que pour les problèmes V, VI et 
s’énonce de la façon suivante. 

Le programme X* — (xf, x, ..., x?) du problème VII en 
est un programme optimal si et seulement si il existe un vecteur 

— (A, Âb, A3), avec 


Ai= (A ... Âmy) > 0, A2 = hmi+1) ..) Âm)» 
— (Âm+1 . Âm+s) 


tel qu’il vérifie les relations suivantes: 
avec aj Ii << $;, 


5 (xÿ) + (As 85° (&}) <(A2, 4j) — (As, A) < 
Éh ( _ ) + (A, 85 (xf)); (2.63) 
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avec ZI? = &y, 

5 (25) + (As 857 (5) > (A2, À) — (As, Àj)il (2.64) 
avec zx? = f}, 

F5 (z7) + (Au 87 (7) << (A2 A5) — (As À); (2.65) 
ave j=n+1Â,...,n+s, 


F5 (y) + (Au 8 (LA a <K| 
LS (ui) + (Au 85° (y?) (2.66) 


et 


n+s 
D Qu 85) +, 2 An 8: (5) = (2.67) 


Les notations adoptées ici sont les mêmes que dans le cas précédent. 
Le lecteur peut voir sans peine que le critère d’optimalité du pro- 
gramme du problème VII permet de déduire aisément tous les cri- 
tères mentionnés ci-dessus pour les problèmes I à VI (cf. exercice 6). 

Les critères d'optimalité des problèmes particuliers de program- 
mation linéaire par morceaux obtenus ici seront employés dans- 
les paragraphes qui suivent à la construction de méthodes et d’algo- 
rithmes de calcul du programme optimal. 


$ 3. Principes théoriques de la méthode 
de résolution du problème I 


3.1. Tlustrons dans le détail, sur l'exemple d'un problème parti- 
culier important appelé au $ 1 problème I ou problème (B), l’appli- 
cation des critères d’optimalité d’un programme obtenus plus tôt 
à la construction de méthodes de calcul numérique des problèmes 
linéaires par morceaux. Les méthodes de résolution d’autres pro- 
blèmes de programmation linéaire par morceaux se construisent 
selon un schéma analogue, mais plus complexe (cf. $ ÿ). 

Le problème (B) consiste à minimiser la fonction 


FX) = À (a) (3.1 

sous les conditions 
ÿ A;x;j = B, (3.2) 
Le <B, j=1. 2, ..,n. (3.3) 


{1 (x) sont ici les fonctions linéaires par morceaux convexes vers 
le bas, associées aux paramètres du problème linéaire équiv alent 
(A) par les relations (1.38). 
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Posons, de même qu’au $ 1, 
Co = Ci j—=1,2,...,n, (3.4) 
i 
Ci =Cj+ ÿ Ouf: i—1,2,..., l;; j—=1,2, oc.) 7e (3.5) 
u=1 
Dans ces notations 


CojTis ALT Lij; 
__J Cai(zs— dis) +f5 (dis), dis Lxs Les, 
fs (z;) = 


Qji(ts—di)+fi(h;), dir; <Bs- 


D'après le critère d’optimalité du programme d’un problème 
de type (3.1)-(3.3), obtenu au paragraphe 2.2, le programme X* — 
= (1;, ..., 2) en est une solution si et seulement si il existe un 
vecteur À = (A1, ..., Àm) tel qu’il satisfait aux inégalités (2.28)- 
(2.30). Compte tenu de la définition (3.6) de la fonction f; (x;), 
on peut récrire le critère d’optimalité d’un programme du problème 
(B) sous la forme suivante. 

Pour qu’un programme X* = (z}, ..., x*) du problème 
(3.1)-(3.3) soit optimal, il faut et il suffit qu’il existe un vecteur 
À = (Ây, - - …, ÀÂm) tel que 


Ch. 2 œijh Ch; Si 2 = day (1<Kk<KI;), (3.7) 
2 ah <Go=6s Si 25 =a;=doi, (3.8) 
2 ay c,; Si 25 =$6;=di,+1,5, (3.9) 


1 
D'apu=ens si da dns, (OL). (3.10) 


3.2. De même que dans les problèmes de programmation linéaire, 
appelons les vecteurs À; vecteurs des conditions et le vecteur PB, 
vecteur des contraintes. Considérons le rang de la matrice À — 
— ||a;; || comme égal à m, nombre d'équations du système (3.2). 

Les points @j; = doj, di, . .., du js B; — di;+1, en lesquels 
la linéarité de la fonction f; (x;)l est compromise seront dits valeurs 
critiques de l’argument de cette fonction (valeurs critiques du j-ième 
argument). 

Soit X — (z1, To, . .- ., Z\) un certain programme du problème 
B. Désignons par Ex l’ensemble des indices j tels que x; ne coïncide 
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avec aucune de ses valeurs critiques 


doj dijs ..) di+1, j- 


Nous dirons que le programme X = (1, 22, ..., rh) est de base 


si le système des vecteurs des conditions À;, avec j € Ex, est linéaire- 
ment indépendant. Le programme de base X est dit non dégénéré si 
l'ensemble Ex se compose juste de m éléments. 

Nous dirons que le problème du type (B) est non dégénéré si 
chacun de ses programmes de base est non dégénéré. Un système 
de m vecteurs linéairement indépendants s'appelle base du programme 
de base X s'il contient tous les vecteurs des conditions À;, avec 


j € Ex. Nous désignerons par Ex l’ensemble des indices des vecteurs 
des conditions formant une base du programme X. Il est clair qu'un 
programme non dégénéré n’a qu’une seule base (£x = Ex). Les 
programmes de base dégénérés (Ex = Ex) peuvent posséder plu- 
sieurs bases. Nous nous bornerons à l’examen de problèmes non dégé- 
nérés et énoncerons dans ce qui suit ($ 4) les considérations qui auto- 
risent l'extension de la méthode aux problèmes dégénérés. 

Partons d’un certain programme de base du problème étudié, 
dont le calcul (s’il faut le faire) peut s'effectuer à l’aide d’une des 
méthodes de programmation linéaire. La méthode proposée ci-dessous 
est une généralisation du deuxième algorithme de la méthode pri- 
male du simplexe (cf. [87], chapitre 8, $ 4). 

L'application de cette méthode conduit, comme dans le cas 
linéaire, à un nombre fini d’itérations de même type. Chaque ité- 
ration est composée de deux étapes. À la première étape, on teste 
l’optimalité du programme de base obtenu au terme de l'exécution 
de l’itération précédente. Si le programme est optimal, la procédure 
s'arrête. Dans le cas contraire, on effectue la deuxième étape de 
l’itération, à laquelle l’on construit un nouveau programme de base 
lié à une plus petite valeur de la fonction F (X) (dans le cas d’une 
situation non dégénérée), ou bien l’on établit que la fonction F (X) 
est infinie sur l’ensemble des programmes du problème étudié. 

3.3. Voici la description en détail d’une itération distincte de 
cette méthode. Soit X — (x, z>, . .., x,) un programme de base 
du problème (B). Pour alléger l'écriture, supposons que sa base se 
compose de m premiers vecteurs des conditions: 


Ai, A0 .. Ame 


Etant donné que le problème (B) est supposé non dégénéré, les com- 
posantes de base du programme ZX ne coïncident avec'aucune de ses 
valeurs critiques: 


dhi Ti <dr+1, 5 1<j<m. (3.11) 
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En ce qui concerne les composantes secondaires du programme X, 
chacune d'elles est égale à l’une de ses valeurs critiques: 


tj=dh;, Mm+I<j<n. (3.12) 

Etablissons d'abord si le programme ZX constitue la solution 
recherchée du problème. À cet effet essayons de définir d’après 
le critère d'optimalité, le vecteur A = (Ai, À, . .., Àm) associé 
au programme X par les conditions (3.7)-(3.10). Si un tel vecteur A 


existe, selon la condition (3.10) ses composantes doivent satisfaire 
au système d’eéquations 


2 dijhi — Chi ] = 1, 2, ..) M (3.13) 


Le système (3.13) peut être mis également sous la forme matri- 
cielle suivante : 
AA x = Cxy, (3.14) 


où À + désigne la matrice dont les colonnes sont les vecteurs des con- 
ditions qui constituent la base du programme X, 
. Cx (Cri, Che2, +, Chmm)- 


Les vecteurs À:, A2, ..., Am qui constituent la base du programme 
X étant linéairement indépendants, le système a une solution unique 
qui peut s’écrire 


(A4, ho, + 7 À m) — A — CxAY, (3.15) 


où Ax désigne la matrice inverse de la matrice Ax. D'après le 
critère d'optimalité, pour que le programme XX soit optimal, il 
faut et il suffit que les ‘composantes ainsi calculées du vecteur A 
vérifient les conditions 


m 
NY . . 

hi 35 À Gijh Ca si ja, P;; j>m+i, 
1—= 


ji Sit=$;, j>zm+1, 
2; Co = Cy Si Zzj=a;, j>m +. 
Si l’on pose par convention c_;; = —, ci — co, tous Îles 
trois types de conditions peuvent s’écrire alors sous la forme unique : 
Chj-1, 3 T3 LCR ji pour j >m +1. (3.16) 


Ainsi, pour tester l’optimalité du programme X, il suffit de calculer 
les nombres z;, j > m + 1 et d'établir s'ils satisfont au système 
d'inégalités (3.16). Si toutes les inégalités (3.16) sont vérifiées, alors 
le programme X est optimal et le problème est résolu. 
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S'il n’en est pas ainsi, À n'est pas le programme recherché et la 
procédure doit être poursuivie. 


Supposons que nous sommes en présence de la deuxième éventua- 
lité, c’est-à-dire qu’au moins une des inégalités (3.16) ne soit pas 
vérifiée. Cela signifie que parmi les nombres 


Anj=cri—2; kil, j>m+i, 
Ani=z—cin k>1, j>m+, 


il en est qui sont négatifs. 
Remarquons qu’en raison de la définition des nombres c;;, 


A = —Ay toy avec 1<i<ly (3.17) 


Choisissons un indice j = r pour lequel est enfreinte l’une des iné- 
galités de la j-ième ligne du système (3.16). Deux cas sont possibles, 
qui s’excluent mutuellement : 


1°. Ar 7 <0 (c'est le deuxième membre de la r-ième inégalité qui 
est compromis). 


2°. Ar <0O (c'est le premier membre de la r-ième inégalité 
qui est compromis). 

Considérons séparément chacun de ces cas. 

4°. A — Ânr = Ch,r — 2? << 0. 


‘Décomposons le vecteur À, par rapport à la base du program- 
me À : 


m 
A, = 2 TirAi. (3.18) 
Notre tâche consiste à construire un nouveau programme de base 
du problème B, associé à une plus petite valeur de la fonction F (X). 


Introduisons dans la discussion le vecteur X (8) — (x; (8), 
: + Zn (0)) dont les composantes se calculent d'après la formule 


Zi —07ÿ, j —1,2,...,m, 
zy (8) = { He j=r (8.19) 
Z j, ÎiÆT, j>zm- li. 
Notons que pour une valeur quelconque de 86, 
D Ait; (0) = D Ajtÿ + 0 [Ar — © ir]. 
On en tire, compte tenu de l'égalité (3.18), 
à At; (8) = À Ajz;=B, 


c’est-à-dire le vecteur ÆX (8) satisfait aux contraintes (3.2). 
32—0776 
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Si 6 > 0 est suffisamment petit, les composantes du vecteur 
X (6) vérifient également les conditions (3.3) du problème considéré. 
En effet, avec 1 < j<<m, ceci résulte des inégalités (3.11). Comme 
c'est le cas 1° qui a lieu, z, <B,, d'où a,<zx, + 6<B, pour fs) 
suffisamment petit. 

Les autres composantes du vecteur X (8) coïncident avec les 
composantes respectives du programme ZX, qui justifient les con- 
traintes (3.3). 

Ainsi, avec des 6 positifs suffisamment petits, le vecteur X (0) 
est un programme du problème (B). La borne supérieure 6° de ces 
valeurs de 6 se calcule sans peine. 

Désignons par Ex (Ex) l’ensemble des indices j € Ex tels que 


Zjr > 0 (z;r € 0). 


80” est évidemment le plus per des trois nombres : 


.. Tij—Œ 
min, mn, fi: (3.20) 
jCE x fr jeEY 2 


Observons maintenant comment change la valeur de la fonction 
à minimiser F (X) à la suite du passage à un nouveau programme 
X (6). A cet effet réalisons la construction auxiliaire suivante. 
Lorsque 6 varie de 0 à 6”, les composantes du programme X (6) 
de numéros 1, 2, ..., m, r peuvent passer par leurs valeurs criti- 
ques (différentes, certes, de &; et B;). Ecrivons toutes celles des 
valeurs de 6 (0<68<8”) qui peuvent donner lieu à cette situation. 
La composante zx; (8), 1<j<m, prend la valeur d,; avec 


_ Ti dy} 9 
0 — PTHIL (3.21) 
Si l'on pose x, — —1, la relation (3.21) reste vraie aussi pour 


j — r. On en déduit que les valeurs de 8 qui nous intéressent peuvent 

s’écrire 

zj—d 
Zjr 


et pour des y Æ 0, L; + 1, tels que 0<86,,<0”. 

On voit donc que j € E% tient compte des valeurs critiques dy 
situées à gauche de z; et j€ Ex et j = r, des valeurs critiques à 
droite de z;. On ne prend ici en considération que celles de ces valeurs 
qui peuvent être obtenues avec 8<6" et qui diffèrent de «; et 
B;. Ecrivons les valeurs trouvées dans l'ordre croissant à 


Pysis <'Oyaia < + + + K'Oysise (3.22) 


6,; = pour j=1, 2, ...,m,r 


Constatons que lorsque le problème (B) est non dégénéré, tous 
les membres de la suite (3.22) sont différents et positifs. (Autrement, 
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avec un certain 6, l’ensembie Ex», pour le programme ZX (6), se 
composerait d’un nombre d'éléments inférieur à m). Supposons 
qu’au début 6 est inclus dans le segment [0, 6.,;,]. Sous cette condi- 
tion pour 6, les arguments de la fonction F (X) varient dans les 
limites 
dh5 L T3 (0) Lde,+1, 5. 

Compte tenu que d’après la condition la fonction jf; (x;) est 
linéaire sur le segment [de 5, dr +1, ;l et que son coefficient angu- 
laire est Ch is il vient 


F (X (0)) —E (X) — Ô [Cher D) Ch ityr] . (3.23) 


On sait (cf., par exemple, [87], chapitre 7, paragraphe 1.2) que 


3 


Ch iljr = Zr. C'est pourquoi 


ï 


m 


Chrr — à Chi jr = Chyr — 27 = Apyr = À. 
2= 
Donc, ave 0<60<0.,;, 
F(X (8) —F(X) = A8<0, 


c’est-à-dire le passage au programme ZX (0) fait décroître la fonction 
F (X) à un rythme d'autant plus rapide que la quantité 6 est plus 
grande. 

6 allant en augmentant, l'argument d’une des fonctions f; passe 
par sa valeur critique, et l'égalité (3.23) est compromise. 

Supposons que 0.,;, < 8 0,,,. 8 variant dans l’intervalle 
considéré, les arguments des fonctions f, se situent dans les inter- 
valles de linéarité de ces fonctions. De plus, les coefficients angu- 
laires de toutes les fonctions, sauf ER restent les mêmes. Comme 
nous sommes passés dans l'intervalle voisin de linéarité de la fonc- 
tion f;, son coefficient angulaire devient 


Ch;,+1 si Tir CO (ji EE x), 
Chi,-1 Si Tjir>0 (1 EEx). 


Dans le premier cas, Y; = k; + 1; dans le deuxième, y; = k;. 
En utilisant les raisonnements qui précèdent, on obtient que 
pour O5, < 6 < 0,5,» 
F(X(8)—F(X)=1F(X(6,:)) —F(X)1+1F(X (8)) —F (X (8,,,))1 = 
— A6, + (A + Oyiis | Tir l) (8 — 0:51) — AO + Oyijs | Tjir | (8 — 0,51) 
se 
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3 


Supposons enfin que 6 se situe entre deux termes voisins quelconques 
de la suite (3.22) : 


O,i < 00», ; 


Des raisonnements parfaitement analogues à ceux exposés plus haut 
conduisent à l'égalité 


L 
F(X(G)—F(X)=A-8+ À onlzirl(80—0n5). (3.24) 


(t=1,2,...,s—1). 


t+1 


Posons 
t 


A=A+ 2 ovilzirl (t—1,2,...,s). 
1—= 


De la relation (3.24) il suit qu'avec Ov << Er js la 
décroissance de(F (X (0)), lorsque 8 croit, n’a lieu que si A: << 0. 
Naturellement, augmenter 6 n’a de sens que tant que cela conduit 
à une décroissance de F (X (6)). Cette condition définit pour 6 la 
deuxième borne supérieure que nous désignerons par 8”. Il est 
clair que 0” peut être calculé en se guidant sur la règle suivante. 

Si A4 <<0, 8” — 

Si A, > 0, après avoir trouvé l’entier naturel v à partir dela 
condition 

Av << 0, Ay Z 0, (Ao — À), 
posons 
0" —0,, ;.. 


La borne définitive de variation de 6, désignée par 6,, est égale 
au plus petit des nombres 6”, 6”: 


0, — min {0”, 0”}. 
Notons qu'avec A, << 0 (8 = oo), 


6 = 0”. 
Nous dirons par la suite que 6, est réalisé sur le vecteur À, 
. dyj—Zj . 
j=1,2,...,m,r, si 06, = ——— avec un certain Ÿ. 
r 


Deux cas peuvent se présenter : 

a) 0o — ©, 

b) 60» << C0. 

Dans le premier cas, X (8) est un programme du problème B 
quel que soit 6 > 0, et de plus, 


F(X (8) —F(X)<A,8, A; < 0. 
Par conséquent, dans le cas considéré, le problème n’a pas de solu- 
tion. (La fonction F (X) n’est pas bornée inférieurement sur l’en- 
semble des programmes du problème.) 
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Constatons que le cas a) est impossible si tous les nombres &}, 
B; sont finis. 

Considérons le cas b). D’après le choix du nombre 6,;, le pro- 
gramme X (60) = X” correspond à la plus petite valeur de la fonc- 
tion F par rapport à tous les programmes du type (3.19). Ce pro- 
gramme est adopté comme approximation consécutive pour la 
résolution du problème. On vérifie aisément qu'il est également de 
base. La base du programme -X” se forme à partir de la base du pro- 
gramme À précédent en remplaçant par le vecteur À, le vecteur À, 
sur lequel se réalise la valeur 6,. Il se peut que À —r. Dans ce cas, 
les programmes X et X” ont la même base. Notons que dans le cas 
non dégénéré la quantité 6, est toujours réalisée sur un des vecteurs 
des conditions seulement. En effet, s’il y en avait plusieurs. alors, 
les composantes du programme ZX” qui leur sont associées étant 


égales à certaines de leurs propres valeurs critiques, l’ensemble E,- 
contiendrait moins de m éléments, ce qui témoignerait de la dégéné- 
rescence du programme X”’. La formule (3.24) permet de déduire 
sans peine l'expression de la variation de la fonction F (X) lors 
du passage à un nouveau programme ZX’: 


. t 
F(X")—F(X)=A %0+ 2 Oyii; [Tir | (Bo —0,,5,);, (3.25) 


où t est défini comme le plus grand.indice à tel que 
0,5, < Bo- 


Puisque 6,,;, > 0 (le programme X est non dégénéré), 8 > 
> 0,,5 > 0. Par suite, F (X") — F (X) < 0. 

2°. Considérons maintenant l’autre éventualité, qui consiste 
en ce que 


À = Apr = 27 — Chr-t, r 0. 


Dans la mesure où toutes les justifications se rapportant au 
passage à un nouveau programme de base X” coïncident totalement 
avec celles qui ont été données déjà lors de la description du cas 1°, 
nous nous bornerons au seul exposé de l’ordre des opérations. 

Introduisons le vecteur X (6) dont les composantes se calculent 
d’après la formule 


Zj+ 07}, j — 1, 2, ..., m, 
z; (8) = Zzr — 0, ji =7r, (3.26) 
T js j Z m + 1, j Æ Tr. 


Le nouveau programme est 
X° — X (6) Si 09 < . 
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La procédure de calcul de la grandeur 6, consiste à définir d'abord 
6” comme le minimum de trois nombres : 


| Bu), min (4), Zr— Gr. (3.27) 


min ( = = 
Jr jeE x ir 


jEE x 
On calcule ‘ensuite les nombres 
dyj— x} 
0v5 = ———— je 
pour j = 1, 2, ..., m, r et pour y tels que 
0 <8,,< 0”, #0, lj + 1, 


et on les dispose par ordre de croissance. 
Supposons que l’on forme de ce fait la suite 


Bis L'Oyaia + + + <'Oysis- (3.28) 
Soit 


t 
A=A+ 2 Oyilzirl (t=1,2,...,5). 
Il est clair que À = A5 << A, <...< A,. Cherchons le nombre 
6” en nous guidant sur la règle suivante: 
6” = O0 si AY << 0. 


Si A4 >0, alors 8” = 6, iv où l’entier naturel v est défini par 
la condition 
Av <0, A, > 0. 
La valeur recherchée est 
60 — min (0”, 8”. 
De même que dans le premier cas, 6, peut être soit fini, soit infini. 
Si 00 — , le problème B est irréalisable. 


Mais si 00 << oo, X” — X (6:) est alors un programme de base 
du problème, et dans ce cas là aussi on vérifie la formule (3.25): 


. t 
F(X')—F(X)=A 60+ à Gy,5,|2i,r| (80 — 8,5), 


et 


i 
où £ est le plus grand des indices à justifiant la condition 
0,5, < o- 
Dans le cas non dégénéré considéré 6, >> 0, et, par conséquent, 
F(X9 —F(X)<0. 


La construction du programme X” achève la deuxième étape de 
l'itération et l'itération elle-même. 
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X” est le programme initial pour l’exécution de l’itération sui- 
vante. Les itérations successives se poursuivent tant qu’on établisse 
que la fonction à minimiser (3.1) est non bornée inférieurement, ou 
bien tant qu’on obtienne la solution du problème. Dans le cas 
non dégénéré, chaque itération ainsi qu’on l’a déjà noté, conduit 
à une diminution de la fonction F (X). Il en résulte que l’exploration 
du problème (B) s'effectue en un nombre fini d’itérations. En effet, 
chaque itération (sauf la dernière) s’achève par la construction d’un 
programme de base. La décroissance monotone de la fonction F (X) 
fait que tous ces programmes sont différents. Comme, d'autre part, 


le nombre de bases du problème ne dépasse pas Cx, et comme le 
nombre de programmes de base (l — max l;) associés à chaque 


base n’est pas supérieur à (1 + 2)", le nombre total de program- 
mes de base du problème (B) est borné par le nombre (242)"".C;. 

Ainsi, la procédure de résolution d’un problème non dégénéré 
du type (B) ne peut pas compter plus de (1 + 2)"-".C% itérations. 
Constatons que, pratiquement, ce nombre est nettement inférieur 
au critère grossier donné ici. 


$ 4. Dégénérescence 


Dans le paragraphe précédent, nous nous sommes bornés à exa- 
miner les problèmes non dégénérés du type (B). Nous allons mainte- 
nant étendre la méthode décrite auparavant au cas général. 

Si tous les programmes du problème (B) sont non dégénérés, 
chaque itération conduit à une décroissance de la fonction F (X), 
puisque dans ce cas 05 > 0. Dans le cas dégénéré, la quantité 6, 
peut être égale à zéro, et l’itération respective ne réduit pas la 
valeur de la fonction à minimiser. Rappelons que la démonstration 
de la finitude de la méthode était étayée essentiellement par le fait 
que le processus était monotone, puisque c’est précisément cette 
condition qui garantit que les programmes de base construits au 
cours de la résolution du problème sont différents. La dégénérescence 
du problème se manifeste généralement par le fait que la quantité 
6, s'obtient simultanément sur plusieurs vecteurs des conditions. 
On pourrait, certes, éliminer de la base l’un quelconque de ces 
vecteurs. Alors, comme dans le cas non dégénéré, nous nous dépla- 
cerions suivant les programmes de base du problème. 

Toutefois, la fonction F (X) pouvant dans ces conditions garder 
une valeur constante, il se peut que deux programmes séparés par 
plusieurs itérations coïncident. Ceci peut conduire à son tour à 
ce que l’on appelle un cyclage qui consiste en un retour périodique 
au même programme de base après quelques itérations. Des exem- 
ples montrent que l’apparition d’un cyclage est possible. Pour 
parer à cette éventualité, il faut compléter la méthode par une règle 
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d'élimination de la base des vecteurs des conditions qui rendrait 
impossible la formation, au cours de la procédure de résolution, de 
deux programmes de base identiques. 

Introduisons dans la discussion, au lieu du problème (B), le 
e-problème suivant. 

Minimiser la fonction 


F(X) = À f3 (x) (4.1) 
sous les conditions 
2: Ajx;=B+ Den, (4.2) 
| =1 R=1 
Er <Bs i=1,2,...,n, (4.3) 
où R}, (# = 1, 2, ..., m) est un système de vecteurs de dimen- 


sion M; 
e, un nombre arbitraire non négatif. 
Appelons (4.1)-(4.3) problème 


B (e, Ris Ra, 9 Rm). 


Le nouveau problème ne diffère de (B) que par les contraintes (4.2) 
qui remplacent dans la formulation les conditions (3.2). La justi- 
fication donnée plus bas de la règle supplémentaire de choix du 
vecteur des conditions à retirer de la base s'appuie sur deux pro- 
positions, dont la démonstration est laissée au lecteur (cf. exercice 7). 


1. Si le système de vecteurs R;, R:, . .., R, est linéairement 
indépendant, il existe un e° >> 0 tel qu'avec 
O0<e<e (4.4) 


le problème B (€, R;, R2, ..., Rm) soit non dégénéré. 
2. Il existe ur e” > 0 tel que si 


0<e<e” (4.5) 


et si À (e) — (x (e), . . ., æ, (e)) est un programme de base quelcon- 
que du problème B (e, R;, R:, ..., Rm), alors X (0) = X — 
= (Zi, Lo, . . ., Th) est un programme de base du problème (B) avec 
la même base, les composantes de base x; (e) et x; (0) se situant de plus 
entre les mêmes valeurs critiques. Si X (e) est le programme optimal du 
problème B (e, R:1, R2, . .., Rm), ZX est .alors la solution du pro- 
blème (B). 

Supposons que la procédure de résolution du problème (B) débute 
par un certain programme de base À — (x, Z2, . . ., Z,) ayant 
pour base le système de vecteurs A1, Ao, ..., Am. 

Considérons le problème (B) simultanément avec le problème 
B (e, R;, Ro, ..., Rn), où æe vérifie les inégalités (4.4) et (4.5) 
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et où ÀR4, Ra + - .) Rm eSt un système de vecteurs linéairement 
indépendant. 

Supposons que le vecteur X (e), où x; (e) = x; avec j > m + 1, 
soit un programme de base du problème B (€, Ri, R:, ..., Ru) 
et ait par conséquent pour base le système À:, A2, ..., Am. 

Cherchons à résoudre le problème B (e, R;, R:, ..., Run) par 
la méthode décrite au paragraphe précédent, en partant du pro- 
gramme X (€). Le problème B (e, R:, R2, . .., Rm) étant non 
dégénéré en vertu de la proposition 1, nous construisons sa solution 
X (e), après avoir passé par les programmes X( (&), ..., X(® (e), 
en un nombre fini d'itérations. : 

D'après la proposition 2, les vecteurs X(® (0) — X‘, X (0) — 
— X sont des programmes de base du problème (B), et de plus, 


X est la solution de ce problème. La procédure de résolution du 
problème B (€, R1, R:, ..., Rn) se réduit ainsi à se déplacer 
suivant les programmes de base correspondants du problème (3), 
pour aboutir, après un nombre fini d'itérations, à la solution du 
problème (B). 

Suivons ce cheminement sur l’exemple de passage du programme 
X — X (0) au programme X‘ — X( (0). En vertu du choix de 
e (proposition 2), les composantes correspondantes X (e) et X sont 
comprises entre les mêmes valeurs critiques. Aussi peut-on effectuer 
la première étape de l’itération en partant du programme X. Sup- 
posons que le programme X ne satisfasse pas au critère d’optimalité 
et que le vecteur des conditions à introduire dans la nouvelle base 
soit À,;. 

En analysant la deuxième étape, nous distinguerons deux cas, 
de même que dans la description de la méthode. 

1°. Dans le premier cas, le passage au nouveau programme se 
fait d’après les formules (3.19). Pour calculer 80, — min (8”, 87, 
il faut comparer entre elles les quantités 6,; (e), 0O< y < l;+ 1, 
qui dans le cas non dégénéré sont toujours différentes. Ceci étant, 
on élimine de la base le vecteur 4, sur lequel s’obtient la quantité 
6:. L'indice À est ainsi défini par la condition : avec un certain y, 


8,4 (e) = 60. 
Pour n'importe quels y et jJEE = (1, 2,..., m), r,: #0, 


La 


Ge) = = 0, + > el. (4.6) 


OÙ Fiss logs + + Tms désignent les coefficients de décomposition 
du vecteur R, par rapport au système qui forme la base du pro- 
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gramme X (e). Si r est le numéro du vecteur introduit, 
6. (e) = 6... (4.7) 


Etant donné que e peut être considéré comme un nombre aussi 
petit que l’on veut, la formule (4.6) et l'égalité (4.7) conduisent 
à la règle suivante de comparaison des quantités 6,;: 


8,,;, est «inférieur» à 6,5, si 0,,j, < Oysie 


ou 
0. : — 0.: T'iss J28 —1.2 
V1J1 — V2J2? ZT. —_ 7. — pour $ = , , ... , 
. Jar Jar 
mails 
Ti, t+1 io, t+1 
TT  — << — . 
Jar Jor 
Ici, par définition, rs = 0 pour s = 1, 2, …, M. 


Ainsi, la deuxième étape de l’itération peut être réalisée égale- 
ment en partant du programme X, à condition d'appliquer pour 
comparer les quantités 6,; identiques la règle qui vient d'être 
énoncée. 

Supposons que 6, s’obtient sur plusieurs vecteurs des conditions: 
00 — 0, T Opnsivss tte — Opidiyra” 

En nous servant de la règle indiquée ci-dessus, nous rangerons 
les quantités 6, russ Par l'ordre de « croissance ». supposons 


que la « plus petite » soit 6,,,;.,,. Alors, l'indice * du vecteur 4, 
à éliminer de la, base est défini par l'égalité 
k — Jv+0° 

Constatons que les composantes de base du programme X‘?, égales 
aux valeurs critiques des arguments correspondants, sont considérées 
‘de la même manière que si elles n'avaient pas atteint ces valeurs 
critiques. De cette façon, si le vecteur À; entre dans les bases des 
programmes X et X( et si, de plus, 75” = d,; avec un certain y, 
on considère alors z® comme situé soit sur [d,_1,;, dy;l, soit sur 
[dyy, dy+1.5l, Suivant que le segment de linéarité de la fonction 
f; (x) contenant x; se trouve à gauche ou à droite de d,;. Si le vec- 
teur À, ajouté reste dans la base du programme X'Ÿ et si x” = dr, 
on considère que z® repose sur_[d,_1,, d,-l, puisque dans le cas 
considéré 2x4 = x, + 6. 

2°. Dans le deuxième cas, pour passer au nouveau programme 
X'® on fait appel aux formules (3.26). Etant donné maintenant que 


dyj —2j(E) s, TÎa 
O5 (= — = 67 — Xe ie. (4.8) 
s=i 


j=1, 2,...,m; 0,,(e) —=0;., 
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la règle nécessaire pour comparer les valeurs de 6,; identiques a la 
forme suivante. 


Soit 0,5 — Oyja La grandeur 6,,;, est considérée comme 


« inférieure » à 0.,,, Si 7 
r; r; Tite lie 441 
22 2% pour s—1, 2, ...,t, mais = > +2, 
Tjsr  Tjer Tjsr Tjer 
où, de même que dans le premier cas, r,;, = 0 pour s = 1, 2, ..., m. 


Le vecteur à retrancher de la base est défini de la même façon que 
dans le premier cas, à l’aide de la règle établie ci-dessus. 

Comme dans le premier cas, les composantes de base du pro- 
gramme ZX‘? égales aux valeurs critiques sont considérées comme 
n’ayant pas atteint ces valeurs. C’est pourquoi, si À ; entre dans les 
bases des programmes X et XP, la règle de détermination du seg- 
ment de linéarité de la fonction f; (z;) contenant r$” reste inchangée. 
Si le vecteur À, à introduire reste dans la nouvelle base et si, de 
plus, zf” = d.r, zx?” est alors considéré comme situé sur le segment 
(dr, dy+1, rl. 

Ainsi, pour appliquer la méthode examinée rendant impossible 
le cyclage, il faut disposer de la décomposition des vecteurs d’un 
certain système linéairement indépendant par rapport aux vecteurs 
de la base courante. La forme concrète des vecteurs Ri, R:, . .., Rmn 
de ce système est indiquée dans le paragraphe suivant. 


$ 5. Algorithme de programmation linéaire 
par morceaux 


5.1. Nous avons déjà dit que la résolution du problème (3) 
débute par la détermination de l’un de ses programmes de base. 
Ce dernier peut s’obtenir en recourant à l’une quelconque des métho- 
des de programmation linéaire. Îl arrive souvent que la recherche 
du programme initial n’impose pas l’utilisation de la programmation 
linéaire, du fait que la construction d’un tel programme est par- 
faitement évidente. Supposons que nous connaissons un certain 
programme de base 

À — (Zi, T2, +.) Zn); 


à base 4,, À;, ..., A; ., et la matrice AY inverse de la matrice 


Ax = (4, A; ..., Ajn). Transformons les contraintes du pro- 
blème 


D Ajz; = B 
J=1 


en multipliant les deux membres par Ax. 
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/ 


Si l’on pose Ax As — À;, AÿB — B', ces contraintes se mettent 
sous la forme 


3 


A;z;= PB, 
J=1 
et, de plus, pour s = 1, 2, ..., m, 
As = €s 


où 64 = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) est le s-ième vecteur unité. 
= 1 — 

Pour, simplifier l'écriture, considérons que ces transformations 
sont déjà accomplies. De la sorte, la base du programme initial X 
se compose de vecteurs unités. Au cours de la résolution du pro- 
blème, nous effectuerons la décomposition des vecteurs A5, = 


= €4, S = 1, 2, ..., m, par rapport aux vecteurs d’une base cou- 
rante quelconque. On peut profiter de cette circonstance pour obtenir 
une réalisation économique de la règle exposée au paragraphe précé- 
dent et rendant impossible le cyclage. 

Posons pour k — 1, 2,...,m 


En Si Ti, Li, 
Ra = (5.1) 
— er Si zj, —$;.. 

Il est clair que le système R:, R2, . .., Rm est linéairement 
indépendant et que la base du programme X est également la base 
du programme X (e) du problème B (e, Ri, ..., Rn) avec e > 0 
suffisamment petit. Cette dernière proposition est justifiée par le 
type des vecteurs R:, R:, ..., Rm. Nous utiliserons le système 
Ri, R2, .- .., Rm ainsi choisi pour former la règle d’élimination 
des vecteurs de la base courante. 

5.2. Voici maintenant la description du schéma de calcul de la 
méthode. 

Il est commode de ranger les conditions du problème en deux 
tableaux. Dans le tableau [I (tableau 7.1) on inscrit les composan- 
tes des vecteurs des conditions À; (j =1, 2, ..., n) et le vecteur 
des contraintes B. 

Dans le tableau IT (tableau 7.2) on porte les valeurs critiques 
des arguments de la fonction F (X), les grandeurs 0; et c;j. 

Les colonnes du tableau II sont évidemment de longueur diffé- 
rente. Celles qui correspondent à la variable zx; (groupe de colonnes j) 
contiennent chacune /; + 2 éléments. C’est pourquoi nous n'avons 
tracé que deux lignes du tableau. 

Décrivons une itération élémentaire (la /-ième) de l’algorithme. 
Les données de départ de cette itération sont le programme de base 


X = (ts, Lo, ET Zn), 
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Tableau 7.1 


| | ir b 

2 | Goi | Ana | ss | on b: 

m — À | Am—-1.1 Am1,2 | eo... Am-i,n | bm-1 
ES 

m | Gmi Am | se mn bm 


dont la base se compose des vecteurs A1, A+, ..., Ah *) et la 
matrice A» — (A1, À°, ..., Am). Ces données sont portées 


sur le tableau 7.3 que nous appellerons par la suite tableau principal 
de l’itération. 


Tableau 7.2 
II 
J 
1 2 …. n 

Y | D 
a - | : | 

— dh1 OR1 | dhn | Okn | Chn 

0 (e #1 — Cot (e 4] — Co2 ee | On — Con 

1 | di O1 Cii | dia | O2 | Ct | .. | din | Oin | Cin 


*) L'hypothèse que la base du programme X est composée des m premiers 
vecteurs des conditions n'est faite que pour simplifier l'écriture et n'a naturelle- 
ment aucune répercussion sur la généralité des raisonnements. 
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Tableau 7.3 
Tableau principal de la Z-ième itération 

NQ Ch ;J À ei ee .…. Em A, æ (B) () 
A; | Chyl T1 | e11 €12 se. | €im Tir 1 (B1) 6; 

À; | Cho2 | T2 | €21 | €22 | Em | Tir | ce (9 6; 
AR | Chhh | Th | eR1 | €h2 | Ehm | Thr | GR (Br) | Ok 
Am | Ch | Tm | Emi | €Em2 | Emm | Tmr | Cm (Pm) | Om 
m+1 | F(X) | Zr | À: | À | Àm | —1 | a,-(B,) 0, 


Dans la première colonne du tableau principal (cases 1 à m) 
figurent les coefficients angulaires des secteurs de linéarité des 
fonctions f;(x;), j = 1, 2, ..., m, sur lesquels se situent les 
composantes correspondantes du programme ZX. Dans la colonne 
suivante (lignes À4;, ..., À») on inscrit les valeurs des composantes 
de base du programme X. Les m colonnes suivantes du tableau 
(lignes À:, ..., Am) sont prévues pour les éléments de la matrice 


Lei 1 = (41, A2, . .., Am). 


D'après la définition de la matrice inverse, les éléments de la j-ième 
colonne de la matrice ||e;; || sont égaux aux coefficients correspon- 
dants de la décomposition du vecteur e; par rapport aux vecteurs de 
la base À,, A2, ..., Am. Seules ont été remplies jusqu’à présent 
les m premières lignes du tableau 7.3. Dans la dernière ((m + 1)-ième) 
ligne de ce tableau figurent les composantes du vecteur À = (À, 
Ào, + +: Am) et la valeur de la fonction à minimiser sur le programme 
en question (colonnes e;, ..., em et Ch;3)- 


$ 5) ALGORITHME DE PROGRAMMATION PAR MORCEAUX 511 


La formule (3.15) entraîne 


Ai D Chetsis i—=1,2,... m. (5.2) 
s—1 


Ainsi, pour obtenir À;, il suffit de multiplier les colonnes Eh. j 
et e; du tableau principal (lignes À, ..., Ah). 

Tout au cours de la procédure de résolution on construit ce qu’on 
appelle le tableau auxiliaire (tableau 7.4), dont six lignes sont 
remplies à chaque itération. 


Tableau 7.4 
Tableau auxiliaire 
| A1 | 42 An A+: An-1 An 
| 61—5 k; |-|- ... -| Kin+1 | kn=-1 Kkn 
4 | zj ||. 2m+i .… En=1 | !n 
© 
S | 61—3 | Chji |- | TT | . | Chkm+imrt Chn—in-1 Chan 
E 
Ë 6I—2 | Ah;j |-|-|.)- Ahm+im+ Akn-1in-1 Ann 
— 
6l—1 CRj—1,j - | lc Ckm+i-1, méilec | Chn=1-1, n=1] Chkn-1. nr 
| j Ahm+im+i Akn- an-1 Ann 


Dans le tableau auxiliaire considéré nous n'avons dégagé que 

les lignes qui sont remplies à la l-ième itération, c’est-à-dire les 
lignes aux numéros (67 —5) à 61. 
.. Les cases de ces lignes qui correspondent aux vecteurs de la base 
restent vides. Dans la (67 — 5)-ième ligne du tableau 7.4 (ligne k)) 
figurent les composantes du programme X associées aux vecteurs 
des conditions qui n’entrent pas dans la base. Dans le cas considéré 
il s’agit des composantes x, avec j > m + 1. 

Puisque ces composantes sont astreintes à coïncider avec cer- 
taines valeurs critiques (x; — d;.;), il suffit d'indiquer les numéros 
k; des valeurs critiques correspondantes. | 
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Dans la ligne suivante (ligne z;) on porte les valeurs 


3j = ÿ dj, j>m+i, (5.3) 
1=1 


qui d’après la formule (5.3) s'’obtiennent par multiplication de la 
(m + 1)-ième ligne du tableau principal Z (colonnes e4, . .., em) 
et de la colonne À; du tableau I. 

Dans la ligne 67 — 3 on inscrit les nombres Chypi=m+i,... 


. R. On trouve les valeurs c:,; dans le tableau 7.2, d'après 


le numéro de la composante j et celui de la valeur critique y = #;. 
Constatons que si *; = l; + 1, la case correspondante de la ligne 
61 — 3 reste vide. 


Dans la ligne suivante (ligne (A,5)), on inscrit les quantités 


An; = Ch —2ni =m+1,..., n. Si une case quelconque de la 
ligne précédente est vide, elle n’est pas remplie non plus dans la 
ligne considérée. 

Dans la ligne 6/ — 1 on écrit les nombres c:_1,5, j = m + 1, ... 

. à, que l’on cherche encore dans le tableau 7.2 suivant les 
numéros j et y — k; —1, la j-ième case de cette ligne n'étant rem- 
plie que sik; > 0et Ah; > (. 

Dans la ligne 67 du tableau auxiliaire on place les quantités 
A, = 2j —Ch;1,. AUX Cases vides de la ligne 67 — 1 correspon- 
dent alors les cases également vides de la ligne 61. 


Si tous les éléments des lignes An; et À, ; Sont non négatifs, 


le programme X est optimal et la procédure de résolution du pro- 
blème prend fin. S’il n’en est pas ainsi, on poursuit le calcul des 
itérations. 


Parmi les nombres Ans et An; qui figurent dans les lignes 67 — 2 


et 67 du tableau auxiliaire, on choisit le plus petit que l’on désigne 
par À € 0. | 
Deux cas sont alors possibles : 


1°. A = À, ,r avec un certain r. 

2°. A = À avec un certain r *). 
Dans les deux cas, on introduit dans la base le vecteur 4,. Considé- 
rons encore le tableau principal (7.3). Dans sa colonne À, (lignes 


À, :-. Am), On place les coefficients x; de décomposition du vec- 
teur À, par rapport aux vecteurs de la base du programme X. 


*) Si parmi ‘Ah; yet Ans il y a plusieurs nombres qui sont les plus petits 
on choisit l’un quelconque d'entre eux. 
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Comme ces coefficients sont solution du système d'équations 
linéaires 
À ;2 — AÀ,, 
il vient 


m 
Tir — 2 Cislsr; 
&—= 
ce qui signifie que le i-ème coefficient est formé par multiplication 
de la ligne À; du tableau principal (colonnes e;, . .., en) et de la 
colonne À, du tableau 7.1. 

Dans la dernière ((m + 1)-ième) case de la colonne À, du tableau 
principal, on inscrit la valeur x,, — —1. 

Dans la dernière case de la colonne X, on fait figurer la valeur 
de la composante affectée au vecteur à ajouter x; — d, .. On trouve 
cette valeur critique dans le tableau 7.2 d’après les numéros 
j =rety = k.. Les deux dernières colonnes du tableau principal 7.3 
servent pour déterminer le nombre 0°. 

Dans le cas 1°, on porte dans la j-ième case de la colonne « (B) 
les nombres 

&j Si Tir > 0, 
B; si Tir 0. 
Dans le cas 2°, cette case est occupée par les valeurs 


Gj Si TLjr LO, 
B;, si zx; > 0. 


Si zx; = 0, ou s’il faut porter &; = —c (B; — oo) dans la j-ième 
case de la colonne « (B), cette case reste vide. On range dansla 
colonne 6 du tableau principal les quantités 


zj—@y(B;) 
0, — 7 


@j(By)—2x5 e (5.4) 
zx Pour le cas 2°. 


Notons qu'aux cases vides de la colonne « (B) correspondent les 
cases vides de la colonne 6. Parmi les nombres 8; on choisit le plus 
petit, qui est posé égal à 8”. Pour définir le nombre 8”, on construit 
le tableau supplémentaire de la l-ième itération (tableau 7.5). Ce 
tableau est composé pour certains des vecteurs Ai, A», . .., Am; Ar. 

Pour qu’un vecteur À; soit porté sur le tableau supplémentaire, 
il faut que: 

a) la j-ième case de la colonne 8 du tableau principal corresponde 
à Tjr Æ 0; 

b) qu'il y ait entre les nombres qui figurent dans la j-ième case 
des colonnes X et & (B) au moins une valeur critique de l'argument 
33—0776 


pour le cas 1°, 
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z; (dans ces conditions, il faut tenir compte de l'éventualité &« — 
= —oo et fP — co). | 


Tableau 7.5 


Tableau supplémentaire de la Z-ième itération 


Supposons qu'un vecteur À; doive être pris en compte dans le 
tableau supplémentaire. C’est un vecteur auquel correspondent, 
d’une façon générale, plusieurs sous-colonnes du tableau. Le nombre 
de sous-colonnes associées au vecteur À ; est égal à celui des quantités 

zj—d, 
—— pour le cas 4°, 
» 
d (2.5) 
vI— TJ o 
——— pour le cas 2°. 
Tr 


Les valeurs critiques d,; sont comprises ici entre les nombres *) 


figurant dans la j-ième case des colonnes X et & (B) du tableau prin- 
cipal L; elles sont telles que 8,;< 6”. Dans la première ligne du 
tableau supplémentaire (dans les sous-colonnes correspondant au 
vecteur À;) on inscrit les quantités 6,;, calculées d’après la for- 
mule (5.5). Dans la ligne suivante (ligne y), on écritles numéros 
des valeurs critiques d,; pour lesquelles on a calculé les valeurs 
6; correspondantes. 

En examinant l’un après l’autre les ‘vecteurs de la base et le 
vecteur à introduire, on remplit les lignes 8,; et y pour ceux d’entre 
eux qu’il faut inclure dans le tableau supplémentaire. On numérote 
ensuite les quantités situées dans la ligne 6.; (dans les limites de 
toutes les colonnes du tableau) dans l’ordre de leur croissance et 
l'on place les numéros correspondants dans la ligne W. On forme 
de ce fait la suite (3.22). Notons que dans le cas dégénéré la ligne 
6; peut comporter des éléments analogues quant à leur valeur; 
l'ordre de numérotation, sur l’ensemble de ces éléments, peut être 


arbitraire. 


6;; — 


*) Siz;(j = 1, 2, ..., m) est égal à l’une des valeurs critiques d.,;, cette 
composante est alors considérée comme située à l'intérieur du segment [ds js 


d;+1, jl défini par le nombre cz;;. 
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Les deux lignes suivantes du tableau supplémentaire sont rem- 
plies simultanément; l’ordre suivi pour les remplir est déterminé 
par les numéros disposés dans la ligne KW. 

Chaque case d’une ligne quelconque du tableau supplémen- 
taire 7.5 est déterminée par les numéros j et y. Supposons qu’après 
avoir composé la ligne , on ait obtenu la suite de cases 


(Y:: ja), (Y2; j2), . (Ye: Ïs). 
On écrit dans la ligne 6, les quantités 


= Oy,i, | Lier |» t—1, 2, ..) S. 


‘ On met dans la ligne A, les nombres 
t 
A=A%+ N à = A1 +ô, t—1, 2, op Se 
* i=1 


Remarquons que les quantités ô, et A; figurent dans la case qui 
a dans la ligne N le numéro t. La composition des lignes 6, et À, 
se poursuit soit tant qu'on obtienne le premier élément non négatif 
de la ligne A;, soit tant que toutes les cases soient occupées. Dans 
ce dernier cas, As << 0 pour t = 1, 2, ...,s. 

Dans le premier cas, 0” — 0, ;,, où v est le numéro du premier 
élément non négatif de la ligne À, égal à A,. Dansle deuxième cas, 
0” est posé égal à wo. Ainsi, au terme de la construction du tableau 
supplémentaire, nous déterminons 0”, et aussi les vecteurs des con- 
ditions sur lesquels cette grandeur est atteinte. Définissons le nombre 
6, comme le plus petit des nombres 6” et 8”. 

Si 00 — min (8”, 0”) — œ (c'est-à-dire si 0° — 0” — ), le 
problème n’a pas de solution. Supposons que 05 << œ. Le vecteur 
à retrancher de la base est choisi parmi les vecteurs À ;, j — 1,2,... 
..… M, r, tels que soit 6,; = 8” — 60, avec un certain y (ces vec- 
teurs sont sélectionnés au cours de la construction du tableau supplé- 
mentaire), soit 0.,; — 0° — 6 (ces vecteurs sont définis en com- 
posant la dernière colonne du tableau principal). 

Désignons par £ l’ensemble des indices des vecteurs À ; indiqués 
ci-dessus. Nous avons déjà dit à plus d’une reprise que dans le cas 
non dégénéré l’ensemble Æ se compose d’un seul élément, et le 
vecteur à éliminer de la base est défini univoquement. Si E se com- 
pose de plusieurs éléments, on peut appliquer la règle décrite au 
$ 4, avec les vecteurs R1, Ro, . .- ., Rn définis par la formule (5.1). 

Marquons (par le signe —, par exemple) les colonnes e, du tableau 
principal 7.3 pour lesquelles, d’après la formule (5.1), R, = —e, 
(e; est ici le vecteur unité). 


On examine les rapports 7 avec à € E (convenons de considérer 

r 
ers—= O pour tout s). Désignons par £” l’ensemble des indices i € E 
33° 
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pour lesquels ces rapports atteignent leur minimum (leur maximum). 
On choisit le minimum soit si l’on a le cas 1° et si la colonne e, 
n'est pas marquée, soit si l’on a le cas 2° et si la colonne e, est mar- 
quée. Mais si la colonne e, est ou n’est pas marquée, suivant que 
l’on a le cas 1° ou le cas 2°, on cherche alors le maximum. Si l’en- 
semble Æ£” compte un seul élément, le numéro du vecteur à exclure 
est déjà trouvé. Dans le cas contraire, on passe à la colonne e, du 
tableau principal et, de façon analogue, on dégage de l’ensemble 
des indices Æ” un certain sous-ensemble Æ” de cet ensemble. La 
procédure se poursuit jusqu'à l'obtention d’un ensemble comportant 
un seul élément qui définit le vecteur à retrancher de la base. 

Constatons que dans les problèmes pratiques la probabilité 
du cyclage est très faible. C’est pourquoi, au lieu de la règle décrite, 
on peut se servir d’une règle plus simple: on élimine de la base 
n'importe lequel des vecteurs À; avec j€ E. 

Supposons que le vecteur à éliminer de la base soit déjà trouvé; 
posons qu'il s'agisse du vecteur 4,. Construisons un nouveau ta- 
bleau principal en considérant que À  r. Les éléments correspon- 
dants des deux tableaux ne se distingueront que par une apostrophe. 
Les quantités e;;, i — 1, 2, ..., m. sont les coefficients de décom- 
position du vecteur e; par rapport à la nouvelle base, formée à partir 
de l’ancienne en remplaçant À, par À,. C'est pourquoi, pour le 
calcul des e;;; on peut se servir de formules de récurrence connues 
(cf. par exemple, [87], p. 357). Ainsi, 


Tir 
? 
Tkhr 


Cij — ER) 
(5.6) 


ei; = 1 
€hj 


? 
Thr 


Il peut arriver que r = k, c’est-à-dire que la nouvelle base se con- 
fonde avec l’ancienne. Dans ce cas, il est clair que ei; — e;;. La 


colonne X du tableau principal ! + 1 est composée de valeurs x: 
pour j — 1, 2, ..., k —1, r, k +1, ..., m, définies d'après 
les formules (3.19) ou (3.26) suivant que c’est le cas 1° ou 2° qui 
a lieu. La ligne Cr; du nouveau tableau principal est composée à 


l’aide de la colonne X et du tableau 7.2. Si zx se situe à l’intérieur 
d’un segment de linéarité de f; (x), on met alors dans la case cor- 
respondante de la ligne c4,; le coefficient angulaire de f; (x) sur 


ce segment. Dans le cas où x; ne coïncide avec aucune des valeurs 
critiques du j-ième argument, le segment de linéarité considéré 
est défini univoquement. Si, par contre, x; = d,; avec un certain y, 
le choix du segment de linéarité de la fonction f, (x) qui contient zx; 
peut se faire d’après la règle suivante. | 
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a) Si le vecteur À; appartenait à la base précédente, le segment 
de linéarité de la fonction /; (rx) qui contient x; se situe du même 
côté de d,; = x; que le segment qui contient zx; 

b) Si 4; = À, est le vecteur introduit à cette étape, z; appar- 
tient à [d,_1,,, d,;l ou à [d,;, d,+1. j] suivant que l’on a le cas 1° 
ou 2°. Remarquons que cette règle correspond à la recommandation 
donnée ci-dessus relative à la recherche du vecteur à éliminer de la 
base et qui rend le cyclage parfaitement impossible. 

La case du coin gauche inférieur du nouveau tableau principal 
est prévue pour F (X') qui est la valeur de la fonction à minimiser 
sur le programme X”’. Cette valeur peut être calculée par substi- 
tution directe ou bien d’après la formule de récurrence 


F(X")= F(X)+ A0 + D Oysi; Tir | (00 — 0,5) = 


= F(X)+A60+ à 6: (09—0%,5,) = F (X)+ 004 — À 6103, (5.7) 


où v est le plus grand des i tels que 
O5, < 60. 


Les autres cases du tableau principal ! + 1 sont remplies d’après 
les règles décrites auparavant. Sur ce prend fin l’itération /. Ainsi, 
chacune des itérations de l’alzorithme consiste à construire les 
tableaux principal et supplémentaire et à prolonger de six lignes le 
tableau auxiliaire. La procédure de résolution s’achève par la recher- 
che du programme optimal ou par la constatation de l’irrésolubilité 
du problème. Dans le premier cas, les composantes du programme 
optimal sont fournies par la colonne X du dernier tableau principal 
et par la ligne À; du tableau auxiliaire qui correspond à la dernière 
itération. 

5.3. L'algorithme décrit peut également être utilisé pour résoudre 
les problèmes de maximisation de la fonction étudiée F (X). Les 
fonctions f; (x;) doivent être alors convexes vers le haut, c’est-à-dire 
pour des à et j quelconques 


Cij > Cri, je 


[l est clair qu’un tel problème se ramène au problème de minimi- 


sation de la fonction F (X) = © f;(x;), où 
=1 


fn = —f;{) G=12...,n). 


On en déduit que pour résoudre des problèmes de maximisation 
il ne faut qu’apporter dans l'algorithme les modifications suivantes: 
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4. Par définition, 
| Or = Ci-1,} — Cije 
2. Les conditions d'optimalité du programme sont définies par 
la non-positivité des nombres App Ans) (As ne doit être calculé 
que pour Àz,; < Ü). 
3. Le vecteur À, à ajouter à la nouvelle base est choisi tel qu’il 


assure le maximum des nombres A,;;; et Àz;;. 


4. Pour le cas considéré, la formule de récurrence (5.7) se met 
sous la forme 


F (X”) = F (Æ) + Bo + 2 010», 


où v est, comme auparavant, le plus grand des à tel que 
0,5, < 6o- 


9. Le calcul des quantités A, se fait d’après la formule 


t 
N=A— ÿ Ôi = A4 — Op. 
ii 
Le calcul des nombres A, se poursuit tant qu’on obtienne le 
premier nombre non positif A,, ou bien tant que toutes les cases 
de la ligne A; soient remplies. Dans le premier cas 80” — 6, ;, 


dans le deuxième 0” = oc. 


$ 6. Exemple 


Illustrons l'algorithme de résolution du problème par un exemple numéri- 
que. Pour pouvoir apprécier l’avantage du passage d’un problème particulier de 
programmation linéaire à un problème linéaire par morceaux, nous commence- 
rons par énoncer le problème linéaire. 

Soit à maximiser la forme linéaire 


L(X) = 8x + Yre + 8x3 + Ori + 8x5 + Vro + 87 + 1Îrs — 
— {3704 270 47 + 3 ZE 2 LE 70 + 


+ 29 + 219 L 370) + 2784 27) + (6.1) 
+ 2204 79 + 829 + 
+ 270 + 269} 


sous les conditions 


Zy — 2re + Bis — T4 + 9xzs — tg + 27 — 8 K 10, 
Bri + 2z2— 2 + 2ri + 2rs — Dre — 3x7 + 4xs KB, 
—2171 + 22+ + zs + te — 2x8 KT, 
OZs — 4z2 + 3x, — 2zs — T7 < 9; 


(6.2) 


$ 6) EXEMPLE 


0 Lzr <4; 0 Lzr2 << 5; 0<z3<6; 
LH, zLi+zM; 23 L<2+ 1); 
nm LH; mm C2+ a; 23 <5+ 24; 
nm <3+a; 2 <3+ 4; 

z2 Lh + 2; 
0 < rs < 2; 0 < xç; 0 < z7 K 7; 
2 Lit; LH; 2 L2+ 20; 


z7 KA + 25); 


zO>0. 
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OGz<5; À (65 
ts < 1 +/x$D; 
zs LK2+ 29); 
z8 L'3 + x; 
z8 < 4 + x; 
(6.4) 


Le problème linéaire par morceaux équivalent (problème (B)) consiste, con- 
formément aux raisonnements du paragraphe 1.3, à maximiser la forme linéaire 


par morceaux 


(6.5) 


ñn 
FE 2 HN 
= 1 


sous les conditions (6.2) et 


0m L<4,0Lrz2<5, 0<Lz:3<6; 
0 Lzs L2; x > 0; 


8x: 

OT4 + 3 
4zy +5 
2xs + 11 
9x2 

122 + 2 
6x2 + 4 
5x2 + 7 
3z2 + 45 


fa (1) = 


f2 (x2) = 


| 8x; 
Î3 (xs) = { &zs + 8 
T3 + 23 
fa (xs) = 6x 
fs (xs) = { Ses L 3 
Î6 (xe) — gs + 2 
8 


T7 
fr (z7) = Tz7 + 2 
DZ + 140 


Dzs + 14 
ze + 148 


z, = 0; 


0<Lzr <7, 0Lzrs LS. 
Les fonctions f; (z;) se calculent d'après les formules (1.38) 


0 << z <L1, 
1<z < 2, 
2 < 7: < 3, 
3<r <4. 
0 < z2 < 1, 
1 < r2 < 2, 
2 Lz2 < 3, 
3 << z2 < 4, 
4 Lz2 5. 
0 < z3 < 2, 
2 L z3 < 9, 
9 L z3 < 6. 
z; > (. 


< zs < 1, 


INA 
SR 


E © D = © 
AV N) 
CRE 
INA 

ne 


} (6.6) 
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Constatons que dans le $ 5 le schéma de calcul est décrit comme étant 
appliqué au problème de minimisation d’une fonction linéaire par morceaux. 
Pour une meilleure maîtrise des modifications à apporter dans l'algorithme 
indiquées au paragraphe 5.3 et liées à la recherche d'un maximum, nous 
considérons ici un exemple de maximisation de la fonction (6.5) sous les condi- 
tions (6.2), (6.6). 

Remplaçons les contraintes (6.2), mises sous la forme d'’inégalités, par des 
égalités. A cet effet introduisons les variables additionnelles non négatives 
Tps Zi Tin CÙ rie 


ZX > 0; r020; r1 20; zyp > 0. 


Dressons le tableau I (tableau 7.6) qui contient les vecteurs des conditions 
A; du problème B, et le tableau IT (tableau 7.7), dans lequel sont écrites les 
valeurs des points critiques d;; et des coefficients 6;; et c;j = ci_1, j — O;j. 
Les variables additionnelles x, z10, z11, 12 ont chacune un point critique d;9 = 
— &; — 0, et les valeurs c;; et 6;; qui leur correspondent sont égales à zéro. 

Convenons de laisser vides les cases des tableaux qui doivent être remplies 
par des éléments nuls et de tracer des traits dans les cases qui ne doivent pas être 
remplies dans la procédure de résolution. - 

I est naturel de prendre pour base initiale le système de vecteurs unités qui 
corresponde aux variables additionnelles. 


Composons le tableau principal 1 (tableau 7.8). La colonne X(1 (ou plus 
exactement les m — 4 premières cases de cette colonne) contient les composantes 


Tableau 7.8 


Tableau principal 1 


RARE 
| [rl | ll 1=1-1- 
|__|: ll 
m +1 | | 1 5 | 5 


de base du programme initial. Dans notre cas, ce sont les composantes du vecteur 
des contraintes. La colonne c,;, se compose des coefficients angulaires de la 


fonction f; (r) sur ses intervalles de linéarité. Pour les variables additionnelles, 
Chjj = 0. Les colonnes e;, ..., e; (leurs m premières cases) contiennent les 


coefficients de décomposition des vecteurs unités par rapport aux vecteurs de 
la base. Dans notre cas, les vecteurs @e la base correspondent aux variables 
additionnelles et les colonnes e1, . .., e, forment une matrice unité. 

La dernière (m + 1)-ième ligne du tableau principal contient les valeurs À; 
calculées d’après la formule (5.2). Dans notre cas, tout À, = 0. 
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Il est clair que pour le programme initia] X® choisi la quantité F (X®) = 
=0. La valeur de F# (X() est inscrite dans la dernière case de la colonne c, ;;. 
Commençons par composer le tableau auxiliaire 7.9. Pour les vecteurs de 
la base (à la 1-ère itération, pour As, A1o, A11, A2), le tableau n est pas rempli. 


‘Tableau 7.9 
Tableau auxiliaire ({-ère itération) 


A2 A3 As |A9 Au1|A12 


ë 


Ato 


Sur la première ligne du tableau auxiliaire on porte les numéros k; des valeurs 
critiques avec lesquelles coïncident les composantes secondaires du programme 
x avec j = 1, 2, ..., 8. A ces composantes répondent les vecteurs des con- 


ditions non inclus dans la base. Dans notre cas, toutes les variables principales 
sont égales à zéro et correspondent par conséquent à des valeurs critiques nulles. 
C'est pourquoi la première ligne du tableau n'est pas remplie. On ne 
remplit pas non plus la deuxième ligne qui contient les valeurs de 2j. 


A la première itération, tout À, = 0. Par conséquent, 5 = ©) a;jh = 0. 


Dans la troisième ligne figurent les valeurs de cz j;> Dans notre cas, c; ;j = 
= Coj — Cy- | = 

La ligne suivante contient les valeurs de A, ji = Chjj — 2j. Elle est com- 
posée suivant les éléments correspondants des deux lignes précédentes. Sur 


la cinquième ligne on porte les valeurs de c4 j-1, 4 nécessaires au calcul de À ji = 
= 2 —cp;1,. Dans la dernière ligne se trouvent les valeurs de A,,;. Les quantités 
E ;4 et, par conséquent, les coefficients sngulaires c, j1, 4 ne se Calculent pas 


avec À; — 0 non plus dans les cas où Ar > 0. C’est précisément le cas de la 
première étape des calculs. 

Conformément au critère d’optimalité, on conclut que le programme initial 
n'est pas optimal. Il faut passer à une nouvelle base, pour laquelle on peut 
s’attendre que la valeur de F augmente. Nous sommes en présence ici du cas 1°. 


$ 6] EXEMPLE 523 


La plus grande valeur de A} 3 (encadrée dans le tableau auxiliaire 7.9) 


€st Aos — 11, elle correspond au vecteur As. Donc, r = 8, et il faut tester s'il 
est rationnel d'introduire dans la base le vecteur 43. Les coefficients de 
décomposition z;- du vecteur A8 par rapport aux vecteurs de la base sont 
portés sur la colonne 43 du tableau principal 1. La base initiale se composant de 
vecteurs unités, On à zjr — Zjs — AGjs. 

La dernière (m + 1)-ième case de la colonne 4, contient toujours le nombre 


Zrr = —4. Dans la (m + 1)-ième case de la colonne X 4 figure la valeur de x. 
La quantité x, — d3,, est déterminée à partir du tableau II (tableau 7.7) d'après 
le numéro k, qui figure dans la première ligne du tableau auxiliaire. Dans notre 
<as, kr = 0 et x, = 0. 

Passons à la définition du vecteur qu’il faut éliminer de la base. A cette 
fin il faut calculer 6’ et 6” et trouver le vecteur de la base qui correspond à la 
grandeur 60 — min (0°, 0”). 

Commençons par calculer 8’. Composons la colonne & (B) qui. dans le tableau 
principal, vient après la colonne 4,. Rappelons qu'on porte dans la colonne 
-& (B) les valeurs a; (borne gauche de l'intervalle de définition de z;) si rj. (élé- 
ment correspondant de la colonne 4;) est positif, et B; (borne droite de l’inter- 
valle de définition de zj) Si rÿr < 0. 

Si l'intervalle de définition de x; n’est borné ni à gauche ni à droite. ou 
Si zjr — 0, la case correspondante de Ja colonne « (f) n’est pas remplie et n’est 
pas prise en compte lors du calcul de 

D'après les remarques qui ont été faites, on ne remplit dans le tableau 
principal 1 (tableau 7.8) que deux cases de la colonne & (B): &10 — 0 et Ps — 
= $; — 5. (Les valeurs &; — do; et B; — di;41, j, points critiques extrémaux 
associés aux diverses variables, sont inscrites dans le tableau 11). Les cases de 
la colonne a (B) marquées d'un trait correspondent aux valeurs By — Bi, — © 
et zy2,s = (. 

Pour calculer les éléments de la dernière colonne 86;, il faut soustraire des 


éléments de la colonne X( les valeurs correspondantes de la colonne « (B) 
et diviser par les composantes de la colonne As. Ceci concerne la totalité des 
m -+- 1 cases des colonnes signalées. Les cases de la colonne 8 qui correspondent 
aux cases cochées de la colonne & (B) ne sont pas remplies. Ainsi, dans la colon- 
ae 6, on remplit seulement les deux cases 

z10—0 8 0—5 


—= — — :— 9 = = = J. 


Le plus petit des éléments 6; est égal à 0’. Dans notre cas. 6° — 6,0 = 2. 

Passons à la détermination de 6”. Son calcul se fait en trois étapes. On com- 
pose d’abord la suite non décroissante 6.;, puis on calcule les quantités A}, 
et enfin, on définit directement 0”. Tous les calculs relatifs à la recherche de 
0” sont portés sur le tableau supplémentaire 7.10. 

Rappelons que les colonnes du tableau supplémentaire sont déterminées 
par les vecteurs de la base et par le vecteur À, qu'on se propose d'introduire dans 
la base. Le tableau est dressé progressivement, puisque le nombre de sous- 
colonnes en lesquelles doit être divisée chaque colonne s'établit au cours des 
calculs. 

La colonne associée au vecteur À; n’est incluse dans le tableau supplémen- 
taire que si l’une des deux conditrons suivantes est remplie: 
écel a) zjr > 0 et il y a à gauche de z; des valeurs critiques de l'argument z; non 

ales à «j, 
b) <P Z 0 et il y a à droite de z; des valeurs critiques de l'argument x; non 

es à 4. 

8 Si, notamment, zjr = 0, la colonne correspondant à A; n’est pas incluse 
dans le tableau supplémentaire. 
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Tableau 7.10 
Tableau supplémentaire 1 


_ 


" |:] 


As 


D 


t 


N | 1 | 2 
Of? | 1 | 2 
Ar | 10 8 


Dans notre cas, on n’inclut pas dans le tableau les colonnes correspondant 
aux vecteurs A9 (zjr — Zos — —1 << 0, mais x est une variable non bornée 
supérieurement), A1o (x10.8 — 4 > 0, mais à gauche de z;9 = 8 il n’y a qu’un 
point critique &10 = 0), À 19 (x11,8 — —2 << 0, mais r;, est non bornée) et À 42 (712,8 = 
— 0). Par conséquent, le premier tableau supplémentaire se compose de la 
seule colonne A; — As (288 — —1 << 0). C’est pourquoi en calculant 6..; — 0.5, 
il faut tenir compte des points critiques à droite de zs = 0, c’est-à-dire de d;s = 
= 1, des — 2, das — 3, dés — 4 (dis = Ps est le point critique extrémal à droite 
de la variable rs, qui n’est pas pris en considéra*‘nn et pour ce point 658 n’est 
pas calculé). 


Les nombres 6.; se calculent d’après la mule 
zj—d 9 
T jr 


où y sont les numéros des points critiques. 

Nous savons que les valeurs 6,,; >> 60’ ne se calculent pas et ne sont pas 
ortées dans le tableau supplémentaire. Dans notre cas, 0,5 — 1, 025 — 2. Comme 
b — 2, il n’y a déjà plus de raison de calculer les valeurs de 6:, et 648, qui sont 
supérieures à Os. 

Par conséquent, l'unique colonne 43 du tableau supplémentaire 1 (ta- 
bleau 7.10) se compose de deux sous-colonnes correspondant aux numéros y = 1 
et y — 2 des points critiques. 

Dans la première ligne du tableau figurent les valeurs de @.;. dans la deu- 
xième, les numéros y. La troisième ligne contient les numéros d'ordre des 6,,; 
(dans l'ordre de croissance de 0.;). La numérotation unifiée des 6.; définit 
l’ordre de succession dans lequel est calculé A. Cette numérotation unifiée est 
indispensable si le tableau supplémentaire contient plusieurs colonnes 4. 

Dans notre cas, Y = 1 et 2 et N — 1 et 2. Dans la quatrième ligne du 
tableau supplémentaire on inscrit les valeurs ô, — Op, y j nécessaires pour 
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calculer A. Dans la dernière ligne les valeurs de A;: 
t 


A—Aà— à is | Ty [= Ai1—0% ir 1 Bei êe. 
= 


tlt 
Dans notre cas, 


Ô = O8 | res | — 1] —1 | = 1, Ô2 — O2s | rss | — 2, 
Ay = Ao — Ô = 11 — 1 — 10, A2 — A1 — O2 — 10 — 2 — 8. 


Ao = À = As = {1 est la plus grande valeur de A; tirée du tableau auxi- 
jaire. 

Les lignes 6, et A, sont remplies simultanément jusqu'à ce que la valeur A, 
devienne non positive ou jusqu’à ce que toutes les cases de la ligne A; soient 
occupées. Dans ce dernier cas (qui a justement lieu dans le tableau supplémen- 
taire 7.10), on pose 0” — ©. (Rappelons que si nous avions obtenu un A, néga- 
tif, il aurait fallu prendre pour 0” la valeur de 6..; associée au premier A, non 
positif.) 

Ainsi, 0° — 2, 6" = o. 


60 = min (8°, 0") = 0° = 2. 


La valeur 0, — 2 correspond à deux vecteurs, le vecteur 410 (cf. le tableau 
principal 7.8) et le vecteur 48 (cf. le tableau supplémentaire 7.10). Ainsi, on 
peut éliminer de la base le vecteur 4:90 ou le vecteur 48. Le vecteur A4. en somme, 
n’est pas encore introduit dans la base. On n’a fait que vérifier s’il était utile 
d'introduire As. On est dans le cas de dégénérescence. Pour parer au cyclage, 
nous nous servirons de la règle donnée au $ 4. Dans notre cas toutes les colonnes 
e; du tableau principal 1 sont non marquées. C’est pourquoi la règle rendant 
impossible le cyclage est appliquée ici de la façon suivante. 

Imaginons qu'on ait écrit dans le tableau principal 7.8, au lieu de la 
(m + 1)-ième ligne, la ligne A, = 4s, dont tous les éléments (dans les colonnes 
ej) sont égaux à er; — esj — 0. Comparons les rapports des éléments de la colonne 
e1 figurant dans les lignes 410 et As aux éléments respectifs de la colonne 43. 
Les deux rapports sont nuls, et il n’y a pas encore de raisons de préférer l’un des 
vecteurs à l’autre. Comparons maintenant les rapports des éléments respectifs 
des colonnes e2 et As. On a 


Le plus petit rapport correspond au vecteur As. Par conséquent, le vecteur 
As est à retrancher de la base (plus exactement, le vecteur 44 ne doit pas être 
inclus dans la base).' 

Insistons encore une fois sur le fait que le cyclage, dans les problèmes de 
programmation linéaire, est un phénomène excessivement rare. C’est pourquoi, 
dans les calculs pratiques, on peut dans le cas dégénéré exclure de la base 
n’importe quel vecteur. Ceci étant, il est bon de retenir le fait qu’en éliminant 
le vecteur prévu pour être ajouté à la base (dans notre cas, 45), on abrège les 
calculs relatifs à la composition du tableau principal successif. 

Passons à la deuxième itération. 

Composons le tableau principal 2 (tableau 7.11). 

Nous avons vu que B2 = B1, c'est-à-dire que les bases de la première et de 
la deuxième étape coïncident. C’est pourquoi les valeurs des e;; dans le tableau 
principal 7.11 coïncident avec les grandeurs correspondantes du tableau prin- 
Cipal 7.8: 

ei; — Cij. 
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Tableau 7.11 
Tableau principal 2 


[1 


ÈBE 
DRE 


Les composantes du programme X:*) se calculent à l’aide des composantes 
de X() suivant les formules (3.19). 
Ainsi, par exemple 
Zy = T9 — Oo'TZor = To — 00-798 — 10 — 2 (—1) = 12, 
Tio — Z10 — Bo°710,8 = 8 — 2-4 = 0, 
Zg = Z8 — 00-788 = 0 — 2 (—1) = 2. 
Sur la colonne X(® on ne porte que les composantes de base du programme. 
Les quantités\c, ;; sont comme auparavant égales à zéro (puisque la base 
se compose des mêmes vecteurs qu’à la première étape des calculs). 
Le dernier élément de la colonne c;,; est égal à la valeur de la fonction F: 
sur le programme X'?. La valeur de F (X(°) se calcule selon la formule de 
récurrence 


vV 
F(X®)=F(XD)+ dv + 2 610, je 


Dans notre cas, F (X(h) = 0, 60 = 2. Les valeurs des autres paramètres 
sont prises dans le tableau supplémentaire 7.10: 


F(X®) = 0 + 242 + (61018 + 02028) = 0 + 2-8 + (1-1 + 2-2) = 21. 

Dans le tableau principal 2, tout À; = 0 (puisque tout c; ; = 0). 

Complétons le tableau auxiliaire par des lignes nouvelles (cf. tableau 7.12). 
Aux vecteurs 41...., A7, qui ne sont pas entrés dans la base, correspondent les 
composantes nulles du programme, et seul le vecteur 43 correspond à la compo- 


sante du programme zx; — 2. Il ressort du tableau II que x5 — ds. C’est pour- 
quoi, dans le tableau auxiliaire 2 (tableau 7.12), on a pour la deuxième itération 


h=k=...—=h=0, kg = 2. 


La deuxième ligne du tableau n'est pas remplie: tout z; — 0, puisque 


À; = 0. Donc, c;j = coj = c; pour j = 1, 2, ..., 7. On tire du tableau 7.7 
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Tableau 7.12 
Tableau auxiliaire (2-ième itération) 


| A! A° | A3 A4 


| A5 Ag A7 Ag à A10o su 
MESSE: 
MEBSERBBRR:: 
LEP CDTECTFTFE 
"AODODDE-HDEEEE 
SSOODOEEE 


que cys = Ces — 8, Àz; = Chjj — 2j = Chjj- Ici Ah ji > 0 pour tout 4; n’entrant 
pas dans la base. Aussi n'est-il pas nécessaire de calculer les éléments des deux 
dernières lignes du tableau. En outre, ceci traduit le fait que X(® n’est pas 
solution du problème et qu'il faut poursuivre les calculs. A,,; atteint le maxi- 


mum avec deux valeurs de j (j = 2 et j = 6). On peut introduire dans la base 
soit 42, soit A. Posons, pour fixer les idées, qu'on a opté pour 46. Dans le ta- 


bleau, l'élément Aow est encadré. Le vecteur Ac qui lui correspond peut être 
introduit dans la base suivante. 
On introduit dans le tableau principal 7.11 la colonne 46, aux composantes 
mi 
zi—= D eias. Dans notre cas, ||e;;]| est une matrice unité et 
s= | 


Dans la dernière ligne du tableau principal 7.11, on indique dans la colonne X*> 
la valeur z, — xs = 0et l’on place z,, = xz;4 — —1 dans la colonne 44. On déter- 
mine le vecteur à éliminer de la base. Dans chacune des colonnes & (B) et O6 du 
tableau principal 2 on ne remplit qu’une case: &1, = 0 et 01, = 11. Par con- 
séquent, 0” — Ou = 11. 

Le tableau supplémentaire 2 (tableau 7.13) se compose d'une seule colonne 
A6, non subdivisée en sous-colonnes. 

Ici, As = As >> 0. C'est pourquoi 8” — et 0 — min (0°, 8”) = 0° = 11. 
La valeur 60 n'est atteinte que sur un seul vecteur. Donc, nous avons affaire 
au cas non dégénéré, et pour déterminer le vecteur à éliminer de la base aucun 
besoin n'est d'appliquer une règle supplémentaire. 11 faut éliminer de la base 
le vecteur A: tel que 0 = 6. | | . 

Sur ce prend fin la deuxième itération. Pour passer de la deuxième à la 
troisième étape on fait appel aux mêmes règles qui régissent le passage des 
tableaux de la première étape à ceux de la deuxième étape. On donne ci-dessous 
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Tableau 7.13 
Tableau supplémentaire 2 


A6 
o., | 2 
ME 
N | 
ô | 
A, | 8 


les tableaux principaux (cf. tableau 7.14), supplémentaires (cf. tableau 7.15) et 
auxiliaire (cf. tableau 7.16) correspondant aux étapes suivantes de la réso- 
lution du problème. 

Voici certaines particularités des calculs que l’on n’avait pas rencontrées 
dans les deux premières itérations. 

Toutes les itérations, sauf l’itération 7, aboutissaient au cas 1°, c'est-à-dire 


que A — max (Ag jjs Ah jj) était atteint sur un des nombres Ah jj: Pour la 


T-ième itération, À = A2,:. Dans ce cas, la colonne & (6) du tableau principal 
est composée selon les règles suivantes. | 

Si rjr = zj2 > 0, on porte B; sur la case correspondante de la colonne 
œ (B). Si z;, << 0, la valeur qui lui correspond dans la colonne « (B) est &;. 

Les cases de la colonne & (B) qu’il faudrait remplir par + o ou. — et les 
cases pour lesquelles z;. — 0 sont, comme dans le cas 1°, marquées par un trait. 

Dans la colonne & (B) du tableau principal répondant à l'itération 7, on ne 
remplit que les première, quatrième et cinquième cases avec respectivement les 
valeurs @o — 0, Br = 7 et @, = œ2 = 0. 

Dans le cas 2°, les éléments de la colonne 8 se calculent comme rapports 
de la différence entre les éléments des colonnes & (B) et X et les éléments respec- 
tifs de la colonne 4,.. 77 


Dans notre cas, 6 — 3: 6; — 0, 6, = 2, 
0’ — min (2. 0, 2) =(. 


Pour la 7-ième itération, nul besoin n’est de former le tableau supplé- 
mentaire, puisqu'il est clair que dans ce cas il n’y a pas de valeurs de 6.; < 
< 0° = 0. 

A la 7-ième itération, 00 — 0’ = 0. C’est pourquoi le passage au programme 
suivant ne conduit pas à un accroissement de la fonction F. 

Dans notre exemple, à toutes les itérations 600 = 0”, ce qui veut dire que 
dans les tableaux supplémentaires tout A; est positif. Ceci signifie que la 
valeur limite de la composante du vecteur à ajouter à la base est définie par les 
contraintes du problème (a; < x; < Bj). 
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Tableau 7.14 
Tableaux principaux des itérations 3 à 10 


neo B |°kr ñ X® | e, e2 es es Ai | & (B) 6 
Cap JasTil sl — 
#7 121 11121 11-11 - 
CRE 
A 5 5 | | 1 


EC 


ECELLOTLEC 
TA [| 50 | 1 | —7 | _ 
et ee 
ODOMMMECIECE 
“|: Lw} 1217 
ET Der per 
ue I! “hj | ET | æ () | 6 
TT : 
A | 23 | | 1 | 2 T 1/5 LE 11/5 DER _. 
ARITIMNIEIE CIE 
A sl 1 [us lus] 4 | 154 
[I DORE 
HOCOODODOOOCE 
— = ET 1 3 | 1/4 Eu D 
mr | | 59/4 | 1 1 | 2 | 3/4 [15/4] — | — 
6 |4s | 8 | 85/4[ [| 1 1 1/4 [1741 — | — 


34—0776 
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Ch px CE) ei 2 es ea 


As | @œ (B) 6 


—3 


Ti 
BONDOUE 
|__| 1] |:]-] - 
| 71 | |} 417] 
ETF 


DE 


No ge | c 


eee 


Er IR IE 3 | 1/4 | —114| = _ 
A 41 | - | 2 | 3/4 | 71 EE | 164/47 
UD MMEREEME 

4 ES 7 2 — —3/4 | 5 | 4 

114 1 | - _ 

A ÉERTECTE 
| EI HETIEZ RETTI 
Au L | 24 | | 1 | 2 | 2/3 16/3 | 9/2 

9 4 | 8 | 2 | | | 11 | 1) | 2 

4 | 6] 4 et |. | 18-23] — | — 

2 

EE ECTS ENT ENET EE 

Ua | [isa] 1 3 | 13 | dd 


] 0/3 | | 41 | 2 |—23l 
8 | 18 | 


Aio | 
4 | 
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Tableau 7.15 


Tableaux supplémentaires des itérations 3 à 10 


68’ —min (1,4)=— 1; 


8" —0co, 69 = 0” = 1. 


A! 
6,5 | 54, | 5/2 | 1 
r|2]3l: 
Nf2ls4slt 


& | 45 | 85 | 2 
] 


At 


| 45 | 62/5 | 79/5 14 


As 
2 8 0’ —min rs })= 
2 [3 _15 
3 | 5 : 
1 | 4 0” —c, 6o—=06 =? 
57/9 
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Suite 


| 31/4 | 14/2 | 15/2 | 24/4 


7 8o — ( = 0. 
Le tableau supplémentaire n’est pas nécessaire. 


,__. f 164 93 ,1 ,. 
4 0=min { 4, 74}: 


Le programme optimal du problème non linéaire (6.5), (6.2), (6.6), équi- 
valent au problème de programmation linéaire (6.1)-(6.4) est déterminé d’après 
la colonne X4® du tableau principal 10 et d’après les numéros k; des valeurs 
critiques tirées du tableau supplémentaire associé à la dernière itération. 

On a 


16 
? 3? 2, 18, 7, 5) e (6.7) 


Nous avons omis ici les valeurs des variables additionnelles. 


X= (4, 5, 0 


933 


c 
| | … 
| = | | | 
| | — | Ce] | c/19 | — | ge | see | | 
| — | — |e | #8 [— | 8 | o»o |se | 6 | — | [F9 
| | 
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EXEMPLE 


8 6) 


536 PROGRAMMATION LINÉAIRE PAR MORCEAUX [CH. 7 


Les composantes x. du programme optimal du problème de programmation 
linéaire (6.1)-(6.4) coïncident avec les composantes du vecteur X qui définit la 
solution du problème non linéaire équivalent [cf. (6.7)]. 


Les valeurs optimales des variables z0 se calculent à l’aide des composantes 
z; de la solution d’après la formule 
G)— f zj—d;; pour z;>d;;, 
F3 { 0 pour 1 € bjr 
Dans le cas considéré on a: 
Tableau 7.17 


Composantes x{° de la solution 


La valeur maximale de la forme linéaire (6.1) coïncide avec la valeur opti- 
male de la fonction F; d’après le dernier tableau principal, elle est égale 
à 323. 

Constatons que le problème (6.1)-(6.4), étant ramené à la forme canonique, 
est un problème de programmation linéaire à 52 variables non négatives et 
27 conditions-égalités. L'’algorithme décrit au $ 5 a permis d'obtenir la solu- 
tion de ce problème en 10 itérations, bien que le programme initial choisi fût 
manifestement défavorable (pour la base initiale, F = 0). Le volume de calculs 
à fournir à chaque itération est à peu près le même que dans les problèmes de 
programmation linéaire à 4 conditions-égalités et 12 variables non négatives. 

Pour résoudre le problème (6.1)-(6.4) par l’une quelconque des méthodes 
générales de programmation linéaire le nombre d’itérations à réaliser est nette- 
ment plus grand, et le volume de calculs à effectuer à chaque itération augmente 
considérablement. 


$ 7. Généralités sur la construction des 
algorithmes de programmation linéaire par 
morceaux 


7.1. Les $$ 3 à 6 donnent une description détaillée de la méthode 
et de l’algorithme de résolution du problème I. Considérons mainte- 
pant les principes qui sont à la base des algorithmes de résolution 
d’autres problèmes de programmation linéaire par morceaux énoncés 
au $ 1. Commençons par le problème V, qui diffère du problèmel 
par la présence dans sa fonction économique d’une somme de fonc- 
tions linéaires et de plusieurs superpositions de fonctions linéaires 
par morceaux d’une variable. Le problème V consiste à minimiser 
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la fonction linéaire par morceaux convexe vers le bas 


n ñn+s 
F(X)= fix) + D fu(lu(X) (7.1) 
J=1 u=n+1 


sous les conditions 


A Gijx;j = bi, i= À, 2, es M, (7.2) 

ta LT; LPy ji = 1, 2, n. (7.3) 

Les fonctions convexes vers le bas f; &), ; j _ 4, 2, sn +Ss, 
sont définies ici par la formule (3.6), —« —Qj = = f;, = 00 “pour ji > 


> r + 1; les fonctions linéaires L,, (X) s'écrivent 


ñn 


L,(X)= 2 À AusT3 — bus u=n<+1, ..., n+s. 


Il est évident que le problème (7.1)-(7.3) se ramène facilement au 
problème du type (3.1)-(3.3); il n’y a qu'à introduire les variables 
additionnelles 


n 
Tn+i— 2 An+1.327j — Uni, L— 1, 2, sy Se 
J—= 


C'est pourquoi l’algorithme de résolution du problème (7.1)-(7.3) 
repose sur la méthode décrite au $ 3. Pour obtenir un procédé éco- 
nomique d'analyse du problème (7.1)-(7.3) il faut seulement tenir 
compte (comme cela a été fait aux $$ 1, 2 du chapitre 11 de {[87]) 
que les vecteurs des conditions associés aux variables additionnelles 
2z,+: Sont unitaires. En se fondant sur la notion de programme de 
base du problème (3.1)-(3.3), on aboutit à la définition suivante. 

Un programme X = (x, Z2, ..., x,) du problème (.1)-(7.3) 
est dit de base s’il lui correspond une matrice carrée non dégénérée 
Ax de la forme 


dijs dia dis 
Ax= || Emi: mia Tm+t , (7.4) 
Anti, 1 An+As, ja Anti nie 


An+a,, ji An+2,, je .. An+à,, j 


telle que : 
a) avec j Æ je (@ = 1, 2, ..., m+t), la composante zx; du 
programme ZX coïncide avec l’une de ses valeurs critiques; 
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b) chaque variable additionnelle zx,},, = La+;, (X), « — 
= 1,2,...,t (0<t< min {2 — m, s}) soit égale à l'une de 
ses valeurs critiques. 

La matrice (7.4) s'appelle base du programme X. 

Le programme de base X est dit non dégénéré si aucune de ses 
composantes z;, (« — 1, 2,..., m+t) ni de ses variables addi- 
tionnelles Zi: = La+; (X) (i 5 us @ = 1, 2, ..., t) ne coïnci- 
dent avec l’une de ses valeurs critiques. 

Un programme de base qui ne jouit pas de cette propriété est 
considéré comme dégénéré. 

Dans ce qui suit, le problème (7.1)-(7.3) est supposé non dégénéré, 
c'est-à-dire dépourvu de programmes de base dégénérés. 

La procédure de résolution du problème (7.1)-(7.3) se compose 
d'un nombre fini d'itérations. Une itération élémentaire compte, 
comme d'habitude, deux étapes. La première consiste à tester l’opti- 
malité du programme de base disponible, et la deuxième à améliorer 
le programme dont l’optimalité n’a pas été établie à la première 
étape. Voici la description de la suite d'opérations constituant une 
itération de l'algorithme. Pour simplifier l'écriture des indices, 
posons que pour le programme de base initial X de l’itération consi- 


dérée jù = a, a —1, 2,...,m<+it, A =@, a —1,2,...,t, 
c'est-à-dire que la base (7.4) du programme ZX est de la forme 
Gi die <.. ji, m+t 
Qoi de Go, m+t 
Ay=||4m Ame Am. m+t 


An+1,1 OnHioo --+ Ant, m+t 


An+t, An+t 2 .….. An+t, m+t 


7.2. Avant de commencer une itération, on dispose d'un pro- 
gramme de base X tel que, par suite des hypothèses faites plus 
baut, il justifie les relations 


dhi LT Ldr;ri,n =, 2, ..., m+t, 
Zj= dej M+I<j<KR, 
di < Li(X) <de,+i,i j>r+t, 
Lj(X)=d,; n+1<j<nr+t, 


et la matrice ÀA%ÿ inverse de la base Ar. 
Posons 
n+s 
CO CR5 + > dijCh; A) j=1, 2, ..., M+EÉ, 
A=n+t+i 
Cr=(c, co, ..., co 7). 
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Soit 
À = (is Â2 +.) Âm; —hn+1 —hn+e, . —hn+t) 
le vecteur vérifiant le système d'équations 
AAx = Cx, 
c’est-à-dire 
A = CxAÿ%. 
Le vecteur A se calcule à la première étape de l’itération et sert 
à vérifier si le programme de base X est optimal. 
Les conditions (2.53)-(2.56) du critère d’optimalité d'un pro- 
gramme du problème (7.1)-(7.3) peuvent s’écrire pour le cas considéré 


m n+t n+s 
ni D Gi D Gi D Gin <Chj, 
J ini in+1 in #t+1 ! 
m+t<j<n, (7.6) 
Chi SAR HIER +t. (7.1) 


De même qu'au $ 3, ici 


C3 = — OO, Ciy+1, j — 99 (j= 1,2, ….) n). 


Si les relations (7.6), (7.7) sont remplies, le programme X est la 
solution recherchée du problème. Mais si l’une au moins de ces 
relations n’est pas respectée, il faut passer à la deuxième étape de 
l'itération, c’est-à-dire améliorer le programme disponible. Suppo- 
sons que les conditions d'optimalité (7.6)-(7.7) soient compromises. 
Cela traduit le fait que parmi les nombres 


m nt n+s 
Chi — D Gijhi + » Gijhi + > dijCh;i 
i=1i i=n+ 1 i=n+t+i 


Ari sim+it<j<n, 


Chji— À; Si n+1<j<n+i, 
et 
Auj=—Ait+on; (m+t<j<n+t) 


il en est qui sont négatifs. Choisissons l’un de ces nombres (le plus 
petit, par exemple). Dans ces conditions on peut se trouver devant 
l’une des quatre éventualités suivantes : 


a) le choix concerne la quantité Ar m+i<r<n, associée 
au deuxième membre de la r-ième condition du système (7.6); 

b) le choix concerne la quantité Aurs m+t<r<n, associée 
au premier membre de la r-ième condition du système (7.6); 
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c) le nombre choisi est An rs n+1<r<n<+t, associé au 
deuxième membre de la r-ième condition du système (7.7); 

d) le nombre choisi est Ah,rs n+1<r<n<+it, associé au 
premier membre de la r-ième condition du système (7.7). 


7.3. Explorons séparément chacune de ces éventualités. 
a) Dans le premier cas, où 


Arr <O, m+t<r<n, 


on introduit le vecteur X (6) dont les composantes z; (6) se calculent 
d’après la formule 


Tj — Ozx;,, 1<Lj<m + l, 
T'; (6) —= T ; + 6, ] = Tr, (7.8) 
Tj, ÎJÆT, Mm+t<j<n. 


Le vecteur ZX, = (zir, Zor, . . ., Tm+t.r)T est ici composé des 
coefficients de décomposition du vecteur À; — (@,, ..., Gmr, 
Amtisrs + + > Am+t.r)] par rapport aux vecteurs-colonnes de la 
matrice Ax, soit 


X- — ATA,. 


On choisit le paramètre 0 > 0 de la formule (7.8), comme au 
$ 3, en partant de deux restrictions. La première d’entre elles impose 
que X (6) soit un programme du problème, c'est-à-dire qu’il satis- 
fasse aux conditions (7.3). Pour respecter cette condition, le para- 
mètre 0 doit être compris entre 0 et 0”, où 6” est le plus petit des 
trois nombres 


min (4). min (EE), Br—2,. (7.9) 


Dans les relations (7.9), l’indice j parcourt les valeurs 1, 2, ... 

., m + t. La deuxième restriction limite le choix de 8 au secteur 
de décroissance monotone de la fonction F (X (8)) lorsque 8 croît. 
L'extrémité gauche de ce secteur (segment ou demi-droite) est 0. 

Pour déterminer la borne droite 6” du secteur de décroissance 
monotone de la fonction F (X (8)), nous procédons de la même façon 
qu’au $ 3. Calculons les valeurs 


Tj—dyj 
Zijr 


pour j—1,2,...,m+it,r, n+t+1,...,n+s(z; 0) 
et pour y Æ 0, /; + 1, tels que 


00, < 8”. 


0,; — 
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” De plus, pour j > nr on entend évidemment par z;, 
__ 2j—23(8) _ Lj(X)—L;(X (6) _ 
6 $) 


m+t 
— D Ajulur — jrs Lrr —= — 1. (7.10) 
= 
Rangeons les valeurs obtenues de 8,; par ordre de croissance. 
On a 
Ori <'Oyoia + + + <'Oypipe (7.11) 
Soit 


— q — 
Âq — Apr + À Ov; | Tj;r | (Ao — Anrr)- 


La borne 8” est posée égale à 6, ; si 
A1 <0, A,2>0 (v=1,2,..., p). 


Mais si A,<0, alors 60” = oo. 
Après le calcul de 8’ et de pe". | posons 


69 = min {6”, 0”}. 


Dans le cas 0 — co, la solution du problème (7.1)-(7.3) est 

irréalisable la fonction (7.1) étant infinie sur l’ensemble des pro- 
grammes du problème. Supposons que 85<< œ. Le vecteur X” 
— À (60) est alors le programme de base du problème (7.1)-(7. 3) 
associé à une valeur plus petite de la fonction (7.1) par rapport aux 
autres programmes du type X (6). 

b) Dans le deuxième cas, où l’on choisit le nombre 


Apr, m+t<r<n, 


le programme X est amélioré par le passage au programme X (6) 
aux composantes z; (8) calculées selon la formule 


Zi + Ozp, 1<j<m +t, 
zy (6) z; —0, j =r, (7.12) 
2, JET, m+t<j<n 
Le calcul de la valeur 6, du paramètre 6 de la formule (7.12) est 
guidé sur les mêmes considérations que dans le cas a). 

7.4. Considérons les deux cas restants, où l’indice r est compris 
entre nr + 1 et r + {, ce qui correspond à la r-ième condition du 
système (7.7). 

c) Supposons que pour n+1<r<n+tla quantité À, 7 < 
<< 0. Introduisons le vecteur X «e) aux composantes zx; (6) définies 
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par la formule 


… zj + 6e;r, 1<Lj<m+i, ’ 
DO {2 mir<jEn. (7:12) 


e; désigne ici, comme d'habitude, l'élément associé à la matrice 
inverse A% de la base courante Ax. La transformation (7.12°) con- 
serve les valeurs des variables additionnelles x; avec j = nr + 1, ... 

,n+rTr—-1,n+r+iÂ,...,n<+it; 2, (0) = x, + 6. 

En ce qui concerne les variables additionnelles x; avec j > 

Zn +i, posons 


Li(X(B)—Ly(X) _ 
erj = RO) HA ÿ &j1€ar. 
A=1 


Le vecteur X (6) reste le programme du problème pour ceux des 
6 => 0 pour lesquels les conditions (7.3) continuent d’être respectées. 
En utilisant (7.12), on aboutit à la valeur-limite de 0”, égale au 
plus petit des deux nombres 


. [® À — . — « e 
min (4) , min (#4) , Où 1Lj<m+t. 
Cjr ir” 


Avec 6 > 0 qui se trouvent à gauche de 0”, le vecteur X (6) 
est un programme du problème (7.1)-(7.3); avec 8 situés à droite de 
0”, certaines composantes du vecteur X (0) deviennent négatives, 
et À (0) cesse d’être un programme du problème. Pour déterminer 
la borne 0” jusqu’à laquelle la fonction F (X (6)) est monotone dé- 
croissante lorsque 6 croît, calculons les valeurs 


dyj—zj - 
0;; — — ejr 
avec j =1,2,...,m+it,r,n+t+1,...,n+s(e;-Æ0)et 
pour y # 0, /; + 1, tels que 
0 < 0,;< 67. 
Disposons les nombres ainsi trouvés par ordre de croissance : 
iii pair Lee Op (7.13) 


Soit 
: q 
Ag = Aurr + 2 Oviis | Eisr |: 


Dans le secteur di, < 0< Op udas la fonction Æ (X (6)) 
est linéaire, son coefficient angulaire est A,. C’est pourquoi la 
borne 8” recherchée est définie de la même façon que dans les cas 
précédents. Avec A, < 0, posons 8” — œ. Mais si A,4 < 0, 
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A,Z>0 (v = 1, 2, ..., p), alors 
6” — 0» 5. 


Les nombres 0” et 68” permettent d'obtenir 8, = min {0”, 8”}. 

Si 05 << ©, posons À” = X (65). Dans le cas contraire (8, = ), 
on tire la conclusion que le problème n’a pas de solution. 

d) Le dernier cas à explorer est celui qui apparaît lorsque 


n+ti<r<n+tet Apr € 0. Dans ce cas, la diminution de Îa 


fonction économique F s'obtient en passant au programme X (6) 
dont les composantes x; (6.) sont calculées d’après la formule 


EH Zj — Over, 1<j<L<m<+t, ue 
DO), CO moisjgn 19 


Le nombre 6, qui figure dans la formule (7.14) est déterminé à 
partir des mêmes relations que dans le cas c). 

7.5. L'algorithme de résolution du problème (7.1)-(7.3) est 
fondé sur les formules de récurrence qui servent pour transformer 
la matrice inverse de la base du programme de base courant. 

Dans les cas a) et b), on s'efforce d’inclure dans la base la colonne 
de numéro r(m+t<r<n). Supposons que le nombre 6, soit 
atteint avec l'indice k (k4 = 1, 2, ...,m+t,r,n+t—1,... 

., Rn + s), c'est-à-dire 

9 TR — du 
D hr 
avec un certain 0 < y < l; + 1. 

Avec À = r, la base ne change évidemment pas. Si 1<k< 
< mt, la k-ième colonne quitte la base. Par conséquent, dans 
ce cas, la base du programme de base X” diffère de la base À x par un 
seul vecteur. Pour recalculer les éléments de la matrice inverse de 
la base, il suffit d'appliquer les formules de récurrence usuelles de 
la programmation linéaire. 

Enfin, ave n+t+1<k<n<+s, on ajoute à la nouvelle 
base la ligne de numéro k. De cette façon, la matrice Ax: se forme 
dans le cas considéré en bordant la matrice À + d'une ligne et d'une 
colonne. La matrice inverse A%: se calcule selon les formules de 
récurrence (2.12), (2.13) données au chapitre 11 de [87]. 

En présence du cas c) ou d), on s’efforce encore de retrancher de 
la base la ligne de numéro r (r — n + 1, ..., rR +1). Le nombre 
8, est atteint de nouveau avec l’un des indices k (k — 1, 2, ... 
sMm+itrn+t+1,..., n+Ss). Avec À = 7r, la base ne 
change pas. Sin +t+1<k<n—s, la place de la r-ième ligne 
est occupée par la k-ième. L'ordre de la base est conservé. Les élé- 
ments de la matrice A>% se calculent d’après les formules de récur- 
rence habituelles de la programmation linéaire. Si par contre 1 < 
<kLm+t, on exclut de la base la k-ième colonne. Ainsi, la 
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matrice À x: se forme à partir de À x en rayant une ligne et une colon- 
ne. Les éléments de la matrice inverse A x. se calculent à l’aide des 
formules de récurrence (2.14), (2.15) données au chapitre 11 de [87]. 
Nous voyons que l’algorithme de résolution du problème (7.1)-(7.3) 
repose sur le schéma de calcul des problèmes de programmation 
linéaire dont l'écriture a une forme arbitraire ($ 4, chapitre 11 de 
(871), de même que l’algorithme de résolution du problème (3.1)- 
(3.3) est fondé sur le schéma de calcul de la méthode primale du 
simplexe appliquée à la forme canonique des problèmes. 

7.6. Considérons maintenant le problème linéaire par morceaux 
II, qui consiste à minimiser la fonction économique 


F (X)= À f(x) (7.15) 
sous les conditions 
D'eu(en<0, i=1, 2, ..., m, (7.16) 
= ' 
at; LT LBs j—=1,2,...,n. (7.17) 


f; (æ;) et gi; (x) sont ici des fonctions linéaires par morceaux 
convexes vers le bas des arguments correspondants. 

Nous entendrons par valeur critique de l’argument z; tout point 
du segment [æœ;, B;l en lequel une au moins des fonctions f; (x;), 
gi (y), à = 1, 2, ..., m, subit une brisure. 

Numérotons, selon l'usage, les valeurs critiques de l'argument 
z; par ordre de croissance. On a 


@j = do <dyy <... Ld,; Ld,+1, =). 
Les fonctions f;(z;) et gi; (x;) sont définies par les relations 


fi(as)+(z;—@j)coy Si a; <<rj di; 
fi (dis) +(x5— dis) cas Si dj; <<zjy Ko, 
fifæ)=i 4. 4 (7.18) 


(5) + (xs — di) 5 si di; <<; KB; 
giu(a;)+(zs—a)e si a;<zr;<<diy, 


gi (du) +(z;— dis) 8Q) Si dis KTÿ des, 
Li(t=i 4 ee. (7.19) 


gui) + sd) 3 Si dis as Br: 


(G—=1,2,...,m; j—=1,2,...,n). 
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Les fonctions f; G)) et g;, (x;) étant convexes vers le bas, les 


paramètres c., et g? ne décroissent pas avec l’augmentation de 
l'indice y, soit 


Cyj  Cy+1, js go < ga. ÿ —=1,2,...,m; (7.20) 


de plus, quelle que soit la valeur fixée de l'indice j, l’une au moins 
des relations (7.20) est une inégalité stricte. 

Avant de décrire l'algorithme de résolution du problème (7.15)- 
(7.17), introduisons la notion de programme de base de ce problème. 

Soit X — (z1, Ze, . .., T,) un programme arbitraire du pro- 
blème (7.15)-(7.17). Associons à toute composante zx, (j = 1, 2, 

., nr) du programme X ne coïncidant avec aucune de ses valeurs 
critiques le vecteur 


5 (rs) = (gift), 8255), + + + Em (&)T, 
composé de dérivées gi, (x;) des fonctions g;; (x;). 
Si 
di; <T) < di ,+1, j° 


la formule (7.19) entraîne 
8j 5 (x) = (8$ > Rp °.., Er )’. 


Introduisons les composantes supplémentaires 


ñn 
mn — À is (x), i—1, 2, ..., m, 
= 


qui complètent (7.16) de façon à les transformer en égalités. A la 
composante supplémentaire zxz,+, du programme correspond le 
vecteur unité e; de dimension m avec l'unité à la i-ème place. Ran- 
geons en un ensemble £; les indices j < nr des composantes x; diffé- 
rentes des valeurs critiques du j-ième argument et Îles numéros 
n + i des composantes supplémentaires positives. Le programme X 
est dit de base si les vecteurs associés aux composantes z; du pro- 
gramme avec j € Ex sont linéairement indépendants. Si le nombre 
des éléments de l’ensemble £%x est m, le programme de base X est 
non dégénéré. Nous supposerons dans ce qui suit que chacun des 
programmes de base du problème (7.15)-(7.17) est non dégénéré. 
Les vecteurs correspondant aux composantes z; du programme de 
base X pour j € Ex forment la base du programme X. A la différence 
des problèmes de programmation linéaire et des problèmes de pro- 
grammation linéaire par morceaux examinés ci-dessus, les vecteurs 
qui composent la base d’un programme du problème II sont définis, 
en général, non seulement par le numéro de la composante x; cor- 
respondante, mais encore par la valeur de cette composante. 


35—0776 
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La procédure de résolution du problème (7.15)-(7.17) fondée sur 
la méthode primale du simplexe se ramène au déplacement suivant 
les programmes de base et se compose d’un nombre fini d’itérations. 

Voici le schéma général de cette procédure. 

7.7. Pour abréger les notations, supposons que le programme de 
base courant À du problème (7.15)-(7.17) a pour base la matrice 


Gx — (g (x1), 3 gt (x), Et+ir + + Em): 
Les composantes zx; du programme de base X non dégénéré vérifient 
les conditions 
hi LT Ldr;t1, js j=1, 2. s..) À, 

zj= dj, j=t+1, ...,n, 

Tn+s = 0, i=1,2,...,t, 

Tn+i > 0, i=t+1,..., m. 
Avant de commencer l’itération, on suppose connue la matrice 
inverse Gx de la matrice de la base Gx. A la première étape de l’ité- 
ration, on teste l’optimalité du programme de base disponible. On 


définit dans ce but les composantes À, à — 1, 2, ..., m, du vecteur 
A à partir du système d'équations suivant: 


AGx +Cx =0, - 
où 
Cx=(Chits Char +.) Chyt: 0, 0, ..., 0). 
m—t 
On a 
A — —C;GX. 


Cherchons ensuite les valeurs 


A;= D Mgé,; 57 Chrti, É 


1=1 
NE — À M4, 5 Chyi 
pour j—t<+1, {t+2, ...,n, 


où, comme d'habitude, c_;, = —o, Ci41,j = O0. 
Si 
A,>0, A, > 0, pour j=t+1,...,n, (7.21) 
à >0 pour à — 1, 2, ..., t, (7.22) 


alors, d’après le critère d’optimalité donné au paragraphe 2.3, le 
programme X est solution du problème. Mais si certaines des rela- 
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tions (7.21), (7.22) ne sont pas respectées, on poursuit la procédure de 
résolution en passant à la deuxième étape de l’itération. 

7.8. La deuxième étape de l’itération débute par le choix de la 
plus petite des grandeurs figurant dans les relations (7.21), (7.22). 
Désignons cette grandeur par A. Supposons qu'il s'agisse de 


AA, <0, r>t+1. 


Dans ce cas, le programme de base X subit une modification 
due à l'accroissement de sa r-ième composante. Plus précisé- 
ment, on introduit le vecteur X (8) aux composantes zx; (0) données 
par la formule 

Zzyj —Z}r0 Si jE Ex, 
z,(8) = 4 z; +8 si j =r, (7.23) 
zx; dans les autres cas. 


On désigne ici par x}. les coefficients de décomposition du vecteur 
( Eh Kors .. hr) par rapport aux vecteurs de la base Gx. 
Le paramètre 6 = 60” est choisi le plus grand possible, mais tel 
qu'aucune des composantes zx; (6), j E Ex, zx; (8) ne passe par sa 
valeur critique. Autrement dit, 0” est égal au plus petit des trois 
nombres 


. zj—dR; . TJ — dx ;41, j 
min , DIN ———— \, 
Xjr>0 Zjr x}, <0 Zjr 

dhr+1, r— Tr. 


11 faut retenir, de plus, que pour la composante supplémentaire 
T ; > 0, * 


di,j=0, dRHi.5= OO. 


Si 0” — co, le problème étudié est irréalisable du fait que la fonc- 
tion (7.15) n’est pas bornée sur l’ensemble (7.16)-(7.17). 

Si par contre 0” << oo, nous passons à un nouveau programme 
de base X” — X (0). La base du programme X” coïncide avec celle 
du programme X (0° — dy +1. —zr) ou bien se forme à partir de 


ce dernier en substituant à l'un de ses vecteurs le vecteur 
1) 2) m) T 
(hr Bhrr 7°? Nr) : 
Il se peut que 
A — À <T 0. 
Ce cas est analogue au cas examiné ci-dessus, à cette différence près 


que la modification du programme ZX est obtenue en augmentant 
la composante supplémentaire xz,+, — 0 associée au vecteur unité e,. 


35° 
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Enfin, la dernière éventualité 
A=A,<0, r>t+1, 


rend nécessaire la diminution de la composante x, = d; ; du pro- 


gramme disponible. 
La transformation des composantes du programme ZX est définie 
par la formule 


ZT; + Tir, j € E y, 
z; (80) —=4 zx; —0, j=7r, (7.24) 
z; dans les autres cas. 


La valeur 6’ du paramètre 6 est posée égale au plus petit des 
nombres 
. dp;t1, 5 7j . dpi Ts 
MIN ——— , min ———, 
xjr>0 Tjr X jp <0 Tjr 
Tr—dR,-1,r. 


Avec 8” — oo, on établit que le problème n'a pas de solution. 
Mais si 0’ < ©, on passe à un nouveau programme de base X” — 
— X (0”). Dans tous les cas considérés, le passage à un nouveau 
programme de base X” conduit à diminuer la fonction économique 
de la quantité 


F(X) —F(X') = —A0’. 


7.9. Comme le lecteur a dü le remarquer, la règle de calcul de la 
valeur 6” du paramètre 6 dans l'algorithme exposé diffère de la 
règle analogue des algorithmes décrits précédemment. 

Dans les algorithmes conçus pour l’analyse des problèmes de 
programmation linéaire par morceaux à conditions linéaires, la 
valeur du paramètre 6 est définie par minimisation de la fonction 


F (X (6)) 


par rapport à toutes les valeurs de 6 telles que X (6) est un pro- 
gramme du problème. Ce mode de choix de 8 est défini par le dépla- 
cement à travers une série de valeurs critiques. Dans le cas de condi- 
tions linéaires, le passage par la valeur critique de l’une des varia- 
bles ne change pas la base du programme de base, mais conduit seule- 
ment à modifier le critère du vecteur à ajouter. Si par contre les 
conditions du problème sont non linéaires, le passage par une valeur 
critique conduit à une modification de la base. C'est pourquoi 
l'application de la règle de sélection de la quantité 6, fondée sur la 
minimisation de la fonction F (X (6)), est associée dans ce cas 
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à plusieurs transformations de la matrice Gx. Cette circonstance 
nous a incités, lors de l’analyse du problème (7.15)-(7.17), à opter 
pour un mode plus simple, bien que moins efficace, de définition 
de la quantité 6. C'est ce mode qui a été décrit au paragraphe pré- 
cédent. 

Conformément au schéma général de l'algorithme exposé aux 
paragraphes 7.7 et 7.8, le passage du programme de base disponible 
au programme de base successif entraîne la modification de la ma- 
trice Gx d'ordre m. Mais comme nous l’avons vu, la matrice de la 
base Gx compte m —t vecteurs unités. Aussi le schéma de calcul 
peut être modifié de façon à conserver et à transformer en cours de 


résolution la matrice G%' inverse de la sous-matrice Gx formée 
à l’aide des £ premières lignes et des t premières colonnes de la ma- 
trice Gx. Nous laissons au lecteur le soin de le faire par lui-même 
en s'appuyant sur l’algorithme de résolution du problème 
(7.1)-(7.3) (cf. exercice 10). 

7.10. Les schémas généraux des algorithmes de résolution des 
problèmes (7.1)-(7.3) et (7.15)-(7.17) exposés dans ce paragraphe 
servent de base à la composition des algorithmes pour la résolution 
d’autres problèmes de programmation linéaire par morceaux. Ainsi 
Je schéma de calcul du problème III ne diffère que de peu de l’algo- 
rithme de résolution du problème (7.15)-(7.17). La différence ne 
porte seulement que sur les faits suivants. Premièrement, au lieu 
des vecteurs g; (x;) il faut considérer les vecteurs (gi (z;), Aj)7, 
dont les dernières composantes ne dépendent pas de z;. Deuxième- 
ment, pour les conditions linéaires du type égalités, la nécessité 
de variables additionnelles, naturellement, disparaît. En tirant 
parti des considérations émises aux paragraphes précédents, il est 
aisé aussi de tracer les contours généraux de l’algorithme de réso- 
lution du problème VII, dont les modèles examinés plus haut cons- 
tituent tous des cas particuliers. Le passage de l'algorithme du 
problème (7.15)-(7.17) à cet algorithme plus complexe peut se faire 
par le procédé exposé aux paragraphes 7.1-7.4, où l’on construit 
sur la base du schéma de calcul du problème (3.1)-(3.3) un algorithme 
de résolution du problème (7.1)-(7.3). Nous laissons au lecteur. le 
soin d’énoncer les principes généraux des algorithmes destinés à la 
résolution des problèmes IV, VI et VIT (cf. exercice 12). 

En conclusion de ce paragraphe, soulignons que les algorithmes 
décrits ici ne doivent être considérés que comme des schémas 
généraux de procédures de calcul établis pour l'exploration 
des problèmes de programmation linéaire par morceaux. L’appli- 
cation de ces algorithmes à chaque classe bien limitée concrète de 
problèmes de programmation linéaire par morceaux nécessite de 
détailler leurs procédures, afin de répondre le plus complètement 
possible aux particularités spécifiques d’un modèle donné. 
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Exercices 


4. Montrer que la fonction 


F(X)= max {Li (X)}. 


n 
Li(X)= D ar — bi i—1, 2, ...,s, 
j=1 


‘est convexe vers le bas. 

2. Justifier l’équivalence des problèmes (C) et (D) (cf. le paragraphe 1.4). 

3. Montrer que les conditions (2.28)-(2.30) sont suffisantes pour rendre le 
programme du problème I optimal. 

4. Justifier les conditions (2.33)-(2.35) comme suffisantes pour rendre Île 
programme du problème II optimal. 

5. Démontrer que le programme 


Ze =1{y8,. ..., YÜs0" YTye cer Yu ee CTP AE IT, Three) Th} 


du problème IV est un programme optimal si et seulement si il est possible de 
composer des collections de nombres 


À: >0 (i = 1, 2, ..., mi), Ain (KR =1,2,...,s;,i— 0,1, ..., m1), 
M (i=m+1,..., m), 


telles que soient observées les conditions (2.47)-(2.52). 
6. Déduire du critère d'optimalité du problème VII les critères d’optimali- 
té des problèmes I à VI. 
7. Donner la justification de la règle de choix du vecteur à éliminer de 
la base rendant impossible le cyclage dans les problèmes I dégénérés (cf. $ 4). 
8. Enoncer pour le problème I les principes de construction d’un algorithme 
de programmation linéaire par morceaux fondé sur la méthode duale du simplexe. 
ê. Minimiser la fonction linéaire par morceaux (6.5) sous les conditions (6.2) 
et (6.6). 
10. Modifier l’algorithme exposé aux $$ 7.6-7.9 en utilisant l'existence 
de m — t vecteurs unités dans la matrice de la base G; du problème Il. 
11. Décrire le schéma de calcul de la résolution du problème III. 
12. Enoncer les principes de résolution des problèmes IV, VI et VII. 
43. Construire les schémas blocs de la résolution des problèmes I à VII. 
14. Construire et décrire la méthode et l'algorithme de calcul du vecteur 
X = (x, 22, ..., zh) sur lequel la fonction 


= 


S ILai(x)| 
i=! 


est minimisée sous les conditions 


a; < zj < Pis j=1,2,...,n. 
Ici 


n 
Li(X) = >» Gijzj—bis 1=1, 2, .…. 
j=1 
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15. Enoncer le critère d’optimalité d'un programme du problème suivant 
de programmation linéaire par morceaux [32]: 


FA —+ min, 


ñn 
D'laiytbizsl—2<0, 1,2, .…., my 
1 


n 
Dicijtbigrl—bi SO, i=mi+i, ..., m, 
1 


2= 
a < x; < Pj, j=1, 2, ...,n. 


16. Construire l'algorithme de résolution du problème précédent. 

17. Comparer le volume de calcul imposé par les deux approches suivantes 
de la résolution du problème (6.1)-(6.4). La première ramène le problème (6.1)- 
(6.4) au problème linéaire par morceaux équivalent (6.5), (6.2), (6.6). La deuxie- 
me considère le problème (6.1)-(6.4) comme un problème de programmation par 
blocs et utilise la méthode de décomposition (chapitre 4, $ 2). De plus, les 
conditions des systèmes (6.3)-(6.4) forment des blocs isolés du problème, et les 
contraintes du système (6.2) constituent les conditions d’« enchaînement ». 

18. Calculer le programme optimal du problème 


[2x — ro + 4]+]|zs + 3za — 2] + | rs — 2x, + 1] —+ min, 
| 3x + ze —1|+]2r5 — 3m + 21—4<0, 
2 + 222 + 1] + |8zs + x — 11 —3<0, 
] 2x + 32 — 4] + |zs— 4rz + 3|—5<0, 
—1 << z; LA, j = 1, 2, 3, 4. 


> 
; à 
? 
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